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Sommario

In queste pagine si analizzano gli insiemi quozienti delle S- e D-
equivalenze, sfruttando le cosiddette celle di Schubert per descriverli.

Consideriamo l'insieme M (m, n,K) delle matrici m x n dei coefficienti in K.
Poniamo su questo insieme le cosiddette S- e D-equivalenze:

A~g B« 3T € GL(n,K) t.e. A=TB
A~p B« 3T € GL(n,K) t.c. A= BT

L’obiettivo di queste pagine é descrivere i quozienti
M(m,n,K)/ ~s M(m,n,K)/ ~p

Per farlo poniamo innanzitutto Ac e Ag le matrici ottenute applicando Pal-
goritmo di Gauss completo, su colonne e su righe rispettivamente, ad A.
L’obiettivo di queste pagine ¢ quindi fornire una parziale dimostrazione a
questo teorema

Teorema. Im(A) & un invariante completo per M(m,n,K)/ ~p e Ac &
Punico rappresentante in forma normale. Viceversa Ker(A) é un invarian-
te completo per M(m,n,K)/ ~g e Ap ¢ lunico rappresentante in forma
normale

Notiamo innanzitutto che se due matrici sono S-, D-equivalenti, allora
sono SD-equivalenti, e quindi hanno lo stesso rango. Questo ci permette
di poter dividere la dimostrazione in base al rango di A. Per semplicita
considereremo solo il caso in cui A abbia rango massimo, anche se il teorema
ha valenza piu generale.

Soffermiamoci innanzitutto sulla D-equivalenza. Tramite opportuni lem-
mi riusciremo a ricondurci anche nel caso della S-equivalenza.



Innanzitutto ricordiamo che presa una matrice A € M (m,n,K), allora
Ac é della forma

0 -+« oo oo 0
0
1 0 0
Ao = |* 1
* 0 0 (>
0 1 0 0
* : :
* 0 .-+ 0
L etc. |

dove il numero di pivot equivale al rango di A.
Essendo che siamo nel caso di rango massimo, rk(A) = min{m,n}.
Quindi se poniamo L 4: K™ — K™ la funzione indotta da A, allora

1. Se m <mn, allora rk(A) = m e Ly ¢ suriettiva

2. Se m > n, allora rk(A) =n e L4 é iniettiva

3. Se m = n, allora rk(A) =m =n e L4 & biettiva
Dimostriamo per ora il caso immediato m < n.

Dimostrazione. (~p,m < n) In questo caso rk(A) = m, da cui grazie a (1)
si ottiene che .

Ac=[1In]0]
e quindi

cioé l'insieme quoziente é ridotto al solo punto. Ma allora I'affermazione é
banalmente dimostrata, in quanto tutte le matrici hanno la stessa immagine
pari a K"; inoltre [I,,|0] é 'unico rappresentante in forma normale. O

Per analizzare invece il caso m > n,rk(A) = n, dobbiamo introdurre un
concetto: il simbolo di Schubert.



Definizione. Data una matrice A € M,,(m,n,K), consideriamo Ac della
forma

0 -+« v o 0
0
.11 0 0
-
*x 0 .- 0
52 0 1 0 0
* * : :
* o --- 0
s, L etc. |

Allora si definisce simbolo di Schubert come Sch(A) = (s1,...,Sn).

Detto questo suddividiamo per semplicita la dimostrazione in due teore-
mi. Incominciamo con questo:

Teorema 1. Data una matrice A, Sch(A) é completamente determinato da

L =1Im(A).

Dimostrazione. Per dimostrare cid consideriamo la seguente famiglia di fun-
zioni, con 0 < 7 < m:

b KM= K™

_ o _
I :
s [T
0
Tm .
- 0 -

Notiamo che ¢y = id; definiamo inoltre d; = dim;(L).

L’insieme L ¢ invariante per I'algoritmo di Gauss sulle colonne, quindi
L = Span(A} ,flg) Ma allora é evidente che la stringa (dy,...,dpn)
possiede delle variazioni esattamente in corrispondenza dei s;.

Si puo allora concludere che Sch(A) ¢ determinata dai d; = dim;(L),
cioé da L. O

Dimostrato questo primo enunciato si pud passare al secondo:

Teorema 2. Data una matrice A, A ¢ determinata da L.



Dimostrazione. Per dimostrare cid consideriamo la seguente funzione, che
dipende da Sch(A), il quale é pero determinato da L.

p: K" —>K"
1 s
'_)
Tm Ts,

Vogliamo dimostrare che |z ¢ un isomorfismo. Innanzitutto ¢ un ovvio
omomorfismo, dimostriamo che é biettiva.

Per farlo notiamo che Al ,...,flg fornisce una base di L in quanto il
rango & massimo. Inoltre p(A%L) = e;, cioé ¢ manda una base di L in una
base di K". Quindi ¢|r,: L — K" & un isomorfismo.

Grazie a questo fatto possiamo affermare che AL = ¢~ (e;), cioé Ac &
determinata da L. O

A questo punto siamo pronti per dimostrare il teorema nel caso in cui
m > n.

Dimostrazione. (~p,m > n) Siano due matrici A, B tale che Im(4) =
Im(B), allora Ac = Be¢. Cioé A¢ ¢ 'unico rappresentante in forma normale.
Inoltre esistono P, Q € GL(n,K) tale che

Ac = AP
Be = BQ
Quindi
A=AcP ' =BcP ' =B(QP™Y) QP 'eGL(n,K)
che implica che A ~p B che é quello che dovevamo dimostrare. O

Adesso c¢i manca da analizzare ~g. Per farlo ricordiamo i concetti di
annullatore e centro:

Definizione. Sia V' un K spazio vettoriale e W sottoinsieme di V. Allora
definiamo annullatore di W come

Am(W)={f: V = K| f omomorfismo t.c. f(w)=0VvYwe W }

Definizione. Sia V' un K spazio vettoriale e sia E/ un insieme di omomorfismi
da V a K. Allora definiamo il centro di E come

LZE)={veV|flv)=0VfeE}

La teoria degli annullatori e dei centri fa parte della teoria degli spazi
duali. Per ora ricordiamo alcuni fatti che non dimostreremo:



Fatto 1. Dati f1,..., fr: V — K omomorfismi, allora

k

() Ker(f:)

=1

Ann = Span(f1,..., fr)

Fatto 2. Dato W sottoinsieme di V', e E insieme di omomorfismi da V a
K allora

Z[Ann(W)] = Span(W)
Ann[Z(E)] = Span(E)

A questo punto dimostriamo questo ultimo lemma che permettera di
dimostrare il teorema per ~g:

Lemma. Date A,B € M(m,n,K), se Ker(A) = Ker(B) allora Im(AT) =
Im(BT)

Dimostrazione. Per quello detto prima sappiamo che

[ Ker(A;)

i=1

AnnKer(A) = Ann = Span(Ai,..., Apn)

Quindi si ottiene che
Ker(A) = Z[Span(A1, ..., An)]

Ma allora supponiamo che Ker(A) = Ker(B) per due A, B € M(m,n,K).
Allora

Z [Span(Ay,...,Ap)] =
Span(A1,..., An
T

Z[Span(By,...,Bp)] =
= Span(By,...,By) =
S

A questo punto possiamo concludere la dimostrazione del teorema:

Dimostrazione. (~g) Supponiamo che Ker(A) = Ker(B), allora per il lemma
precedente Im(A”) = Im(BT). Questo implica che AT ~p BT e quindi
A~gB. R

Inoltre AT = BT ¢, da cui

Ap = (AT¢)" = (BTo)T = By

Cioé AR é l'unico rappresentante in forma normale. Cid conclude la
dimostrazione. O



Questo teorema ci consente anche di rappresentare sottospazi vettoriali
di K™: infatti consideriamo il seguente simbolo, con naturalmente m > n:

G = { W CK™ | W sottospazio di dimensione n }
e questa funzione

w: My(m,n,K) = G
A Im(A)
Essa non é iniettiva, tuttavia se consideriamo l’insieme
T(m,n,K) = {Ac € M,(m,n,K)}
e la funzione
7: T(m,n,K) = Gnn,
A — Im(Ag)
essa diventa una bigezione per il teorema precedente.

Inoltre si nota che Gy, puod essere partizionato in dei sottoinsiemi inte-
ressanti. Consideriamo infatti

Ts(m,n,K) = {Ac € M,(m,n,K) t.c. Sch(Ag) = s}

7}8: Ts(m’ n, K) — Gm;n
./Zlc — Im(/ic)

allora P = {Im(7)}s ¢ una partizione di Gy, con (’:) elementi.

Infine notiamo che Ts(m, n, K) non & un sottospazio di M (m,n,K). Tut-
tavia esso ¢ un sottospazio affine, la cui dimensione pud essere calcolata,
definendo Js come la matrice i cui unici elementi non nulli sono i pivot, dove
vale 1. Allora ponendo

Js<m7n7K) = Ts(m7n7K) - JS

si ottiene

dimg Ts(m, 7, K) = dimJo(m,n,K) = > (m - s;) — (n — j)
j=1

Notiamo che se Sch(A) = (1,...,n) si ottiene una cella di dimensione mas-
sima pari a n(m — n).

Quindi Gy, € 'unione disgiunta di pezzi di dimensione decrescente. Tut-
tavia cambiando coordinate in K™, si ottiene che io posso ricoprire Gy, tra-
mite unione non disgiunta di pezzi di dimensione massima, corrispondenti a

Im(7 (1. n))-



Esempio Adesso presentiamo un esempio per fare chiarezza su questa ul-
tima parte. Sia quindi il piano R? e consideriamo Go.1 l'insieme di tutte le
rette. Come sappiamo

Go1 = {Span([l,y]T)| — 00 <y < 400} U {Span(]0, 1]T)}

Allora seguendo il discorso di prima notiamo che i possibili simboli di Schu-
bert sono (1),(2), di numero (?) Allora questi due simboli di Schubert
danno un partizionamento di Ga;; pari a:

fm [7y)] = ) [Ty (m,n,R)] =7y [{ [1y]" | —00 <y < +o0 }]
= { Span([1,y]T) | 0o <y < +o0 }
Im [77(3)] = 7z [Ty (m, n, R)] = 7z [{ [0, 1]" }] = {Span([0,1]7)}

Come si vede questo ¢ in accordo con le nostre aspettative.



