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Prefazione
Questo che stai leggendo e il primo elaborato che io abbia mai scritto e sistemato
con tanto di pagina iniziale del titolo, di indice e persino di (qui presente) prefazione,
percio ci tengo molto a specificare che sono ancora alle prime armi ma, allo stesso
tempo, spero ti piaccia cio che si trova davanti a te in questo momento. Ritengo di
avere ancora molto da imparare e da migliorare: non mi trovo pienamente convinto
né dell’organizzazione dei contenuti né dello stile generale di questo documento, ma
€ comunque un inizio.
Non e granché come elaborato: non ho fatto altro che trascrivere le lezioni del
professore con qualche piccola sistemazione in qua e in la, percio spero tu non abbia
aspettative troppo alte.

Sappi che, chi mi conosce un po’ puo confermare, sono un maniaco della precisione,
percio se nelle prossime pagine (o in qualunque altra) trovi una qualsiasi (anche
minuscola) imprecisione (orrori di ortografia, punteggiatura mancante e/o errata,
simboli sbagliati, errori concettuali e/o matematici, ecc...) ti prego vivamente di
comunicarmela cosicché io possa correggerla e soddisfare la mia sete di perfezione.

ANZI

Ti sfido a trovare anche un singolo minuscolo insignificante errore in queste pagine
e comunicarmelo: vincerai una caramella o un cioccolatino, scegli tu.
(Spero di averti convinto a partecipare alla missione di massima precisione)

Sono ovviamente ben accetti suggerimenti di natura estetico-stilistica e/o di qualsiasi
altro tipo per migliorare in ogni modo possibile questo documento e di conseguenza
anche quelli a venire.

Detto tutto cio,

Buona lettural

Mattia
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1 Spazi metrici

(X, d) & uno Spazio metrico se X ¢ un insieme e d : X x X — [0, +00) ¢ una distanza, cioe:
o dlz,y) =0<= =y Vr,y € X;
o d(z,y) =d(y,x) >0 Vz,y € X;
o d(z,y)+d(y,z) > d(z,2z) Vax,y,ze€ X.

Esempi:

1
n 2
(R”, |- |) dove |z| = ( > J;f) : “Norma 2” o “Norma euclidea”;
i=1

n

1
P
(R 111,) dove el = (£ 27 con > 1 *Norma

=1

(R”,|| : ||DO) dove ||z]jsc = lim ||z||, = max |z;|: “Norma infinito”.
p—+o0 i

OSS: Sia (X, d) uno spazio metrico, se Y C X = (Y, d) & uno spazio metrico.

2 Aperti, Chiusi e Compatti
Dato lo spazio metrico (X,d), F C X si dice:
e Aperto se Vo € E 3r > 0 tale che B, (z) C E (dove B,(z) = {y : d(z,y) < r} & una “palla”)
cioe E ¢ intorno di x;
e Chiuso se X \ E ¢ aperto.

Prop: E chiuso <= data z,, > xconx, € Fex € X sihax € FE.

e Compatto (per successioni) se Vx,, € E successione 3z, sottosucc. tale che z,, — = € E,
cioe lilgn d(xy,,x) =0.

Prop: in generale E' compatto => E chiuso e limitato.

In R™ vale anche E chiuso e limitato = E compatto (segue da Bolzano-Weierstrass) ma in

generale puo IF C X chiuso e limitato e NON compatto.

Def: E C X ¢ Compatto se V{V,};es ricoprimento di E, cioe E C |JV; con V; aperti, 3 un
3

n
sottoricoprimento finito, cioé V1, ..., V,, € {V;};er tale che E C | V4.
k=1

3 Completezza

Def: z, € X & di Cauchy se Ve In. € N tale che d(z,, ) < & Yn,m > n..

0OSS: se ¢, > © = x, e di Cauchy.

Def: X ¢ Completo se x,, ¢ di Cauchy = x,, ¢ convergente.

0OSS: R, R™ sono completi mentre Q non € completo;

Sia X uno spazio metrico completo, se F C X = F & uno spazio metrico completo.

4 Lemma delle contrazioni (Banach-Caccioppoli)

Siano X,Y spazi metrici, f : X — Y L-lip con L € (0,+00), se dy (f(z), f(y)) < L-dx(z,y)
Vr,y € X, f: X — X si dice Contrazione se f & L-lip con L < 1.
Teorema: siano X spazio metrico completo e f contrazione = ' T € X tale che W inoltre

. Tnt1 = f(z _
Vzy € X la successione { e (wn) converge a T.
To



Dimostrazione:
Unicita: T € unica infatti se 37 tale che f(7) =7 = d(7,7) = d(f(f), f@)) <L-dZ,7) = T=T1;

Esistenza: sia x, la successione per ricorrenza, vediamo che ¢ di Cauchy: in tal caso 37 = limx,, e
n

passando al limite in z,4+1 = f(x,) si ottiene T = f(T). Vediamo che ¢ di Cauchy: siano
m >n > 0 tali che d(z, ) < L-d(xp_1,Zm-1) < ... < L"d(xg, Typ—n). Siha

k—1 k—1 d(.]? z )
d < T < : < 0ty
(o, 2x) < ' d(ws, wip1 < ZL d(zo,21) < ———
i=0 1=0
Ld
Xy, ) < (20, 21) 0 = x,, ¢ di Cauchy. O

1-L n—+00

OSS: una funzione lipschitziana, in particolare una contrazione, ¢ sempre continua.

5 Spazi normati e spazi di Banach

Sia X uno spazio vettoriale (su R), || || : X — [0, +00) & una Norma se:
o |lz|]| >0VzeXellz|]| =0« z=0;
o |[ =zl = ||| Vo € X;

o ||z +y|| <|lz|| + |lyl]| (Disuguaglianza triangolare).

(X, || -]]) si dice Normato ed & uno spazio metrico ponendo d(z,y) = ||z — y||.

OSS: la disuguaglianza triangolare equivale alla convessita della funzione norma (|| - ||).
Lo spazio normato (X,|| - ||) si dice Spazio di Banach se & completo.

Esempi:

(C’([a,b]), IE ||Oo) & Banach.
(R", [l - ||p) ¢ Banach, dove:

1

(Z w) p>1
|zll, = \i=1

max | ;| p =400
K3

Vediamo adesso che || - ||, & una norma equivalente a quella euclidea (|- ):

Def: siano X uno spazio vettoriale e |- |1, |- |2 due norme su X, |-|; & equivalente a |-|2 se Ic € R
tale che |z|; <c- x|z e |z]2 < - |z|;.

Dimostrazione:

D || - |lp ¢ una Norma: va verificata la disuguaglianza triangolare. Usiamo il seguente

5.1 Lemma (disuguaglianza di Hoélder)

n
Siano 7,y € R e 2+ 1 = 1 ciot = 221 = 3 [ayil < [[all, - lylly
=1

Dimostrazione (Lemma): se applichiamo la disuguaglianza di Young (ab < %p + bpi,) otteniamo

n
’ T;Y;
EEC] N ] l;“m <1yl O
pollzllp Pyl zllpllyllr — p ¥




Dimostrazione (continuo):

(D vedo che

n n

n n
e+ yllp = loi+uil? =D |+l o+ uil <Dl wal? il + > i+ wilP il

i=1 i=1 i=1 i=1

=

n

Holder » P p—1
< (D lmtwl” ) (llp+Hlylle) = la+yllE (lellp+Hlvlls) = llz+ully < llzllp+lyll
i=1

(2) Pi in generale vediamo che tutte le norme su R™ sono equivalenti:

sia || - || una norma su R™ e sia | - | la norma euclidea, si ha
T x . x .
||x|:Hx||xH:‘|x| || Vﬂc;«éOemhameS” L={yeR": |y =1}

Per Weierstrass si ha
(miny 1 1)l < JJall < (‘ma]| - []) 2]
Sn 1 Sn 1
Percid Jc € R tale che 1|z| < [|z|| < c|z| Va O

OSS: non & vero su uno spazio vettoriale di dimensione infinita, ad esempio:

1
X=C(1) = [ Iz |Ifll = max]f

Sono norme non equivalenti, infatti || f||1 < ||f|/co ma Pc € R tale che ||f]|o < c||f]|1 Vf-

Def: due spazi di Banach (X, |- |x) e (Y] |y) sono Isomorfi se 3f : X — Y lineare e bigettiva
ed Jc € R tali che

[f(@)ly Sclzlx e |f 7 W)lx <clyly VoeXeVyeY

6 Funzioni continue
Siano XY spazi metrici, f: X — Y & continua in xg € X se

lim f(z,) = f(zo) Vx, — ¢ ovvero se Ve > 03§ > 0 tali che f(Bs(zo)) € B (f(z0))

Tpn—T0

7 Teorema di Welerstrass

Siano X uno spazio metrico compatto e f : X — R continua allora 3 max fed n}}n f.

8 Teorema di Heine-Cantor
Sia X uno spazio metrico compatto allora f : X — R ¢ uniformemente continua, cioe

Ve > 036 > 0 tali che dx(z,y) <d = |f(z) — f(y)| <e

9 Lemma di Baire

Sia X uno spazio metrico completo:

(D sia C,, € X una successione di chiusi a parte interna vuota (Cn = (D) = |JC,, ha parte
n

interna vuota, in particolare | C), # X;
n

() siano U, C X aperti densi, cioe U,=X,— U, ¢ densa.
n



Vale () <= (2) passando al complementare.

Dimostrazione: vediamo (2) e mostriamo intanto che (U, # 0:
n

Jzy € Uy = Iy tale che B, (z1) C Uy

dzo € Brl ([L’l) NU; C Uy NUy = dry tale che BT-Q(J:Q) - Brl (131) NUy CULNUy

k
Irg, x tale che B, (xy) C ﬂ U,
j=1

Posso supporre 1, < 2% = Vk <n<mzp Ty € By () = d(xn,zm) < = x5, ¢ di

Cauchy =z, — T € (U, = U, # 0.

L
2k

Supponiamo adesso che (U, non sia densa, cio¢ (U, & X = 3B,(z) € X \ (U,.

Se guardassi lo spazio metrico completo X’ = X N B,(x) e U}, = U, N B,(x) aperti densi in X’,
avrei U}, = (NUn) N B,y(x) =0 ° per quanto gia detto. O

n n
Cory: R\ Q € F,, cioe AC,, successione di chiusi di R tale che Uc,=R\Q.
Se esistesse avremmo C,, = ) Vn e R = (U C’n> u ( U {q}) che contraddice il Lemma di Baire.

q€Q
Cory: X spazio vettoriale di dimensione numerabile cio¢ 3{v,}nen base di X e || - || norma su

X = (X, ]|||) non & completo. Infatti X,, = (v1,...,v,) < X &un chiuso con X,, =0eJX,, = X.

Se X fosse completo avrei una contraddizione col Lemma di Baire.

Esempio:

<C([a, NIE Hoo) ¢ uno spazio di Banach ma C/([a,b]) come spazio vettoriale ha dimensione pilt

che numerabile.
088: f.f € C(la.b]). fu — f <= Ilfs = flloo = max | (a) = f@)] — 0 si dice che f,
rE€|a,

Converge uniformemente a f, cio¢ Ve In. tale che |f,(z) — f(x)| < & Vn > n. e Vz € [a,b]
fn — f uniformemente = (non vale <=) f,(z) — f(z) Vz (Convergenza puntuale).

10 Funzioni f: R" — R

10.1 Funzioni continue
f & Continua in 2y < lim f(z,) = f(x0) Yz, — 0.
Tn—>T0

OSS: se f & continua e v : [0,1] — R™ & una curva (continua) = f o~ :[0,1] — R & continua.
In particolare, & continua la restrizione di f a tutte le rette g(t) = f(zo + vt) cont € R e v # 0.
OSS: 3f non continua in 2o ma tale che g(t) = f(xg 4 vt) & continua in ¢ = 0 Vo # 0, ad esempio:

0 y#a?
f:R* —=R f(z,y) =40 y=2=0
1 y=22#0

Prop: f @ continua in g <= fo~v:[0,1] = R & continua in ¢ = 0 V~ : [0, 1] — R™ curva tale che
~(0) = xo.

Esempio

Determinare per quali valori di a € R sia continua la funzione

Yy
fiR? R f<x7y>:{5w2+yz>a 0

4



Dobbiamo calcolare
Ty

lim @ ——2 =
(2,y)—(0,0) (22 + y?)™

Vediamo la restrizione a y(t) = (¢,0)

t-0

fO’Y(t):m

=0 ¢ continua e lim fo~y(¢t) =0
t—0

Con 7(t,t) si ha

t? —ay2—2a :
for(t) = grme =277 = lim for(t) =0 =2 -20> 0 <= [a <1]

Quindi f e continua <= a < 1.

11 Calcolo differenziale

11.1 Derivata parziale

Sia f: A— R, con A C R" aperto, g € A, i € {1,...,n}, se

10 t II (20)

Jlim flwo +tei) = flxo) _ {fx (o)

si dice Derivata parziale i-esima di f in zg.

11.2 Gradiente

Se Elg—mfi(xo) Vi, il vettore V f(xo) = (%(xo), e %(xo)) € R" si dice Gradiente di f in zy.

11.3 Derivata direzionale
v e R™\ {0} se

10 t %(xo)

iy (0t vt) = flao) _ {va(xo)
si dice Derivata di f in direzione v.

11.4 Principio di Fermat

zo € A ¢ un punto di massimo/minimo locale per f = V f(zo) =0 (se IV f(xo))
Dimostrazione: definisco g;(t) = f(z¢ + te;) = ¢;(t) ha un massimo/minimo locale in ¢ = 0

f ({,C()) = 0

= gi(t) = 5

OSS: con la stessa Dim. si ha %(mo) =0 [definendo g, (t) = f(zo + vt)].

11.5 Differenziabilita

f e Differenziabile in zy € A se Jv € R" tale che

f(x) = f(zo) +v(z — x0) + 0|z — z0])

in tal caso v si dice Differenziale di f in xzg.

OSS: se f e differenziabile in xg = IV f(z9) =v

Infatti, prendendo © = zg + te;, si ha f(z, + te;) = f(xo) + tv; + o(t) = v; = %(%)
OSS: f differenziabile in zg = f continua in xzg:

lim f(z) = iiglof(fco) +v(z — x0) + 0|z — m0]) = f(0)

Tr—rT0o



OSS: Tesistenza di V f(z() non garantisce la continuita di f e quindi neppure la differenziabilita,
ad esempio:

flz,y) = {Iﬁ!yQ (z,9) (0’0; si ha Vf(0,0) = (0,0) ma f non & continua.

LN

0 (z,y) = (0,0

Morale: non e sempre facile capire se f e differenziabile in zy ma, se lo &, allora il differenziale &
uguale al gradiente e quindi “facile” da calcolare.
of

OSS: esistono funzioni con 3 (0) = 0 Vv ma non continue in 0.

12 Teorema del differenziale totale

Sia f: A — R, con A C R"™ aperto, xg € A, e supponiamo IV f(x) € B,(x¢) continuo in xg, cioe

Vi zl;ngo gi (x) = g—xfi(o:o) = f e differenziabile in x.

Dimostrazione: dobbiamo vedere che f(z) — f(zo) — V f(z0)(z — z0) = o(|z — z|) cioe

f(x) = f(x0) = Vf(zo)(x — 20)

lim =0
T—TQ |{L‘ — xol
Facciamo la Dim. in R? con 2o — (z0,y0) € © — (x,y) e scriviamo
Lagrange O 5 of (x s
Fle) — Fo) + Faoy) - flaon) 2 TEW (o gy Ol00m), )
ox dy
of of of of
‘(ax (& y) — %(%73/0))(50 —xg) + (a*y(zo,ﬁ) - @(zo,yo))(y — %) *
lim <
()= (z0,0) V(@ —20)2 + (y — y0)?
*
z 1 hé |z—x0] <1 ly—yo| <
(— vale pereh e o = L Voot =
* . of of of of
< 1 a \S — a_ ) . ) - ) =0
g i % e - S o] +| S oo~ L o)
Per la continuita di Vf in z. O

13 Funzioni differenziabili

Sia f(z) = f(z0)+V f(z0)(x—z0)+o(lz—0|), f ¢ Differenziabile —> %(xo) =Vf(zo)v Yv|

Non ¢ vero se f non ¢ differenziabile.

In particolare, ‘gjffgz;‘ realizza il massimo di % tra i vettori |v| = 1, cioé V f(zp) individua la

Direzione di massima pendenza di f.
Sia f: AC R" — R™, f ¢ Differenziabile in z se f(z) = f(z0) + L(z — z0) + o(|z — x|) dove
L:R" — R™ ¢ lineare, cioe matrice n x m, L = Df(zo), f = (f1,..., fn), Df(z0)i; = gi? e

Vi
Df(xo) = : Matrice Jacobiana

Vin

Si ha quindi | f(z) = f(2o) + Df(20)(x — o) + o]z — zo|) |
OSS: f differenziabile <= le f; sono differenziabili Vi. Lo stesso vale in spazi di Banach.
Sia f: A C By — Bs, con By, By spazi di Banach:

f & Frechét-differenziabile in xg € A se

f(@) = f(zo) + L(z — x0) + o(|z — zo])



con L : By — By lineare e continua (tra spazi di Banach esistono funzioni lineari non continue),
L = Df(xg) differenziale di f in xg.
f & Gateaux-differenziabile se 3L lineare e continua tale che

f(zo +vt) = f(xo) + Lf(vt) + o(t)

f Frechét-differenziabile — f Gateaux-differenziabile, ma non vale il viceversa.

14 Funzioni composte

Siano f: ACR® = R™eg: BCR™ - R* f(A)C B, gof:A— Rk
Se f ¢ differenziabile in z( e g & differenziabile in f(xg) = g o f & Differenziabile in z( e
Dgo f(xo) = Dg(f(x0)) - D f(x0)
Infatti f(z) — f(x0) = Df(z0)(z — x0) + o(x —z0) (= f(2) = f(z0) = Oz — 20))
9(f(@)) = g(f(z0)) + Dg(f(2)) (f(z) = f(z0)) + o(f(x) = f(z0)) =
= g(f(2)) — g(f(x0)) = Dg(f(x))Df(xo)(x — o) + o(x — o)

Esempio

Siano v : [a,b] — R™, 4(t) = (71(t),...,72(t)) curva continua e differenziabile, e f : R — R
differenziabile = la restrizione di f al supporto di v, fo~(t) = f('y(t)), e derivabile e si ha

df ((t))

T ) =3 o

- ox;
i=1 v

(v(®) -7i(®)

15 Principio di Fermat

f:ACR"” — R differenziabile in zg, zg € A & punto di massimo/minimo locale = V f(z) = 0.
Dimostrazione: fissato v # 0, f,(t) = f(xo + vt) ha un massimo/minimo locale in t = 0 =

~dfy,(0)
o dt

=0 =Vf(xg) - v=Vf(x9)=0 O

16 Funzioni omogenee

La funzione f : R® — R ¢ a-omogenea se f(tz) = t* f(z) V¢t > 0, ad esempio:
f(z) =||=|], || - || norma in R™ = f & 1-omogenea.
Teorema: una funzione f differenziabile ¢ a-omogenea <= Vf(z) -z = af(x).

Dimostrazione: consideriamo F(t) = £ gtf), t > 0, F ¢ derivabile:

d <f§1;x)) _ (Vf(tx)ta:)t:;(: at* ! f(tx) _ ta1+1 (Vf(tz)te — af(tz)) =0Vt > 0 <

F'(t) = s

<= F(t) = costante, cio¢ <= f(tx) =t“f(x) O

17 Derivate successive

Sia f:R" > Re Vf:R" - R" allora V(Vf) = V2f = Hf : R" = My

17.1 Hessiano (o Matrice Hessiana) di f

Jé) 9?2 .
Hy(z)ij = % (ai)(xo) = 78%8’;] (7o) e, in generale,

0 ) 87f(9??0) = L(ﬂio)

ke o _ ) =
v f““.lk axik axil 8‘CI’.il Tt axik

OSS: non sempre derivate parziali diverse commutano tra loro.



18 Teorema di Lagrange

Siano f: U — R con U C R" aperto, z,y € U, [z,y] CU, [z,y] = {)\m—i— (I-XNy:Xe [0,1]}, se
f & differenziabile in U = 3z € [z, y] tale che f(y) — f(x) = Vf(2) - (y — ).
Dimostrazione: chiamo g(t) = f(z + t(y — z)) con t € [0,1], g & derivabile:

g(1) = g(0) = f(y) — f(w) " g/(tg) = V. (x + toly —x)) - (y — x) O

OSS: sia f : U = R™ f = (f1,..., fm), allora f(y) — f(z) = (...Vfi(2:)(y — x)...). In generale gli
z; sono diversi tra loro e NON si puo scrivere f(y) — f(z) = Df(2)(y — z).
0SS: sia v(t) : [a,b] — R™ una curva C*

I |_‘/ dt‘ /!v lat < (max b)) 0~ o

Def: E C R", E # (), ¢ Connesso se #1A;, Ay aperti, con A; N Ay = (), tali che E C A, U A,
ENA #0NEN Ay #0.

In particolare E € aperto e connesso <=> non ¢ unione di due aperti disgiunti, non vuoti.

Def: E ¢ Connesso per archise Vz,y € E 3y : [a,b] — E curva continua con y(a) = z e y(b) = y.
Prop:

e [ connesso per archi = E connesso, ma non vale il viceversa;

e F aperto e connesso per archi <= E connesso e gli archi si possono prendere C'*° o lineari
a tratti.

Prop: sia f : U — R differenziabile, con U C R"™ aperto connesso, tale che Vf(z) =0Vz € U =
f & costante.

Dimostrazione (tipo 1): sia g € U e siano A = {x : f(x) = f(x0)} B={z: f(z =# f(x0)}:

B ¢ aperto perché f ¢ continua, A € aperto infatti per x € A Ir > 0 tale che B,.(z) € U, y € B,(x),
g(0) "B fo 4ty —2), g'(1) = 0 = g(0) = f(@) = g(1) = [(y) = By(x) € A, U connesso
= B = () = f & costante.

(tipo 2): U connesso per archi, Vaz,y € U Fy(t) curva C! tale che v(0) = z e v(1) = y, sia
g(t) = f(v(1)) = ¢'(t) = VF(7(t)) -+ = 0= g & costante = f(z) = g(0) = g(1) = f(y). O
19 Teorema di Schwarz

Sia f : U — R differenziabile, zo € U, se % e 8525; esistono in U e sono continue in g —

sono uguali in xg.
Dimostrazione: siano h, k € R piccoli e 8,60" € (0,1), si ha il seguente incremento

F(wo+hei+ke;)— fzo+hes) — f(xo+ke;)+ f (o) 52" hf,. (w0+60he;+ke;) —hfy, (wo+0he;) =

2 f
6':rj6xl

Lagrange

hk

0% f
Ohe; + 0'ke;) “OMENR b h2 + k>
(zo + Ohe; + 0'ke;) 9,07, (o) + o(h” + k)
E, analogamente,
. Conti:nuita hk 82f

2, 12
0, (xo) + o(h* + k°)

0% f
O0x;0x;

€ fy(ey)e oty CON O permu-

. . . D*f
percio, unendo i risultati, —- (z0) =
(93%6563
OSS: funziona anche per derivate di ordine piu alto: se 3 fml_“
tazione, e sono continue in xg = coincidono in xg.

(zo) U

Iik:

2

OSS: con la stessa Dim. si vede che se f e diff. due volte in zo = 89‘? afz (x0) = af 8’; (o) Vi, J.
; ;



20 Formula di Taylor
Sia f : U — R, se f € C*~1(U) e differenziabile k volte in 7o € U C R" =
f(z) = Tu(z, 20, f) + o(|z — 20|") (con Resto di Peano)

k
1 . .
dove Ty (z,xg, f) = E _f'D(’)f(xo)[x — xp]" (— tensore n X ... X n i volte)
il
i=1

D(Z)f(x)[v]l = Z fwjl...mji (l‘o) I PRERCA
(J1---34)

Dimostrazione: sia g(t) = f(mo +t(x — xo)) e applichiamo Taylor 1 dimensionale a g in t = 0. [

Oppure
Sia f: U — R, se f € C*(U) e differenziabile k + 1 volte in ¢/ intorno di zp € U C R" =

1
(k+1)!

f(@) =Tk(z,z0, f) + D(k+1)f(x0 +t(z — 20)) - [z — zo]**! (con Resto di Lagrange)

Dove t € (0,1) dipende da zg e da z.
OSS: quanto detto vale anche per f : U — R, salvo che nel resto di Lagrange ho ¢; € (0,1)
diverse tra loro.

21 Massimi e minimi locali
Sia f: U — R, con U C R™ aperto, se f e differenziabile 2 volte in xg € U, si ha
f(@) = To(z, 20, f) + o]z — x0\2) dove
Ty(x) = f(x0) + Vf(x0)(z — x0) + (z — 20) V2 f(20) (& — x0)"

Prop: f differenziabile 2 volte in zg e zg & punto critico per f, cioe V f(zo) =0 =

D V2f(z0) < 0 = x¢ massimo locale stretto;

2) V2f(x9) > 0 = x¢ minimo locale stretto;

B z0 massimo locale = V? f(z0) < 0;

@ z0 minimo locale = V2 f(z,) > 0.

Dimostrazione (Prop(D): V?f(xz) < 0, cioe vV2fol < —§v|?, 6 > 0,

f(x) = f(xo) + (z — xo)sz(a: - JUO)T + 0(|13 - 3?0\2) < f(wo) = dlz — $0|2 + 0(|$ - $0|2) <

6 *
< flxo) — §|a: —x0|® < f(x0) *se |z — x0| & abbastanza piccolo

e se & # xg = xg € un massimo locale stretto;

(Prop®): analogo o (Prop(D);

(Prop®): o & un massimo locale (V2f(vt) = Avt) per assurdo se VZf > 0 <= 3\ > 0
autovalore ed Jv autovettore, v # 0, f(wg +vt) = f(xo) + A\t?|v|> + o(t?) > f(xo) per t # 0 piccolo
— x( non ¢ un massimo locale *;

(Prop®): analogo a (Prop(3)). O
Un punto critico che non ¢ né massimo né minimo locale si dice Punto di sella.

Cor: se V2f(xg) non ¢ definito positivo né negativo = x¢ ¢ di sella.

0SS: V2f(z¢) > 0se vV2fvl > 0Vv e V2f(z0) > 0 se vV2fvl > 0 Vo # 0 (analogo per < e <).
Se V2f(xg) > 0 =35 > 0 tale che vV?fvT > §|v|> (analogamente per <) dove

0= ‘nTin vV2 fol che 3 per Weierstrass.
v|=1



Se V2f(xg) ¢ simmetrica (sempre vero se f ¢ differenziabile 2 volte) si ha

V2f(xo) > 0 <= )\; > 0 V), autovalore di V?f(z)

Criterio di Sylvester
—

(analogamente per <).
OSS: nel caso di dimensione n = 2

f’yw (xO) fyy(x())

Criterio di Sylvester
—

det(M;) > 0, VM; minore principale

v2f(x0) _ (fmw(mo) fwy($0)> >0 e {f;pw<$0) >0

Fra(@0) fyy(0) — (fay(a0))® >0

Def: f:U — R, con U C R aperto, differenziabile 2 volte si dice Armonica in U se

Af(x) =tx(Vf(2)) =D fom(x) =0Vz €U
i=1

dove Af(x) si chiama Laplaciano di f.

Prop (Principio del massimo): sia U aperto limitato di R™, f: U — R, f € CO(U)NC?*(U) e
Af =0in U = f assume massimo e minimo su §U, ad esempio

U = B1(0) e f(z,y) = ax + by + ¢ armonica.

Dimostrazione: vediamo che f ammette massimo su 6U.
Per assurdo Jzp € U tale che max f = f(xg) > rrt%xf —> de > 0 abbastanza piccolo tale che
U

f(xo) > max [f(x) +elz —xo|*]. Sia g(z) = f(x) +elz — x> = g(xo) = f(xo) > max g ==

Jx; € U massimo di g = Vg(z;1) =0 e VZg(z1) <0

0> V2g(x0) = V2f(x0) + 2e1d == 0 > Ag(xo) = 6 (x0) + 2en % O

22 Norma di applicazioni lineari

Siano L : E — F lineare e continua, con E ed F Banach, ¢ ||L|| = sup ||L(z)||r Norma allora

llzlle<1

L(E,F) ={L: E — F lineare e continua, || - ||} ¢ Banach.

Ad esempio: A € My, 1, A: R™ — R" lineare e ||A]| = ‘m‘ix |Ax|.
z|<1

O8S: ||L(z)llF < [IL]] - llz]|p V2 € E.
OSS: anche ||A|| = (Za?j) * & una norma in M, ..
,J

wn

0SS: f: R — R € C, f'(zg) # 0 = f ¢ localmente invertibile in (x¢ — €, 2 + €) mentre se

f'(zo) = 0 potrebbe non essere invertibile.

23 Teorema di invertibilita locale

Sia f: QCR" = R", f € C', g € Qe Df(x) invertibile (cioe det (D f(z¢)) # 0) = 3U intorno
aperto e xg € U tale che f|y : U — V & un diffeomorfismo, cio¢ & bigettivae g = f~1:V = U &

C! inoltre Dg(y) = Df(x)~! per y = f(x).

Dimostrazione: si usa il Lemma delle Contrazioni: sia A = D f(x¢)~!.
Fissiamo B,(zo) e By (f(:vo)) con p,r > 0 che sceglieremo piccoli e supponiamo B,(zg) € Qe Df
¢ invertibile in B, (). Fissiamo y € B, (f(z¢)), cerchiamo x € B,(xo) tale che y = f().

Definiamo T': B,(zo) — R, |T(z) =z + A(y — f(z))

,T€CleT(z)=2<+=y= f(x). Dico

che T' & una contrazione per p, r piccoli. Scriviamo ||[DT'(z)|| = ||Id — ADf(z)|| < % per p piccolo.
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Dato che D f & continua e per =z, DT () = 0 (ricordiamo A = D f(zo)™ ).
In particolare T|m ¢ 1-lipschitziana. Verifichiamo che T : B,(z0) — B,(z0):

T (x)—xo| < |T(x)~T (20)|+|T(z0)—z0| < |a: xo|+‘A y—f(zo) ’< SH||Allr < pser < 2HA||

= T & una contrazione su B,(ro) = Jlz € B,(z¢) tale che x = T(z), cio¢ tale che y = ( )
definisco g(y) = z. Sia V = B,(f(z0)) \ f(0B, (:co)) intorno di f(zg) e sia U = ¢g(V) C B,(x
intorno di . Osserviamo che g(f(z)) = z Vo € B,(z).

Vediamo che g & continuainy € V, yo = f(z0), sia y, — y e siano =, = g(yn) e x = ¢g(y), vogliamo
vedere che z,, — x:

e
0)

abbiamo che |z —xn% > |T(@) = T(xn)| = |20 + Ay — yn) — | > |z — 0| — [Aly —yn)| >

>z —xzp| — Al ly — yn] = |2 — za| < 2||4]] - |y — yn| = g‘v ¢ 2||A||-lip. (quindi continua)

Verifichiamo che Dg(y) = Df(x)~! con z = g(y). Sia y, — vy e 2, = g(yn) e calcoliamo

9(n) —9(W) = Df(@) yn—y)  za—x—Df(@) (flza) — fl2)

yn — [Yyn — Yl
Tp — T — Df(g;)—l(Df(a:)(mn —z) + o(|an — :c|)) en —a]

[T — x| [Yn — yl

:Df(a:)_l(o“xn_x)) Jan — 2] 0= Dyg(y) = Df(x)"" O

|zn — | lyn — y| n—too

OSS: questo ¢ solo un teorema locale, anche se D f(x) ¢ invertibile V& € Q non ¢ detto che f sia
globalmente invertibile.

Esempio

f:C — C\ {0}, f(2) = e* esponenziale complesso.
f:R? = R?\{0,0}, f(z,y) = (e* cosy, e®siny), f non & iniettiva = non ¢ globalmente invertibile

e®cosy —e¥siny

ma det (Df(l',y)) = et Siny e® COos Yy

=€’ >0V(z,y)

OSS: la stessa dimostrazione funziona per f : E — F Banach, Frechét-differenziabile, con D f(z)
invertibile con inversa continua.
0SS: nel Teorema di invertibilita locale se f € C*, k> 1= f~! € C*.

24 Sottovarieta differenziabili

M C R"™ & una Sottovarieta di dim m < n e di classe C’k, k>1,seVr € M 3U intorno di z in
R" ed 3 un diffeomorfismo ¢ € C* ¢ : B,.(0) — U, B,(0) C R", tale che

o((R™ x {0}) N B,(0)) =M N U

Esempi

FiQ5R QCRYe feCF T, = {(x,f(x)) eR"! g e Q} C R & una (n — 1)-sottovariet

di classe C* con p(z,y) = (z,y + f(z)) e Imm(p)(Q x {0}) =
{z e R": |z| =7} =6B,(0) ¢ una (n — 1)-sottovarieta di classe C*°.
Def: le (n — 1)-sottovarieta si chiamano Ipersuperfici.
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25 Teorema delle funzioni implicite

Siano Q C R™ x R™, f € C*(R™), f = (f1, -, fn), (x0,%0) € Q, con g € R e yp € R™ e la
matrice m x m (Dy f);; = (gi;) i, €{1,...,n}, se Dy f(xo,y0) € invertibile = 3U intorno di z
e g € C*(U;R") tale che

f(z,9(x) = f(zo,y0) Vo €U L
cioé posso rappresentare linsieme di livello di {(z,y) : f(z,y) = f(z0,¥0)}, in un intorno di

(%0, o), come grafico di g: | f(x,y) = f(wo,y0) <=y = g(x) |

Inoltre derivando (#) si ha | Dg(z) = —(Dyf(x,y))_lef(ﬂc,y) , infatti

funzione composta D, f invertibile
= —t

le(a:,g(x)) = Dy f(z0,y0) D.f+ DyfDg Dg = _(Dyf)_lDl‘f

Dimostrazione: segue dal Teorema di inv. locale applicato a f(x,y) = (z, f(z,y)) f:Q— Rtm

Df(x.y) = ( Djjf D(; 7 ) — D (w0, y0) invertibile " B 0k 5 (0 4) = (2, (2, y))

§:9=R" GeC* (v f(r.d@y)) = f(r.3y) = (@.9) = f(2.5@) =y

Poniamo g(z) = (=, f(zo,y0)) ed abbiamo | f(z,g(x)) = f(z0,y0) | O
0SS: feCk f:Q—R" QCRY™,

L’insieme di livello {(z,y) : f(z,y) = ¢} = L. pud essere scritto come grafico di una funzione C*
in un intorno di tutti i punti (z,y) € L. tale che rank (D f(z,y)) = m.

Tali punti si chiamano Punti regolari di {f = ¢}, ad esempio:

fiR? =R fz,y) =2 —y*, n=m=1, Vf(z,y) = (22,-2y) # 0 < (z,y) # (0,0) percid
tutti i punti sono regolari tranne (0, 0).

26 Spazio tangente

Sia M C R”™ una k-varieta differenziabile [cioé dato o € M U intorno e ¢ : B.(0) — U

diffeomorfismo tale che p(0) = zo e go((Rk x {0}) N BT(O)) =Mn U}, lo spazio vettoriale
Do(zo) (R* x {0}) = T,, M < R", dim(T,,, M) = k, si dice Spazio tangente a M in .

27 Teorema dei Moltiplicatori di Lagrange

Siano A C R™ aperto, fo € CY(A), f = (f1,..,fm) € CH(AR"), M = {x € A: f(z) =0} e
xo € M punto di massimo o minimo locale per fo == i vettori {V f;(x0)}icqo,...,m} s0n0 linearmente

dipendenti, cioe Z AV fi(xo) =01
fi(zo) =0

0SS: 1l sistema { * si dice Sistema dei Moltiplicatori di Lagrange.
fm (xo) =0

Vfo(zo) =22 AiV fi(wo)
Dimostrazione: supponiamo che zq sia punto di minimo locale per fo, cioe 3B, (zo) tale che
folzo) < fo(z) Vo € BN M.

Dato k € N sia gi(z) = fo(z) + |z — 20|> + k g:lfi(m)Q, g > fo Yk e gr(z0) = fo(zo).

Sia 2 un minimo di gy in B (esiste per Weierstrass).
Osserviamo che gi(xy) ¢ limitata =, a meno di sottosuccessioni xy, — ¥ €Be
e deel
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gk (xk) ¢ € R, voglio mostrare che 2* = z. Infatti
— 00

m

k;fi(xk)z = gr(ar) — |z — xo|* — folxk) PR 2% — 20 — fo(a*)

e, dividendo per k, si ha > f;(zx)? = 0, quindi 2* € M.
i=1 —oo
Dalla definizione di g, si ha

fo(@®) + 2% — zof e folzk) + |k — zo|® < ge(xk) < grl(ar) < gr(wo) = fo(zo) < folz™)

quindi |z* — 2¢|? = 0 cioe [z}, = %o} In particolare, con il Principio di Fermat, si ha
— 00

0 = Var(xx) = Vfolzr) + 2@, — x0) + 2k Y fi(wx)V filay)

, posso scrivere eV filxg) = —2(zk — @ 0.
2kfi(xr) >0 P Eoﬂvk filzy) (zx —20) ——

Mi,k

2
DOYT

Ponendo p; 1 = {

Normalizzo fi; 1, =

2
ed ho, per compattezza, fi; i == pX con Y pX  =1=1im Y @2,.
—00 ; )
Passando al limite:

72 T o I/L m R m
S ) - > ik V fil) PR Z#i*vfi(ﬂio) =0 g

0
ARV DYl i=0 i=0

28 Teoria della misura

Def: Siano X un insieme, £ C #(X) una famiglia di sottoinsiemi di X e f: & — [0, +00]:
e f & o-subadditiva se, dati Ey, ..., E, € £ tali che JE; € £ = f(UE;) <X f(Ey);
e f & o-additiva se, dati Ey, ..., E, € £ disgiunti tali che U E; € £ = f( UEl) =3 f(E).
Def: f: #(X) — [0, +00] o-subadditiva si dice Misura esterna su X.
Def: £ C #(X) & detta o-algebra se:
e ) c&;
e AcE = A°=X\A€¢
o {Ai}iEN €cf —= UAz cfe ﬂA, eé.
Def: Sia £ C Z(X) una o-algebra, m : £ — [0, +o0] o-additiva si dice Misura su X con

o-algebra €. La terna (X, &, m) & detto Spazio di misura.
Prop: Sia m una misura:

e m ¢ subadditiva su &;
e m & monotona, cioe Ey C Ey = m(E;) < m(E3).

Data £ C Z(X) si denota con o A(E) la pin piccola o-algebra che contiene &, si dice anche che
cA(€) ¢ la o-algebra generata da .

cA(€) & ben definita perché l'intersezione di o-algebre & una o-algebra.

Def: Sia X uno spazio metrico (basterebbe che fosse topologico), Z(X), la o-algebra generata
dagli aperti di X (o dalle palle), si chiama o-algebra dei boreliani.

Data una misura m, lo spazio (X, &, m) si dice di Borel se £ D B(X).

Def: Dato (X,&,m), N € & si dice di misura nulla (o trascurabile) se m(N) = 0.

Def: (X,&,m) ¢ Completo se, dato N € £ di misuranullae N C N = N’ € £ (e m(N') =0).
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29 Passare da misura esterna a misura e viceversa:
metodo di Carathéodory

Def: siano m misura esterna e F C X, diciamo che E & misurabile per m se

m(A) =m(ANE)+m(ANE°)VAC X.

Teorema: data m misura esterna, M, = {E misurabili per m} & una o-algebra e m|y;,, € una
misura su X. Inoltre (X, M,,, m) & completo.

Def: dato (X, &, m) spazio di misura, m*(E) = inf{m(F) : F D E,F € £} VE € X ¢ la misura
esterna generata da m e si ha m*|g = m.

OSS: se ho (X,&,m) spazio di misura = (X, M,~, m*) & uno spazio di misura completo che
estende (X,&,m), cioe & C M,,» e m*|g = m. m™* si dice completamento di m.

30 Misura di Lebesgue in R"

Misura esterna: siano R = [][a;,b;] Rettangolo chiuso, m*(R) = [[(b; — a;), e P = U Rj,
i=1 i j=1

. N
R, NR; =0 se i # j, Plurirettangolo, m*(P) = > m*(R;).
j=1

Definiamo m*(E) = inf{m*(P) : P D E plurirettangolo}.

Questa ¢ una misura esterna e .Z = m*|y, . si dice Misura di Lebesgue.

M(R™) = My,~ ¢ la o-algebra degli insiemi misurabili secondo Lebesgue.

OSS: P € M(R") VP plurirettangolo = M(R") O #(R") e .£ ¢ una misura di Borel.

Insieme di Vitali

JE ¢ M(R), in particolare E ¢ #(R) e M(R) # Z(R) detto Insieme di Vitali, tale che:

~ ¢ la relazione di equivalenza su R tale che x ~y <= x —y € Q.

Sia E C [0,1) tale che EN [z] = {y,} Vz € R (un tale insieme esiste per I’ Assioma della scelta).
Osserviamo che:

o = U (E+4q) C[-1,2];
q€QN[—1,1]
e FO[0,1);

e (E+q1)N(E+g2) =0, ciod I'unione ¢ disgiunta.
= se F fosse misurabile = F' sarebbe misurabile, con 1 < Z(F) < 3 ma
L(F)= Y (B)=}%
a€QN[-1,1]

Prop: E misurabile secondo Lebesgue =

@D m(E) =inf{m(A): A D E aperto};

®) m(E) =sup{m(K) : K C FE compatto}.
In particolare, E misurabile <= Ve 3K, C E C A, tale che m(A.) — m(K,) < e.
Dimostrazione (Prop(D): m(E) = inf {m(P) :P=UR; 2 E}, in particolare, Ve 3P, con

J
m(P:) < m(E)+ 3, definisco Ac = J R;e dove R; = ] [ajr, bjx] = Rje = ];[(auC —0;,b5+0;)
J =

dove §; ¢ tale che m(Rjc) = m(R;) + 557 = m(A:) <Y m(R;.) =m(P:) + 5 <m(E) +«.
J

(Prop@): prendiamo E limitato, fissiamo £ > 0 e scegliamo A. O E \ E aperto tale che
m(A:) <m(E\ E) + ¢ (possiamo farlo per (D). Sia

K.=E\A.=E\ A. CE = m(K.) = m(E\ A.) = m(E) — m(EN A.) =

=m(E) —m(A:) + m(A: \ E) > m(E) —m(A:) + m(E\ E) > m(E) —¢
Se E ¢ illimitato considero £ N Bpr, dove R, ¢ tale che m(E N Bg,) > m(E) — E. O

14



31 Definizione “costruttiva” della Misura di Lebesgue

D R= I}[ak,bk], m(R) = [[(bx — ar);

k
N . N
@ P = U,RiﬂRj:(Z)sei#jzm(P):Zm<Rj);
Jj=1 =1

3 A aperto = m(A) = sup{m(P) : P C A},
K compatto = m(K) = inf{m(P) : P D A},

@ m*(E) =inf{m(A) : A D E} misura esterna di Lebesgue,
my(E) = sup{m(K) : K C E} misura interna di Lebesgue.

Def: E misurabile <= m,(E) = m*(E) = m(E).
Prop: le due misure danno la stessa misura.

N
OSS: posto P = |J Rj, potrei definire
j=1

my*(E) =inf{m(P): P D E} e m;,(E) =sup{m(P): P C E}

VE si ha my,(E) < m.(E) <m*(E) <m *(E).

E ¢ misurabile secondo Jordan se m,(E) = m;*(E) e, in particolare, E & misurabile secondo
Lebesgue (ma JE L-misurabile non J-misurabile).

OSS: per costruzione, la misura di Lebesgue & invariante per traslazioni, riflessioni e rotazioni. Se
4 € una misura in R™ finita su un compatto e invariante per traslazioni = p = ¢-.%, ¢ € [0, +00).

32 Integrazione

Def: siano (X, o7, u) e (Y, %, v) spazi di misura,

f: X — Y si dice Misurabile se f~1(B) € & VB € %.

Quando Y = R, R = RU {£co} o R", se non specificato, si prende % = o-algebra dei boreliani,

quindi f: X — R & misurabile se f~1(A) & misurabile V.o C R di Borel.

OSS: basta verificare che f~!(A) & misurabile V.7 aperto o che f~*((a, +00)) & misurabile Va € R.

Def: f:R" — R ¢ L-misurabile se f~!(A) & L-misurabile V.o C R aperto.

Def: f:R"™ — R si dice Boreliana se f~1(A) & di Borel V.« aperto.

In particolare f Boreliana = f & L-misurabile.

OSS: 3f misurabile non boreliana, N di misura nulla non di Borel (N C C, C insieme di Cantor),
1 z€eN 101

ﬂm—xmm—{0x¢N S (i o0) = N,

0SS: 3f : R — R continua e £ C R misurabile non Borel tale che f~!(F) non & misurabile.

Teorema: sia (X, .o/, ) spazio di misura, le funzioni misurabili M = {f : R® — R misurabile}

verificano le seguenti proprieta:

O figeM= frtgeMelfe MVIeR,
O f,ge/\/l:>f-g€/\/l,inoltregeMseg;éO;

O {fultnen, fn € M;Vn =>sup f, € M, inf f,, € M, limsup f,, € M e liminf f,, € M.
n n n n
In particolare, se lim f,,(z) = f(z) Ve e R = f € M.

Dimostrazione: () se f,g € M = f + g € M, basta osservare che (f + g)~*((c, +o0)) =

{z|f(x) +g(x) >c} € FVeceR. Percido {f+g>c}= U {f>g}N{g>c—q} € F;
q9€Q

1(R) c<0

(> VAU <—va) ez0"7

(@)sefQGM:>{f2>c}:{

fogZWGM;
geEM, g#0={; >c}={9< ¢} € A Vc#£0;
(©®) fo € M= {inf f,, <c} =U{fu <c} € o/ Ve
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((inf f)(@) < ¢ <= 3f, tale che f,(z) < c).
0SS: il risultato si estende a f : X — R = R U {£o0}.

32.1 Integrale
N

S: X — [0,400) ¢ semplice se S = Y ¢;Xa,,dovec; e R>0, A4, € A, A,NA; =0sei+#j,
i=1

N

/ Sdu Def. Z ci(4;) € [0, 400
X

i=1
Quindi possiamo definire I'integrale, f : X — [0, +0c0) misurabile,

/ fdu Def: sup/ Sdu € [0, 400], S semplice.
X S<fJXx

0OSS: f = 0 quasi ovunque, cioe u({f > 0}) =0« fm f=0.
1 zeF
0 z¢FE

Dato E C X, EE%fEfDéf' Jx - XEg, dove Xp(x) :{

Teorema: f,g € M, f,g: X — [0, +00):
o Additivita: [ f+9= [y [+ [x9;
e Prodotto per scalare: [, cf =c [, f Ve >0;

o Additivitarisp. al dominio: E,F € o/, ENF =0 = [ f= [, [(Xg+XF)= [, f+[ ]
BEUF

e Monotonia: f <g= [, f < [y

33 Teorema di convergenza monotona (o di Beppo Levi)
Sia fn : X — [0,400), fn < fay1, f=sup fr : X — [0,400] = [ f=1lim [ fr =sup [y fn.
n n n
0SS: se [ f Def | o — w({f = +oo}) > 0.
Dimostrazione: f > f, ¥n R [x [ = sup [ fn, dobbiamo vedere che sup [y fn > [ f =
sup [ 8, per questo ¢ sufficiente mostrare che sup / vfn = / 8 Vs < f semplice. Prendiamo
s<f n
N N
quindi s = > ¢;X4,, con A; misurabili disgiunti. Poniamo Ag = X \ U 4:, {40, A41,...,An}
i=1 =1
N N N N
partizione di X. Abbiamo che [y fr = 3 [, fu = 20 [, fe [ys =2 [4 5= 2 cin(A).
i=0 " i=1 " i=1 " i

=1

Basta mostrare sup fA’_ fn = cu(A;) Vi _6 {1,..., N}, per questo & anche sufficiente mostrare
che sup [, fn > (c;i —e)u(A;)Vi € {1,..,N} Ve > 0. Se ora fissiamo i ed ¢, osserviamo che
A= U{(E € Az‘fn > Cifs}a F, = {x € Az|fn > 61'75}7 sup fn(m) = f($) > S(x) > (Cifg) Vz € Aj,

Sup [y fo > sup [ fu > sup{(c; — e)pu(Fu)} = (ci — £)u(As) 0

34 Integrale a funzioni non positive

f: X — R, osserviamo che f € M = f* f~: X — [0, +00] sono misurabili se

/Xf+<+oo\//xf7<+oo

Def: data f: X — R, f € M, f si dice Integrabile se [, |f| = [ fT + [ f~ < +o0 esiha

oL en
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Teorema: f,g integrabili —>
e f =+ g integrabile;
e cf integrabile Vc € R;
o [wpf=Jsf+ gfseABeo/, ANB=0.

In particolare, 'insieme £ (X, u) = {f : X — R integrabile} & uno spazio vettoriale su R.
OSS: se f =0 quasi ovunque, cioé pu(f #0) =0,= [ ¢f =0Vc € R e anche

Jx f+9= [y g Vg integrabile.

In particolare, possiamo definire una relazione di equivalenza su £ (X, pu): f~g<= f—g=10
quasi ovunque e L'(X,pu) = £'(X.n)/~ & uno spazio vettoriale su cui ¢ ben definito I'integrale
fxf :LNX, ) — R.

Lemma di Fatou: f,, > 0 misurabili = lim inf [ fn > [y lim inf f,.

Dimostrazione: hm inf f, = bup gn dove g, = 1nf f& gn+1 > gn Vn. fr > gn Yk >n= [} fi >

fX gn Vk>n = mf fX fr > fx Ins prendlamo 11 sup e otteniamo

Convergenza monotona f
- X

liminf [ f, > sup fX Gn sup gn = [ liminf f,, O

35 Teorema di convergenza dominata (o di Lebesgue)
fn : X — R misurabile, f,(z) — f(z) per quasi ogni z € X (cioe Y C X, u(X \Y) =0 tale
che fo(z) — f(x)Vz €Y), |fn| < g, dove g : X — [0, +00) & integrabile, = lim [ |f,, — f| =0
(cioe fp, — f in L'). In particolare, lim [ f, = [y f
Dimostrazione: |f, — f| < |ful + |f] < 2¢g:
Fatou

29— |fo = fl 2 0= [ 29 = [ liminf (29 — [fu — f]) < lminf ([ 29— |fa—f]) =
= [y 29 —limsup [y |fn — f| = limsup [ |fn — f] SO:>li7anfX|fn—f| = 0.

n n
Siha anche | [y fo = [ f] = | [x fo = f| < [x 1o = 1=l [ fo =[x f O
Prop: ||fl|z1 = [ |f] ¢ una norma su L'(X, ) (segue subito da |c- f(z)| = |c| - | f(z)| e dalla
disuguaglianza triangolare |f(xz) + g(z)| < |f(2)] + |g(z)]).
Prop: (L*(X, u),||-[|z1) ¢ uno spazio di Banach.
Dimostrazione: una volta verificato che L' (X, i) & uno spazio vettoriale normato, dobbiamo veri-

ficare che & completo, cioe che Vf,, € L' succ. di Cauchy in L' 3f € L' tale che f, — f in L.
Vk € N sia ny, € N tale che ||f; — f5]| < 35 Vi, j > ng.

Sia g(z) = Y 2%|fn, (2) = fa,., ()| > 0 misurabile.
k=1

g ¢ integrabile: fxf = HgH = fx kZ 2k|fnk - fnk+1| =2k kz ank - fnk+1|| Z Lk =
=1 =1 k=1

in particolare, Yz € X g(z) < +oo.
Preso o € X tale che g(z) < +o0 si ha |f, (2) = fa,, (2)] < 21k g( ) < 400

-1
Vi>1l>k: |fo(2) = fn;(@)] Sﬂ; |fri (@) = fria (@)] < g(2) E 7 < gl )Z 3 = =ry(z) =
fn,(x) &di Cauchy in R = f,,, (x) F f(x), integrando, ank fll < Qk T HgH Cioe fn, — f

in L', ma allora anche f,, — f in L.

Infatti Ve In. tale che ||f; — f;|| <eVi,j > n. ed 3k, tale che ||f,, — f|| <e V> k..

In particolare, se j = n; ottengo ||fi — fI| < ||fi — fu |l + | fns — fll < 26 Vi > max(n.,ng, ). O
Ragionando come sopra e osservando che f,, — f in L' = f,, & di Cauchy, ottengo il seguente
Cor: f, — fin L' = 3ny, tale che f,, (z) — f(z) Yz ed 3g € L', g > 0 tale che |f,, | < g.
OSS: e una specie di viceversa del Teorema di convergenza dominata.

Non & vero che f,, — f in L' = f, — f ovunque.
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36 Operatori di composizione

Sia (X, #, 1) uno spazio di misura, | T'(u) = f(z,u(x)) | dove f: X x R — R ¢ tale che:

e f(-,t) misurabile Vt € R;
e f(z,-) continua Vz e X:
e 3h: X — [0,+00), [y h < +o0,IC >0 tale che |f(x,t)| < h(z) + C|t].

Prop: T : L'(z) — L'(z) con continuita.
Dimostrazione: (I) vediamo che f(z,u) & misurabile:

-EBEed, u=c-Xg f(r,u) = Xx\gf(x,0) + Xgf(z, c) misurabile;

i

- u = s semplice s = Y ¢; X 4, posso supporre A; partizione (finita) di X, f =" f(z,¢;)Xa
i
misurabile;

- w misurabile, u > 0 u = sup Sy, S, semplici, = f(x,u) = lim f(z, S,) misurabile;

@ ue L' = f(z,u) € L'(x), |f(2z,u)] < h(z)+ Clul, [ [f(z,uw)] < [y h+c [y |u] < +oo;

@ wu = f(z,u) & continua in L!(z).

Sia u, — u in L' = 3n;, tale che u,, (z) — u(z) Vz € X e

un, (#)] < g(z) € L' = f(z,un, () — f(z,u()) Vz e

7t () < () Clun, | < h) + Cglr) € L™ 25 1, (1)) — (o)
Potendo applicare I'argomento a ogni sottosuccessione di u,, ottengo f(z,u,) — f(z,u) in L'(z),

n
cioe T' ¢ continuo.

37 Spazi prodotto e misure prodotto

Ricordiamo che, dato (X, <7, p)

(1) p & finita se p(z) < +oo;

(o)
(2) peo-finitase X = |J Ai, Ai € &, p(A;) < o0 (ad es: la misura di Lebesgue in R"™);
i=1

1=

(3) EC X ¢ o-finito se £ C |J A;, u(A;) < +oo.
i=1
Siano (X, o/, u) e (Y, %A,v) due spazi di misura, X X Y prodotto cartesiano, & ® ¥ = o-algebra
generata dai rettangoli EX F, E € o/, ' € #, u X v, misura prodotto, ¢ una misura su &/ @ %
tale che u x V(E x F) = u(E) - v(F).
OSS: in generale puo non essere unica.

Costruzione: G = G E;, x F;, (E; xF)N(E; x Fj) =0sei#j.
i=1

Def: - pxv(G) =3 pxv(E; x Fy) =3 u(E;)v(F);

(X ) (A) = inf{u x v(G): AC G =UE, x F).

7
Questa ¢ una misura esterna tale che la o-algebra M dei misurabili contiene o7 @ £ (in generale
MDA RAB). (ux V)| wee ¢ una Misura prodotto.
OSS: in generale p x v non & completa mentre (1 X )*| o 1o € ed ¢ il completamento di pu X v.
Prop: se (X, o, u) e (YA, v) sono o-finiti = p x v & unica.
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38 Sezioni

e FCX XY,
ze€X, E,={yeY:(z,y) e E} CY,
yeY, EVY={re X :(z,y) € E} CX;

e f: X XY — R misurabile,

fo Y — R, fuly) = f(z,9),

fre X — R, fU(x) = f(z,y).
Prop: Fe & @ B=— FE, € BVzx e KY € &/ Vy; f mis. = f, misurabile Vz e f¥ misurabile Vy.
Dimostrazione: (mostriamo solo la prima affermazione)
Basta osservare che la proprieta ¢ vera per E = A x B, E, € {0, B}Vz, EY € {0, A}Vy e che gli
insiemi F che verificano la proprieta sono una o- algebra ma allora sono & ® %. O
OSS: consideriamo il completamento p x v = (u X v)*|pm = la Prop e vera VeeXeVyeY.
Prop: p,v sono o-finite, £ C &/ @ B = © — v(E;) e y —> p(EY) sono misurabili e si ha
pxv(E) = [y v(Ey)dp= [, p(EY)dv, ciot [, d(pxv) = fX(wa dv)dp = [y ([, dp)dv.
Dimostrazione: supponiamo , v finite, & = {E C &/ ® % : E verifica la tesi} € una o-algebra che
contiene i rettangoli, infatti:

e Z contiene i rettangoli;
o Z contiene le N e le U finite di rettangoli;
e & contiene le U numerabili crescenti (serve p, v finite e si usa il Teo. conv. mono.);

o & contiene tutte le U e le N numerabili = & o-algebra.

P = R A, e v sono o-finite,

X =UXi, p(Xi) < +oo, Xi C Xip1,

Y =UY;, v(Y;) < +o0, Y; C Yy,
XxY=UX;xY,, ECX XY, Eco x2AB,

(1 x v)(E) = lim(p x v)(EN(X; x Y7)) = lim [ v(E.NY)) oo com Moo [ ().

(Lo stesso per 'altro integrale). O

39 Teorema di Fubini-Tonelli

fell (X xY)= f, e L*(Y)Vz e f¥ e L'(X) Vy,
z— fyfxdl’ € LY(X),y — fX fYdpe LY(Y) e ffd(,“ Xv) = fX fyffnd’/d/i: fy fxfydﬂdV~
N

Dimostrazione: se f = Xp ¢ la Prop precedente; se f =s = > ¢;Xg, per linearita dell’[;
i=1

(non serve [ f < 40o0) O

Teo. conv, mono.
—

se f>0, f=supSn, Sn < Sp+1 semplici
In generale, se f = fT — f~ si applicaa fTe f~.

OSS: il teorema vale per f > 0 misurabile anche con [ f = +0o = si pud usare, applicato a | f],
per verificare che f € L.

OSS: se consideriamo u X v e E C M
I’attenzione che fy foe [ + J¥ sono definite solo quasi ovunque.

40 Conseguenza di Fubini-Tonelli

OSS: f:R"™ — R & misurabile (per Lebesgue) <= il sottografico Sy = {(x,t) : t < f(z)} € R"*!
¢ misurabile, inoltre, se f >0, si ha [g., f = Lra1 (Sf N (R™ x RY)).
Dimostrazione: f misurabile <= {f > t} misurabile V¢, ma {f > ¢} & la sezione di Sy.

(«<=) S; misurabile L {f > t} misurabile ¥¢. Dato t € R scelgo t, N\, t tale che {f > t;} &
misurabile = {f >t} = J{f > ¢} ¢ misurabile.
k

(=) f misurabile = f = sup Sy, Sy, semplice, Sy = USS," = possiamo supporre f semplice,

f= Z ¢iXg,, ¢ € R, E; misurabile = Sy = UE X (—00, ¢;) & misurabile.
OSS fRn fdx = [qdxy [gdes--- [ fdo,.
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41 Cambio di variabile

A, B C R" aperti, ® : A — B diffeomorfismo C*, ciot ® bigettiva, ® € C! e &~ € C!
(<= Jop = det(D®) # 0), tale @ & detta cambio di variabili.

41.1 Teorema del cambio di variabile
D E C A misurabile => ®(E) & misurabile e |®(E)| = [, |Jo(z)|dx;
(2 f misurabile, f : B — R = f o ® misurabile, f integrabile = f o ® integrabile e si ha
/ fy)dy = / f(®())|Jo(z)|dz|, conz € Aey=d(z) € B.
B A

OSS: da (2) si ottiene (I) prendendo f = Xp.

(Schema della) Dimostrazione: (per i dettagli vedere il libro Fusco-Marcellini-Sbordone).

Prop: £ C A misurabile = ®(£) misurabile e |®(E)| < fE |Jg).

Dimostrazione: (1) ® lineare ed E = [0,1]" @®(z) = L-z. ®(E) = L - E parallelepipedo

generato dalle colonne di L. Se L ¢ bidiagonale = |L - E| = |det L| ma questo vale VL per
“ortogonalizzazione”.
(2) In generale vale sempre |L - E| = |det L| - |E| e si fa per approssimazione:

ok sui rettangoli;
ok su |J di rettangoli = ok sugli aperti;

ok su () di aperti = ok sui misurabili.
(3) vale anche per ®(x) = v+ L - z affine (per invarianza per traslazioni).
(4) VK C A compatto e Vo > 0 Irg > 0 tale che | ®(Q,(20)) C Fu, (Q(i40)r(20)) |, V7 € (0,70) €
Vo € K dove Q. (z0) = [[[xo — res, o + 1] € Fyy(x) = ®(x0) + DP(20)(x — x0) € il polinomio
di Taylor di ® in xzg. '
Infatti dato = € Q,(2o), si ha, 1 <i <n, |®;(z) — F;(z)| hagr.

&=z + (1 — )\)l‘o AE (0, 1).
(5) Ricoprendo E con cubi si ha ®(E) < [, ]J|, infatti cominciamo da E = R rettangolo,
R=UQr(zi) = ®(R) CUFL (Q(1+0)r(;)) con Fy(z) = ®(z;) + DP(;)(z — v;) =

IRlsz
<1+a)nz(/Q(m|J¢(x>|+/Q( )

[ r(Ti

[D®;(&) ~ D®i(o)] (@ — o) | < o,

ﬂ(Q(1+U)T(Ii))‘ = Z |Q(140yr(@i)||Jo (2:)| =

_ atad| = (o)) §(1+0)"L\J¢|+0(1+0)”|R|

Mandando 0 — 0 si ottiene il risultato per E = R, poi, per approssimazione, si passa prima agli
aperti quindi a tutti gli £ misurabili (va anche verificato che ®(E) & misurabile) = O
Dimostrazione (Teorema): basta dimostrare (2): mostriamo che [, f < [,(f o ¢)|J,].
Se f = Xg segue dalla Prop. Per linearita, va bene anche f semplice. Per approssimazione, con
f=supS, = liTILn Sn, si fa per tutte le f > 0 (convergenza monotona).

n

Per linearita, vale Vf integrabile. Infine [, f < [,(fo@)|J,| < [p(fopop ™ D Jodp-1| = [ f =
sono tutte uguaglianze. O
Esempio: Coordinate polari:

(z,9) = ¢(p,0), ¢ :[0,+00) x [0,27) — R2, Bl10,4+00)x[0,2) diffeomorfismo C>

_ . — 2 1 .2 0 —pq
{Js—pCObH N {p—\/x +y . D= (cos@ psinf

y = psinf 6 = arctan(¥) sinf  pcosf

):>J¢:p>0:>

— / fla,y) = / F(pcosb, psin 6)p dpdo
R2 [0,+00)x[0,27)

Coordinate cilindriche:
T = pcosf

(,y,2) = ¢(p,0,2) = { y = psinb = Jy =p>0.

zZ=Zz
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42 Solidi di rotazione

Siano z = g(z) > 0e D = {(z,2) : 0 <z < g(2)}, E = {(z,y,2) : 0 < /22 +y? < g(2)}

¢ la rotazione di D attorno all’asse z. |E| = [Xpdadydz = f{(pez ):0< p<g (=)} PApdOdz P

21 g dz [, 9(2) pdp =7 [ 9*(2)dz =7 [§ |E.|.
Dato E C R definiamo il baricentro o centro di massa di £ come B = f, xdx = IT%J\ JpzeR™
In particolare, per I’ inbieme D, si ha B = (B, Bs) con

F.-T (z 2)?
Blzl%lfDa:dx = ‘D‘ =l J ﬁfR%zﬂE‘:QWBl‘D‘-

43 Osservazione sul completamento

(X, o, 1) spazio di misura,

@D p — p! misura esterna, p e p! misurabili, u* = ! x misura completa che estende p.

@ B={AUN'JA\N' :N' ' C N,N C A di misura nulla} & una o-algebra.

7 tale che (AU N') = (A \ N') = (A) & una misura completa che estende p.

Se (X, ,u) & o-finito = p* = 1 e B = M, altrimenti puod succedere che B C M e u* &
un’estensione di @ a M.

Def: (X, o, ) spazio di misura. p € saturata se tutti gli insiemi localmente misurabili sono
misurabili, dove E C X & localmente misurabile se ENA € &7 VA € &, con pu(A) < +oc.

In generale, u* € saturata, mentre @ potrebbe non esserlo.

Esercizi/Osservazioni: (D) f : [a,b] — R, f derivabile in (a,b), f lipschitziana in [a,b] = f' &

integrabile e f: = f) - f(a).
f(z) = }llirr%) fn(z) dove fp(x) = M fr misurabili = f misurabile.
—
Se f’ & anche limitata = f’ integrabile (secondo Lebesgue).
(2) Assoluta continuita dell’integrale:
A C R™ misurabile, f € L'(A), cio¢ f: A — R misurabile tale che [, |f| < +00 = Ve 36 tale
che EC Acon |[E| <dsiha [, |f|<e.

Dimostrazione: per assurdo 3¢ > 0 ed 3E,, con |E,| < 5+ tale che [, |f|>¢e. Sia F,= | Ej.
" E>n+1

Siha |[F,| < Y |Ex| < 5r. Foy1 C Fye [p |fl = [, |fIXF, = e (F, = F misurabile con
k=n-+1 "
|F| = 0, in particolare [, |f|Xp = 0. Sia g, = |f|XF, abbiamo g, — [f|XF, con g, > gn1.

gn = |gn| < |f] integrabile Cony. dom. liman |f] =lim [ g, = fp lfl=0=%= U
Def: F:[a,b] — R & assolutamente continua se Ve 3§ tale cheVa<a; <by <as<by <..<
an<bn§btahche|Ual, |— b—a1<6:>Z|F F(a,»)|<e.

OSS: F e assolutamente continua :> F' continua in [a b].

0SS: f € L'([a,b]) e definita F(z) = [ f => F & assolutamente continua in [a, b)].

(3 Continuita di integrali dipendenti da parametro e derivata sotto U'integrale:

f( ) R x R®™ — R misurabile in R"*! tale che f(t,-) : R® — R integrabile in R"™ Vt, cioe
= [gn f(t,z)dz : R — R, allora:

a) f(-,z) & continua in t Vz e ’f(tw)’ < g(z) & integrabile = F' ¢ continua;
b) f(-,z) derivabile in t Vz e f(t x)‘ < g(x) & integrabile = F & integrabile V¢ e
= fRn %{(t,x)dw.

Dimostrazione:

a) fissiamo t e sia t, — t, lim F(t,) = lim [, f(tn, z)dzx Con,_dom. Jrn im f(t,, z)dx = F(t);

. s F(tn)—F(t . tn,z)—f(t,x > tn,x)—f(1,
b) fissiamo ¢ e t,, —> t con t, # t, 1171111 % = 1171111 Jrn %dm, Y |%‘

agr. IpOteSI onv. om. 4. —
|0 (g 0)| < gla) O tim PO O 2)de = F(1), O

n tn—t
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44 Curve

Def: una curva ¢ una funzione continua 7 : [a,b] — R™.
v([a,b]) € R" & il supporto della curva .

Def: v & regolare se v € C! e +/(t) # 0 Vt.

v ¢ regolare a trattise g =a <t <...<t, =
Non ¢ detto che una curva sia iniettiva.

0OSS: per il Teorema delle funzioni implicite, se 7 & regolare => localmente si puo scrivere come
grafico di una funzione C*, cioe

v (to) # 0= ~(t) = (t,u(t)) oppure (¢ ( (t),t), cont € (to —e,tg+¢) eue CL.

Esempi: Circonferenza: y(t) = (cost, smt) € [0, 2x].

FElica: ~v(t) = (cost,sint, At), A >0, ¢t € R.

[ti,t:41] € TEGOlATE Vi =0,...,n

45 Vettore tangente

"/

Sia v regolare, T'(ty) = B ( ‘ € S"~! ¢ il vettore tangente a v in y(to) e
r(t) = v(to) + T(to)(t — o), t € R, ¢ la retta tangente in y(to).
Se n = 2 (piano), N(t) = rotazione di T'(t) di 7 in senso orario,

N(t) = (Tz(t), —T1(t)) & il vettore normale a ~ in y(t).

In dimensione n > 2, T'(t)* & uno spazio di dimensione n— 1: non c’¢ un vettore normale canonico.
; 2 : : MO Wi ( 27— ie7i

Se perd v € C* possiamo considerare k(t) = IOl (Iv(t)\) HT(t)l e (= proiezione ortogo-

nale su T(t)*) si dice vettore curvatura di v in (t).

Def: v € C? ¢ biregolare se v/ () # 0 e k(t) # 0 Vt. In tal caso si pud scrivere k(t) = k(t)N(t)
con k(t) > 0 curvatura scalare e N(T) € T(t)* vettore normale.

OSS: non ¢ coerente con la Def. di N(t) in dimensione n = 2. In dimensione n = 2, dalla formula
k=kN segue che k puo anche essere negativa.

OSS: k(t) #0 = R(¢t) = |k(t)\ e il raggio del cerchio osculatore.

OSS: la curvatura di un cerchio di raggio R ¢ k = E'

46 Riparametrizzazioni

Siano v : [a,b] — R"™ e ¢ : [¢,d] — [a, ] strettamente monotona, ¥ =yo ¢ : [¢,d] — R™ & una
riparametrizzazione di v ed ha lo stesso supporto.

OSS: se ¢ e crescente, ¥ ha lo stesso verso di percorrenza di 7;

se @ ¢ decrescente, 4 ha verso opposto.

46.1 Rappresentazioni speciali

Grafico: y(t) = (¢, u(t)), u: [a,b] — R™™L.
Grafico in coordinate polari: p: [0,2m) — [0, +00), v(0) = p(0)e? = (p(6) cos b, p(6) sin 6).

47 Lunghezza di una curva

Siano v : [a,b] — R curva e P = {ty = a,t1,...,t, = b}, con t; < t;41, partizione di [a,b], detta
n—1

L(v,P) =Y |v(tit1) — ¥(t;)| = la lunghezza di v ¢ L(y) = sup L(v, P) € [0, +o0].
i=0 I5

Def: v si dice rettificabile se L(vy) < +oo.

Teorema (rettlﬁcablle nel caso C1): v : [a,b] — R™ & di classe C! = 7 ¢ rettificabile e

f |7/ (t)|dt. Vale la seguente estensione:
Teorema (rettlﬁcablhta) ~ rettificabile <= Jp riparametrizzazione tale che ¥ = v o ¢ & lip-
schitziana e si ha L(v) = L(3) = [ |7/ (t)|dt.
OSS: una funzione lip. & derivabile quasi ovunque (con derivata L°°) (Teorema di Rademacher).
Dimostrazione (caso C'): (D) L(v, P) < f |/ (¢)|dt VP = L(v) < f |y ()|dt. Sia

P = {to,t1s o tu}y Ly P) = X |y(tizn) —v(8)| = S| 27 (5)] < 50 L2 1 (s)] = [2 1 (8)lt.
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(2 4/(t) & uniformemente continua, cio¢ fissato € > 0 34 tale che |t —s| < § — |7/(t) =7/ (s)| < e.
Sia P una partizione tale Che tiy1 —t; < & Vi. Per ogni fissato s; € [t;, ti11]

y(tig1) — ft iy = ’y'(si)(ti_H —t;) —l—j;t:“ (7' (t) =+/(s:))- Quindi, passando al modu-
ti 1

lo, V(tz+1) ’ = "Y (tig1 — i) + ft () - /(S))dt‘ > "7/(3i)’(ti+1 —t;) —e(tiyr — t;)

(per dis. triang) In partlcolare |V (s | < W’Jtii)ﬂ’t(t)‘ +eVs; € [t tip1] =

i @) = thl“ [ (s)lds < Z [ (tis1) =7(t:)| +e(b—a) = L(v, P) +e(b—a) < L(y) +e(b—a).

Per l'arbitrarieta di € ottengo fa ”y |dt < L(¥). O

48 Parametrizzazione in lunghezza d’arco

Siano 7 : [a,b] — R™ Ct e s(t) = f(j |7/ (s)|ds lunghezza di y|(4.¢, 5 : [a,b] —> [0, L(7)] crescente,
riparametrizzata (o) = y(s~!(0)) o € [0, L(7)] si dice parametrizzazione di v in lunghezza
d’arco e si ha 7/ (0) = T(0) = T(s7 (o)) (Velocité di percorrenza = 1).

OSS: dalla formula per il cambio di variabile & facile vedere che l'integrale [ |7/(¢)| non dipende
dalla parametrizzazione di v (e quindi neppure L(vy ))

49 Integrazione di funzioni lungo curve

Data v : [a,b] — R™ curva regolare (a tratti) e una funzione continua f: A — R, con A C R"
aperto, Imm(y) C A, definiamo [ f = Def- f F(v @) (2)]dt.

0OSS: @sef—1:>f7f L( )

O f7 f non dipende dalla parametrizzazione diy: 4 = yop, ¢ : [¢,d] — [a, b] riparametrizzazione
C (atratti), = [ f = [ f.

Def: data v: A — R" funzione continua, v = (vy, ..., v,) si dice campo di vettori su A.
Definiamo 'integrale di v su v come f,y v = fv oT 22t f: v(y(t))~ (t)dt, dove T(t) = %, questo
e detto anche lavoro di v lungo ~.

0OSS: & invariante per riparametrizzazioni crescenti, cioe 4 = v o ¢, con ¢ crescente, f;y v = fy v e

4 = v o, con ¢ decrescente, f&v:—fvv.
n n
0OSS: 7:71U72U...U’yn:>f,yf: Zf%fefvvz > v
=1 i=1

50 Forme differenziali
€ (R™)* ¢ un covettore se L : R® — R lineare e continua = Jv € R" tale che
L(z) = ve = > vz;, cioe R™ = (R™)* (non & vero in ambienti pit generali, tipo spazi di Banach).

(2
e; base canonica di R", ¢ = dx; base canonica di (R™)* dove ¢’ : R* — R ¢ tale che
1 i=j

“ej) = 6ij = L
€ (6]) J 0 Z#]
Una funzione w : A — (R")* w(z) = > v;(z)dz; si dice 1-forma differenziale a cui corrisponde
il campo di vettori v(z) = (v;(z), ...,vn(z)) € R™.

Se w ¢ continua e 7y ¢ regolare si definisce f,y w= f,y v = f; v(y()Y (t)dt.
Esempio: f: A — RCY, df(x) =Y %(m)dmi, differenziale di f, &€ una 1-forma continua su A.

S (1:{,71)*7 L= Evtda:l

Def: le 1-forme w tali che w = df si éicono esatte e f si dice primitiva di w.

Se v ¢ il campo di vettori corrispondente a w, v si dice conservativo e f potenziale di v, v = V f.
0SS: w=df, f: A—RCY ~v:]a, b] — A curva regolare = fvw = f(v(®) = f(v(a)).

In particolare, se v & chiusa, cioe v(a f w =0.

Teorema (caratterizzazione delle forme esatte) A C R"™ aperto connesso, w 1-forma continua in
A = le seguenti affermazioni sono equivalenti:
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D w & esatta;

(2) Vv curva regolare chiusa in A si ha f,y w = 0;

(3) V71,72 con gli stessi estremi e stesso verso = Lw=J),w

Dimostrazione: (D==-(2)) visto nel’OSS. precedente;
(@=(3)) 71,72 con stessi estremi e verso. Sia A3 = 2 percorsa col verso opposto = v3 = 71 U5z
curva chiusa, regolare a tratti = 0 = w= f w+ [, w= w— w;
73 71 Y2 7 2

(@®=(@) Fissiamo zy € A, Vz € A definiamo f(z) = f,yw dove 7 & una curva di estremi zo e x
(usando la connessione), osserviamo che f non dipende dalla scelta di . Dobbiamo verificare che
df = w, ciot se w(x) =} vi(x)dx;, si ha ‘;‘l—i(x) = v;(x) Vi. Fissiamo ¢ e calcoliamo

K3

d he;) — 1 4
a4 _ lim f@+hei) = f(z) =lim — [ w=lm 4 vi(z+te;)dt =v;(z)
dl’i h—0 h h—0 h on h—0 Jo
Dove oy (t) = z + te;, t € [0, h], Ty, (x) = e;. O

OSS: la primitiva ¢ definita a meno di costante (che dipende dalla scelta di z(). Inoltre la primitiva

e Ct (f € Cl(A)).

OSS: il teorema si applica anche ad aperti non connessi, basta scegliere zy nella stessa compo-

nente connessa di z. In questo caso, se A = |JA;, A; aperti connessi, VA; trovo una primitiva
K3

fi € C1(A;).
0SS: w 1-forma C! esatta = 3f € C? tale che df = w, cioe dd—i = v;(x) Vi, dove

_ 52 f o 82f 8vi o 8’()]'
W(Jf) - Zl:v( )dl'“ Ox;0x; — Ox;0x; == axj - (‘9961

Vi, j k.

Def: w 1-forma C' & chiusa se verifica .
0SS: w esatta C! = w chiusa.

1-forme campi di vettori
OSS: | esatte (w = df) | conservativi (v = Vf)
chiuse irrotazionali

E vero il viceversa (chiusa —> esatta) In generale no, dipende dal dominio A della forma w.

Prop: w: R — (R)* chiusa, R = H [a;, b;] rettangolo anche illimitato = w & esatta.
=1
Dimostrazione: (n = 2) w(z,y) = a(x y)dx + b(x, y)dy, fissiamo (z9,yo) € R e poniamo

z,y)=[,w=[ w+ [, 6w dovey ="+,
71 (t) = (¢, 90) t € [v0,7] € 72(75) (z,t) t € [yo,y].
Verifichiamo che df = w, cioe 3> =a e a—f b:
fla,y) = [ alz,yo)dz + [ bz, y)dy = [, alt,yo)dt + [} b(w,t)dt.
o= (x y)-
g£ = a(x,yo) —|—fy b (g t)dt = a(z,yo) —|—fy 9a (0 1)dt = a(z,y0) + alz,y) — a(z, yo) = a(z,y).O
OSS: una Varlante della Dimostrazione funzmna nei domini stellati:
~ lineare con estremi z fissato e z, f(x f w=df = w.

E possibile caratterizzare i domini A tah che w chiusa <= w esatta?

Teoremaqy: w: A — (R™)* chiusa, A C R" aperto semplicemente connesso = w ¢ esatta.
0OSS: se A non ¢ semplicemente connesso 3 forme chiuse ma non esatte.

Ricordo: A & semplicemente connesso se € connesso e Vv curva chiusa in A v ¢ omotopa a un
punto, cio¢ II; (A) = 0.

0OSS: A aperto & semplicemente connesso <= ogni curva C'*° chiusa ¢ omotopa.

Teorema(z): w chiusa, 71,72 omotope ad estremi fissati, con 'omotopia C>°, = f% w = w.

Y2
Dimostrazione (Teorema(y): A semplicemente connesso, 7y chiusa C°°, v omotopa a ¥ curva

Teorema( 2)

costante = — f,y w= fgy w = 0, per approssimazione [ =0 Yy chiusa = w & chiusa.
(Teoremayy): h(s,t), s € [0,1], omotopia tra 1 e vo: h(0,t) = y1(t) e h(1,1) = y2(t).
Vogliamo mostrare che 9, fh(s)t) w=0= fh(m) w = costante = fvl w= fw w
Fissiamo per semplicita n = 2,

w(z,y) = a(z,y)dz + b(z,y)dy, h(s,t) = (h'(s,t),h*(s,t)) s€[0,1]t eI

24



Derivate parziali: hs(s,t) =0s € [0,1] ¢t € 91 e hy(s,t)

as/ w= 85/[a(h),b(h)]8th(s,t)dt = /[amh; + ayh?,byhl + b, k2[R, B2 + /(a,b)htsdt =
h(s,t) I I I

/[awhih% + ayh2hy + byhlh: + byh2h?] — (a,b)hsdt =
I

[ o+ 20+ 020 + b2 — B ay 2N — b2 — 20t =
1

w chiusa (ay=b)

[ (62— a0k = mind) < L g O
I

In generale: w chiusa, vogliamo vedere se fy w=0.
n

[v] € TI1(A) classe di equivalenza di v Vv chiusa. [y] = > a;y; a; € Z, ; generatori di II; (A): &
i=1

K3
sufficiente verificare che fﬂ/ w = 0 V= generatore di I1; (A)

51 Misura e integrazione su k-superfici

Cos’® una k-superficie regolare (C* o C! a tratti)?

¥, C R" chiuso tale che Vo € ¥ 3p > 0 e Jp : U — R™ di classe C', con U C RF aperto,
rank(Dy) =k e ¢(U) = XN By(xo).

Come si calcola la misura k-dim di X7

(D supponiamo ¥ = ¢(U), ¢(x) = Lz lineare L matrice k x n:

@3 L ortogonale, cioé < Lz, Ly >=< x,y > in particolare quindi L ¢ un’isometria tra R* e
L(RF) < R" e si ha LTL = Id}, quindi poniamo H*(X) = |U];

@D In generale posso scrivere L = L'S con L' : R¥ — R™ ortogonale e S : R*¥ — RF. S si
puo anche scegliere simmetrica.
(Teorema di decomposizione polare) Poniamo H*(X) = | det(9)| - |U|.
OSS: non dipende da S, infatti det(LTL) = det(STL'TL'S) = (det S)?, quindi posso porre

HAZ) = / \/det(LTL)dz |
U

0SS: LTL # LLT (la prima R* — R* e la seconda R" — R"), det(LLT) =0 se k < n.

@ ¢p:U—R", peC' v, — ¢in CY(U), ¢, lineare a tratti, posso definire
H*($) = lim H(£,) lim [, T (@) = [, T,(x), dove J, = \/det(DpT D).

® X = U ¢i(U;) dove ¢;i(U;) Np;(U;) = 0 se i = j, poniamo HFD) = va jwidx.
i=1 =1 "

OSS: non ho chiesto ¢ iniettiva, quindi, in questo modo, ottengo la k-misura di > con molteplicita.
Prop (Cauchy-Binet): data L : R* — R™ lineare, si ha che det(LT L) ¢ la somma dei quadrati
di tutti i minori di rango k di L, dove un minore & una sottomatrice k x k di L ottenuta da L
cancellando (n — k) righe.

0SS: k=n—1, p(x) = (z,¢(z)) con f: U — R, U CRFL, feCHU)

Dw(w)(ld"1> T, = VIFVI@E =1y 10y = [ VT ks
Vf(x) U

0SS: H*(%) non dipende dalla parametrizzazione :

0:U— %, ¢:U — V diffeomorfismo C' in R,
YV — 5, ¢ =pp ! = ¢ =g, Dp = DYDé.

HE(S) = /U 7, = /U det(DpT Dy) = /U \/det(DET DyT Dy Do) =
:/UJw/det(D?,/JTDw) :/V )\/det(DzZ;TDw)
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In analogia con quanto fatto per le curve, data ¥ = @(U) k-superficie in R™, con ¢ iniettiva, e
f 32 — R continua, possiamo definire fz = fU Jo(p). Come per H*(o) non dipende dalla
parametrizzazione (.

0OSS: e sufﬁciente che f o sia integrabile in R¥.

OSS: se ¥ = U ;(U;) possiamo prendere funzioni n;(x) : ¥ — [0,1], con i € {1,...,n}, tale che

i=1

ni(x) =0, se x & ¢;(U;), an(x) = 1Vz € ¥| Tali #; si chiamano partizione dell’unita.

F®) = Z/ j@—im(%) = Z/ i
i=1 Ui i=17%
Piu in generale: / f= Z/ Z/ f(pi)ni(ei)
b i=1 7 eUi

Si verifica che queste quantita non dipendono dalle scelte di ¢; e n;.
0OSS: seX e compatta J sempre un insieme finito di carte ¢; : B — ¥, con BC R¥ei c {1,...,n},

tale che ¥ = U wi(B).

0OSS: duna n021one piu intrinseca di area attraverso la definizione di una “misura k-dimensionale”
in R™ detta misura di Hausdorff (di dimensione k). Le due nozioni coincidono per k-superfici
di classe C!.

52 Flusso di campi di vettori

¥ C R" (n — 1)-superficie regolare, compatta e orientata, cio¢ & definita N(z) = ¥ — Sn~1
continua con N(x) € Tx(z)t vettore normale e dato v : ¥ — R™ campo di vettori continuo, la
quantita fz v si dice flusso di v attraverso X.

0O8S: ¥ = 90U, U C R, aperto e limitato, una scelta canonica di N ¢ la normale esterna a U.
U={f<0}, S={f=0}, feCR") con Vf|y #0= N(z)= %

OSS: non tutte le ¥ sono orientabili, ad esempio il nastro di Mdbius.

53 Teorema della divergenza

¥ = QU (n — 1)-superficie regolare, U C R™ aperto limitato, v : U — R™ campo di vettori di

classe C'1 — fz oN = fU div(v(m))dx, dove div(v) = > —dg;(”)
i=1 ¢

OSS: assomiglia al teorema di integrazione per parti.
0SS: f: A— R", U C A, f € C*(A), [,Af = fUdiv Vf) = [(VIN = [, 5L dove

Af =div(Vf) = tr(V2f) = é

;> ¢ detto laplaciano di f e 5 ¢ la derivata normale di f.

2
Dimostrazione: (I) (x(,y0) € &, 25 € R"7!, yo € R, C = Br(xo) X (yo — €,90 + €), supponiamo
YXNC =Ty dove f: By(zy) — (yo —&,90 +¢) e v(z) =u(zx)e, con supp(u) C C, u: R — R",

. _ ou F. T f(=') au Teo. fond calc.
fUle(u) — Jonu oz, fB (z0) dx f —& Byd fB (z0) ( ( ))dl‘
@ xo € X, supponiamo che esista R > 0 tale che B,.(zg) N X C C; cilindri con asse lungo e; Vi,
dove ¥ N C; & grafico di f; nella direzione e;. Dato v con supp(v) C Br(zg), si ha

. (%i 8vi [©) / /
div(v) = = = vie;)N = | N
/U (®) Zz: v O; zl: c, 0z zz: 2( ) >

OSS: posso scegliere Br(xg) come sopra <= N(xg) non ¢ || ad e; per nessun i.
@) Dato zo € ¥ posso trovare O : R — R" ortogonale tale che O(N(z)) non sia || ad e; Vi

/div(v) =/ div(Ow) :/ O'UON:/UN
U ow) o(x) b
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n
@ In generale, prendo un ricoprimento ¥ = |J Bgr(z;), #; € 0¥, Bgr(x;) come sopra e una
i=1

1=
partizione dell’unita n;(x) : R® — R, con ¢ = 0, ..., n, con supp(ny) C U.

div(vn;) = div(v)n; + vV, ZdiV(U)Wi = div(v) Z 7 + vV(Zm) = div(v)

/ div(v Z / div(vn;) = / div(vno +Z / - div(vm;) @é /Z (oN)p; = /E WN.
w(x):{g"‘) i;g /Udiv(vno):/ div(w Z/m 1 / 8xzdxl—0

54 Integrali su superfici nello spazio

¢:D— R3 D CR? regolare (iniettiva), ¥ = (D) j(p = |pu A ©u| = |@ul - |@u]sinf dove

€1 €9 €3
Pu A @y = det soqu wz wé = (Q2ps — P2, 0u s — PLPS, PuPr — Papa) E< Pu, Py >
oL @i o
f: X — R, f oy integrabile su D,

/EfZ/Df(w)f@=/Df(so)|sou—<puldudv

OSS: ¢, A @, € ortogonale a T . (piano tangente) =—> n(u,v) = %

e (u,v)
e normale a X, definisce un’orientazione di ¥ = (D).
F : ¥ — R? campo di vettori, il flusso di F attraverso ¥ = ¢(D) &

/Fn_/F (pu/\(vadudv

€ un campo unitario

55 Bordo di ¥ = ¢(D)

Def: il bordo di £ = ¢(D) ¢ la curva 0¥ = ¢(9dD) (non ¢ il bordo topologico).

Osserviamo che ¢ definisce un’orientazione canonica della curva 0X.

L’orientazione di % indotta da ¢ si indica con 1.

Piu in generale, data (X,n) superficie orientabile in R?, definisco 1'orientazione positiva 7 :
0¥ — R?, 7 tangente unitario a 9%, in modo che 7 An € TS “punti” sempre “fuori” da X.

56 Teorema di Stokes

¥ C R3 superficie orientabile con bordo 01X e C1, F: ¥ C U — R? campo di vettori C!

/ rot(F)n = F
by o+x

Dove, dato F : U — R3, U aperto di R3, definiamo il rotore di F, rot(F): U — R?, come

rot(F) = V A F = det 3 eé 23 Def. OF® _8F2 OF! _8F3 OF?2 _8F1
?ﬁ ](?—vyz I% dy 0z 0z dr ’ Ox dy

Dimostrazione: supponiamo X = ¢(D) con ¢ € C?.

(O il caso ¢ € C! si fa per approssimazione dato che nella tesi del teorema compaiono solo le
derivate prime di ¢.
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(©) data X orientabile e compatta posso sempre trovare ¢; : D — R? tale che

0i(D)Np;(D)=0i#jeX = Lijapi(ﬁ). Voglio che n = %. In tal caso

wot(F)n =Y | (r0t(F)) [(¢1)u A (:)u] dudv
b)) — |p
/;MF Z/M(D F= Z/ F@|(t)dt, dove ¢ = @losp.

Continuiamo la dimostrazione nel caso ¥ = (D).

Scriviamo F(x,y,z) = (X(m,y,z),Y(m,y,z),Z(Jc,y,z)), Y 3 o(u,v) = (m(u,v}y(u,v),z(u,v)) e
definiamo w(x,y, z) = Xdx + Ydy + Zd=.

La 1-forma in R? associata ad F in modo che [y, F = [, w. Vogliamo mostrare che

[ o= [t nso =

_ _ Yu Zu _ 2y Ty _ Ru Yu
_ /D {(zy Y,) det (y ZU)+(XZ Z,) det (Z xv)“Yx X,) det (I y)}

€1 €2 €3
Dove rot(F) = (Zy, - Y, X, — Z,, Y, — Xy) e pu Npp =det | Ty Yu  Zu
Ty Yov 2y

Ho anche, per w = Xdz + Ydy + Zdz e $(t) : 0+ D — R3,

con v(t) = (u(t),v(t)) parametrizzazione positiva di 9D e

~/

&' (t) = (zt + 20", Yot + Yo', 240" + 2,0") con t € [0,1] =

/ “ _/ (sb(t))’Z(sZ(t))) @ (t)dt =
oty 0

7/ (X@y + Yyu + Z2,)u' (t) + (X + Yy + Z2,)0 (t)dt =
0

Gauss-Green

= / (Xzy + Yy, + Z2z)du+ (Xzy + Yy, + Z2,)dv
o+D
= / [(va + Yy, + Z2y)y — (Xxy + Yyu + Zzu)v]dudv =
D
- / Ou(X0) — Oy(Xw) + 0u(Yi) — O(Yi) + 0u(Z20) — 00(Z20) &
D

= / (Xo#r Ty + XyYuy + Xo202y — Xo#i Ty — XyZuYo — XoTuzy) + (Yo) + (Z..)dudv =
D

Veriﬁ(:a:diretta / I‘Ot(X, Y’ Z) (qu A (pv)dudv U
D

57 Equazioni differenziali ordinarie

F(z,y(2),y (2),...,y¥(z)) =0, 2 € I C R, ¢ la formula implicita di un’equazione differen-
ziale di ordine k, l'incognita ¢ la funzione y : I — R™ di classe C*, F : [ x (R")*¥ — R"
F=(F,..F).

Fi(.)=0
Se n > 1 si chiama anche sistema di equazioni differenziali: T :

F,(..)=0

L’equazione scritta come y*) () = f(x,y,9/,...,y* V) si dice in forma esplicita.
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0SS: introducendo Y (z) = (y(z),y (), ...,y* "V (z)) € R™* un’equazione di ordine k in y(z) si
puo riscrivere come equazione di ordine 1 in y(x), ad esempio y B (2) = flz,y,y,...,y*F D) di-
venta Y'(z) = f(z,Y (z))

OSS: queste equazioni si chiamano ordinarie poiché x € R, altrimenti sarebbero equazioni alle
derivate parziali.

D’ora in poi guardiamo equazioni (o sistemi) del primo ordine.

Def: il problema di Cauchy & un’equazione abbinata a opportune “condizioni iniziali”:

y(wo) = yo

x € (xg—a,xo+a) y:(rg—a,xg+a) — R"

con f : (xg — a,z0 + a) X Br(yp) — R™ limitata, continua in (z,y) e lipschitziana in y, cioe
[f(z,91) = f(@,92)| < Lly1 — y2| — 36 > 0 con & < min{a, iz} ¢ 6 < 7, M = [|f(z,y)l[z> =
sup |f(x,y)|, ed 3 un’unica soluzione y(x) € C'(x¢ — §, 9 + &) del problema di Cauchy.

(z,y)
Dimostrazione: passiamo alla formulazione integrale del problema di Cauchy:

/xy’(t):/wf(t,y(t))dt: y(x)=y0+/xf(t7y(t))dt ©)

Zo Zo 0

y risolve il problema di Cauchy <= & soluzione di (¥).

Cerchiamo una soluzione di (¥):

Sia F = (y(z)) = yo + f;o f(t,y(t))dt, F: C(Is) — C(Is), con Iy = (xzg — 6,30+ ) e 0 <6 < a
da fissare dopo. Noi cerchiamo § e y tali che y = F'(y) cio¢ un punto fisso di F'.

Sia ora X, 5 = {y € C(I5) tale che ||y — yo||oo < 7}. Osserviamo che X, s € uno spazio metrico
completo con la norma indotta da C(Is). Cerchiamo 6 > 0 sufficientemente piccolo tale che
F| X5 Xrs — Xy s € sia una contrazione, cioe dobbiamo verificare che:

D Fly) € X5 Yy € X 55

@ [|IF(y1) — F(y2)|loo < Cllyn — y2llec C < 1 Vy1,y2 € X;5.
gD Fr(y) € X, 5 — |F(y(m)) —yo| < nVx e ;. \F(y(m)) —yo| = |ffof(t,y(t))dt| < MS§ se
OSS:Mii tempo di esistenza d dipende “solo” da a, M ed L.
Siano y1,y2 € X, 5 e calcoliamo

/: {f(t,yl(t)) - f(t7y2(t))}dt‘ < /T ’f(t,y1) — f(t,y2)‘dt 12

0 Zo

|F(y1($>) - F(yg(x))\ =

lip. T
< L/ 1 — yal < L6llys — val|
zo

Dobbiamo richiedere § < %
Conclusione: se § <a, § < §7ed < %:

= F|x, ; ¢ una contrazione;

= 3! punto fisso y = f(y) y € X, 5;

= 3! soluzione del problema di Cauchy in I5 = (z¢ — d,20 + 9).

Data ora una soluzione del problema di Cauchy, y € C*(Is) abbiamo che y ¢ M-lipschitziana

= Hmi1£)1+5y(x) =1

D é=a
@ d<amale{yo+ryo—rk

®) d<amalée (yyo—ryo+r), in questo caso possiamo estendere la soluzione “ripartendo” da
(o + 9,1).
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Cor: se y: (xg — 01,20 + 02) € la soluzione massimale del problema di Cauchy —-

do=ao lim y(z)=y*tredr=ao lim ylx)=yoxr
x—rxo+0d2 T—x0—01
Cor: se 61 e 02 sono i tempi massimali di esistenza = 1 e d2 > min{a, {7}, cio¢ non c’¢ piu la
dipendenza da L.
Cor: 1= +00, cioe f: (xg—a,z0+a) x R" — R" = se ds <a = lim |y(z)| = +ocelo

x—xo+0I2
stesso vale per §; (Teorema dell’asintoto).
Stiamo considerando il problema, con f continua e lipschitziana in y,

{y/ = f(x’y)

y:(xo—90,20+90) — R" f:(xo—a,zo+a)x B(yo) — R"
y(To0) = Yo

Abbiamo visto che 3! soluzione y con ¢ ~ min{a, 17}

In queste ipotesi su f, la soluzione y(x,yo) dipende con continuita da yq.

Teorema: sia y; € B,(yo) e sia y(x,y1) soluzione del problema, con y(xg) = y; definito in

(xo — 61,20 + 1), dove §; = max{a, %}, allora 35 e C dipendenti da f (cioé da M ed L)
tali che |y(x,y0) — y(z,y1)| < Clyo — y1| Va € (xg — 0,20 + 9).

Dimostrazione: scriviamo il problema in forma integrale

x

Zo

Facciamo la differenza

xT

ly(@, v0) — (&, 3)] < lyo — 3] + / 1 (5,905 0)) — £ (5, 9(s,9))]ds <

Zo

<lyo—yi + L / (5, 50) — (s, 9)lds < lyo — va] + Ll[u (s, 30) — u(s,92)l =y
zo

con Is = (zg — 0,z + 0).
Passando al sup in x € I5 e prendendo 6 < %:

y(z,90) — y(@,y1)|| < |yo — 1| + Lo|ly(z, yo) — y(z, y1)||Le =

1 1
—|yo — C= = O
17L5|y0 Y1 ( 1L5)

= lly(z,50) — y(z,y1)l|L~ <
OSS: usando Pequazione y' = f(z,y)
Iy (. 90) = o/ (@ 90) |z = ||f (2, 9(@.90)) = F (@ 9@ )] <
< Llly(z, y0) — y(@,y1)|| < CL|yo — y1|

La convergenza & anche in C'*(I5).
Lemma di Gronwall: Sia v € C%(I5(z0)) tale che 0 < v < o+ f;o v| Va € Is(xzp), con a, > 0,

= v(z) < aellzol

Dimostrazione: guardiamo il caso z > z¢ e poniamo u(z) = a + Bf;o v, quindi 0 < v(z) < u(x),
u(z) verifica v/ (x) = Pu(x) < Pu(zx), cioe u’ — Pu < 0, u(xy) = «

e—ﬁ(ﬂc—ﬂco)(u/ — Bu) = (e—ﬁ(x—wo)u)/ =0
— e A=)y () < wuzg) = a Vo > xo
— v(z) < ulz) < aefE) vz > g O

Usando questo Lemma ottengo
Teorema: |y(, yo) — y(,y1)| < e"*=olyg —y1| Va € L.
Dimostrazione: ragiono come prima e arrivo alla stima

ly(z,y0) — y(x, 31| < |yo — y1| + L/ ly(s,%0) — y(s,y1)|ds
xo
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e concludo col Lemma di Gronwall, ponendo « = |yo — 91|, 8 =L e v(z) = |y(x,y0) — y(z,y1)]. O
OSS: con un po’ di attenzione si vede che c’e dipendenza continua (lipschitziana) anche da (zg, yo).
Cosa possiamo dire se f € solo continua?

Esempio (Baffo di Peano): f(x,y) = 21/]y| non & lipschitziana.

%hﬂ¢mm|zﬁmwz{o © < 2o

y(0)=0 (x —20)® > 10

Quindi in generale non c’¢ unicita, ¢’ pero esistenza (!) e si fa approssimando f con funzioni f,
lipschitziane in y.
Ricordiamo un teorema di compattezza per funzioni continue su un compatto:

58 Teorema di Ascoli-Arzela

Sia K uno spazio metrico compatto (ad esempio, K C R"™ compatto) C(K) = {f : K — R
continue} spazio di Banach con ||f|| = max |f(z)|. Sia f, € C(K) tale che:
e

D sup|fn(z)| < +o0 Vz € K;

(2 fn sono equicontinue, cioe Ve 3§ tali che d(z,y) < § = |fn(z) — fn(y)| <e.
= 3f € C(K) ed Iny, sottosuccessione tale che f,, (z) W f(z) per k — +o0.
K
Dimostrazione: K, essendo compatto, ¢ separabile, cioé ammette un insieme denso numerabile.

X = U X,, X, finiti, X = K.

n=1
X, dato n, sia {B1(x)}zex un ricoprimento di K = 3 sottoricoprimento finito {B1 (x)}sex, -
Osserviamo che Vo € K 32’ € X,, tale che d(z,2’) < L da cui segue X = K.
X = {x1, ..., Tk, ...}, guardiamo f,(zy) con xp € K fissato. Per (I) la successione n — fn(x1)

. 1 . 1 o
ammette una sottosuccessione convergente f,g )(xl), faccio la stessa cosa con f,(L )(xz) € cosl via:

F@) @) . @) = meR
FP0) 1) o fP(z) — meR
@) @) o @) = meR

Considero la sottosuccessione di f, data da g = ,gk) e osservo che, per costruzione,
gk (z;) T v € R Vz; € X. Dico che g; ¢ di Cauchy in C(K) e quindi 3f € C(K) tale che
—+0o0

g(k) TK)> f per k — +o00. Devo mostrare che Vn 3k, tale che |gi(x) — gi(x)| < 3e Vk,1 > ke e

Vo € K. Fissato e > 0 sia ¢ tale che vale 2) e sia W tale che 2 < 4. So che gi(z;) & di Cauchy
Va; € Xz, sia quindi k. tale che |gx(z;) — gi(z;)| < e Va; € X7 (lo posso fare perché Xz & finito)
Vk,l > k.. Fissato v € K Jz; € X5 tale che d(z,z;) < % < § e quindi, ricordando (2), abbiamo

|9k(x)*gl(x)|§‘gk(aj)*gk(l’j)|+|gk(xj)*Ql(xj)|+|gl(xj)*gl($)|%35 Vkil>k O

OSS: se fr, : R — R tale che f"|§R sono equilimitate ed equicontinue VR > 0 = 3f,,, sot-
tosuccessione e f : R® — R funzione continua tali che f,, ﬁ f uniformemente in ogni
— 400

compatto K C R"™.
Teorema di Peano: sia f : (zg —a, 2o+ a) X By(yo) — R™ continua e limitata = 3 soluzione del

r_ z,
problema y' = f@y)
y(®0) = vo
Dimostrazione: si approssima f con fj funzione localmente lipschitziana in y, ad esempio, kK € N

fe(z,y) = jignf ){f(x,z) +Ekly — 2|} < f(z,y). fr & k-lipschitziana in y e lilzn fe=supfr = f.
z€B,(yo > k

definita in x € I5 = (zo — 0,20 + 0), 6 = min{a, 7}, con M = || f]|c.

k-lip in y
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In alternativa, si puo usare il Teorema di Stone-Weierstrass per cui i polinomi sono densi nelle
funzioni continue.

/
= . ,T,
y' = flz.y) con 0, — 0.
y(gjo) = 1Yo k— 400
yr sono equilibrate, y; = fi(x,yr) sono equilibrate = y;, sono equicontinue
Ascogrzela

Per il Teorema precedente 3! soluzione yy, : I5, — R™ di {

Jy : Is — R” tale che yy, k—> y uniformemente, a meno di sottosuccessioni.
—+o0

Le yy, verificano y(x) = 4o +f§0 fi (8, yr(s))ds e passando al limite ho y(z) = yo +f;o f(s,y(s))ds,
cioe y ¢ soluzione del problema. O
OSS: come gia visto, in generale y non & 'unica soluzione.

I
OSS: {y = J(@9) e supponiamo che‘ |f(z,9)| < a(x)|y| + b(zx) ‘ (sublinearita di f in y) con a, b

y(@o) = yo
positive e continue = se considero il problema in E = Is x R™ ho che [y(z)| < (yo+aB)+A [ |y,
con A = supa, B = supb T2 ly(z)| < (yo + aB)e™™ 0| < 400 per 2 € Iy = ho esistenza

Is Is
globale per il problema.

59 Caso speciale: sistemi lineari in y

y' = A(x)y +b(z) con A: I — M,, ,, continua e b: I — R" continua, con le ipotesi di 3! e di 3
globale, M, ,, > R" lo considero con la norma ||M]|| = Imlix |[Mz|gr~ (massimo autovalore) & una
z|<1
norma su M,, :
o [[A+ Bl <[lAll +IBI];

1A~ Bl < [[A]l - | BI];

1

2

4] < | Allgee = (X a)"
2¥)

Se:

- A(x) = AVz il sistema ¢ a coefficienti costanti;

- b = 0 il sistema ¢ omogeneo = le soluzioni di ¥y’ = A(z)y sono uno spazio vettoriale

"= A
di dimensione n con base le soluzioni y; di {y (2)y infatti Vyo = ((yo)l, - (yo)n)
Yo = €
/
=A
y(z) = >_(yo)iyi(z) ¢ soluzione di {y(o) @)y ma ¢ anche I'unica per 'unicita.
i Y = Yo

Nel caso generale y' = A(x)y+0b(z) si osserva che yi, y2 sono soluzioni = (y1 —y2)’ = A(z)(y1 —y2)
= y; — Y2 € soluzione del sistema omogeneo = le soluzioni sono uno spazio affine di dimensione

n: ‘y(x) = yp(x) + yo(z) ‘ (=soluzione particolare + generica soluzione del sistema omogeneo).

OSS: le equazioni lineari di ordine k£ > 1 rientrano in questo caso:
k-1 A
y ) () = Zai(x)y(z)(z) +bx) y:I—R a;,b: 1 —R

Y(z): I — RF |Yi(z) =y V(2)

Y/(r) =Yy 1<i<k—-1
{1(”“") 1 L=isk —Y' = A@)Y +B

V=00 aiYi + b(x)
0 1 0 0 0

0 0 1 . :

con B(z) = (0,...,b(z)) e R*, A(z)= | . . . . 0 e =y, .., Y =yl
0 0 © 1
ao aq as Afp—1



60 Sistemi lineari omogenei a coefficienti costanti

y' = Ay con A € M, ,,. (Risolubili esplicitamente)
Introduciamo ’esponenziale di una matrice:

Ak
A M, — M,, ., definita dalla serie et = = Z
’ ’ =0 N~>+oo If'

OSS: ponendo fx(A) = % My, — My, siha

. AN
IACESS < el < eR se 4] < R
k=0

!
— Kk

S} N
Quindi, per il criterio della convergenza totale nello spazio M,, ,,, dato che > HA]TTH < ellAll 1e
k=0

somme parziali fy(A) — e sono uniformi sui compatti di M, ,,, con |[e?]] < ellAll.
Proprieta di e?:

e s¢e AB = BA = eAtB = ¢4eB = ¢BeA:

6A+372(A+B Z()A%Bkl kzo

k=0 k=0 i=0

k

AP Bk—i e
Ollf lez

1=

SS: non ¢ vero se A, B non commutano;

e Ragionando come oer e” si pud mostrare che

n
et = lim (I + > con I = matrice identita.
n

n——+00

e Usando il fatto che det(I +cA) = 1 + etr(A4) 4 o(e), che segue dal fatto che det(I +¢cA) =
[T +eX) =1+ A +o0(e) =1+etr(A) + o(e), con \; € C autovalori, si ottiene che

7

det(e?) = e > 0

A 0 Ak 0 eM 0
.A: '.. :}Ak: '.. SQA: ..
0 An 0 A\ 0 etn
Prop: la funzione x — €% ¢ differenziabile e si ha d eAT = AeA®,
=A
Di conseguenza, la soluzione di y'=Ay & data da | y(z) = eA@=70)y,
y(xo0) = yo
Dimostrazione:
d A(z+h) _ Az Ah _
Lt _ iy & T T Ay ©
dx h—0 h h—0
e Akhlc e Akhk—l
Ah _ _
e = Z ko Ith Z k!
k=0 k=1
—_———
=A+0(h)

- ie‘% = e lim i AR = e A = Ae?®
dx o h—0 k! o -

OSS: resta il problema di “calcolare” eA®.

y = Ay + b(x)
y(l"o) =7Y0

Analogamente nelle equazioni del primo ordine, la soluzione di { ¢ data da
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y(z) = eA(””*“)yoJr/ e~ A)b(s)ds |, infatti
N—— zo

=yo(z) —_
=yp(x)

y'(z) = AeA(””_JCO)yo + AeA””/ e_A(S)b(s) + AT “b(z) = Ay(z) + b(x) e y(zo) = yo.

Zo

61 Sistemi autonomi

= f(z), f: R" — R™
Lo studio della stabilitd dei punti stazionari = : f(x) = 0 si fa guardando gli autovalori della
matrice D f(x):

e Re(A) >0 VA autovalore = instabilita, sorgente;

e Re(\) <0 VA autovalore = stabilita, pozzo.

In dimensione 2 abbiamo classificato i punti stazionari in selle, fuochi (stabili o instabili), nodi
(stabili o instabili) e centri.

62 Teorema di linearizzazione (Hartman-Grobman)

f: R" — R"™ di classe C!, p tale che f(p) = 0 punto stazionario iperbolico, cioe Re()\) #
0 VA autovalore di Df(p),= 3U > p intorno di p e un omeomorfismo ¢ : U — R™ che
mappa le traiettorie di ' = f(z) in quelle del linearizzato X’ = Df(p) - X. Piu precisamente
X"=Df(p)- X
X(0) = Xo

o(p) = 0 e X(t,Xp) = ¢<$(t,¢_l(xo))), dove X(t, Xg) ¢ soluzione di {
———
—z0
a’ = f(z)
:E(O) =x9€U
La dimostrazione non & semplice ma deriva dal Teorema delle contrazioni.
OSS: in generale, anche se f € C°, ¢ non ¢ C'' ma solo hélderiano.
OSS: Tipotesi p iperbolico ¢ essenziale.
OSS: fuori dai punti stazionari il sistema z’ = f(z) & regolare (Teorema di rettificazione).
Cosa si puo dire oltre allo studio dei punti stazionari?

x(t, xg) & soluzione di {

a) Qual & il comportamento di z(t, z¢) per t — +oo?

b) Esistono orbite periodiche (non costanti)? Cioe soluzioni x(t,z¢) tali che x(t + T,x0) =
x(t,x0) Vt per qualche T > 0 (periodo).

63 Insiemi limite

Data una soluzione z(t) con z(ty) = zo:

1) se & definita su [tg, +00), si dice w-limite 'insieme dei punti di “accumulazione” di z(t) per
t — +o00, cioe T € w-limite = 3t,, — 400 con z(t,) — T;

2) se & definita su (—oo,%p] si definisce analogamente I’a-limite come insieme di “accumu-
lazione” di x(t) per t — —oo0.

Prop: L = w-limite di z(¢) (lo stesso vale per 'a-limite), allora:

(D L chiuso;

z
(@ L ¢ invariante, cioé Z(t) € L Vt > 0 e V%o € L, dove & risolve {~
(3 se L & compatto & anche connesso.
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Dimostrazione: (I) T punto di accumulazione di L = 3z,, —— T con z,, € L,

n—+oo
2, — Z| < 1, = 3a(t,) tale che |z, — z(t,)| < + = 2(t,) —— T=7T € L.
n——+oo
i = f(z)

(2) sia () soluzione di , dato che zy € L, Jz(t,) —— &g =

.’1?(0) =2Zg €L n——+oo
x(ty, +1) P Z(t) Vt > 0, per la dipendenza continua dai dati iniziali, = Z(t) € L Vt > 0.
n——+0o0o

(3 L compatto, se per assurdo non fosse connesso, = U3, U aperti disgiunti tale che
L=L1ULy, Ly =LNU; e Ly =LNUs. Ly, Ly compatti disgiunti = dist(Lq, L2) = § > 0. Sia
Y ={z:dist(Ly, L) = g}, 3t, — +oo tale che z(t,) € X.

Per compattezza 3x(ty, ) P TeXx=7TcLmalN¥=0 " O

64 Teorema di Poincaré-Bendixson

n = 2, L insieme limite compatto di z(t), f(x) # 0 Vo € L (non contiene punti stazionari) = L

¢ un’orbita periodica (non costante). L si dice ciclo limite di z(t).

Cor: K C R? compatto invariante per 2’ = f(x) senza punti stazionari = K contiene un’orbita

periodica. Basta prendere 'w-limite di x(¢, xo) per un qualunque zg € K.

Dimostrazione (Teorema):

Def: S =~([0,1]), v : [0,1] — R? regolare e iniettiva ¢ una sezione locale del flusso se f(x)

non € mai tangente ad S Vx € S.

Lemma: S sezione locale, x(t) soluzione, z; = z(t;) € S, con t; < t;y1 et € {1,...,n},= xz; & una

successione monotona in S, cio¢ v~ !(z;) & monotona in [0, 1].

Dimostrazione: R? \ A ¢ invariante = x3 non puo stare tra x1 e xs. O

(Concludiamo la Dimostrazione del Teorema) L w-limite di z(¢), L compatto senza punti stazionari.

Yo € L, y(t) soluzione di ¥’ = f(y) con y(0) = yo => y(t) € L (L & invariante). Sia L C L

l'w-limite di y(¢) compatto, zo € L' e S sezione locale in zy. zg € L’ = Jt, — 400 tale che

y(tn) — 290 € S = 3t!, — +oo tale che y,, = y(t,) — 20, yn € S, in particolare, y,, € monotona

su S per il Lemma. Dico che y, = 2 ¥n = y(t) ¢ una soluzione periodica (L' = Im(y(t))).

Supponiamo per assurdo che se Yy, # Ym € Yn,Ym € L = sono punti di accumulazione di z(t).

A7, o tali che z(1x) —— Yn, x(0k) —— Ym e posso supporre z(1;) € S, z(o) € S
k——+oo k—+oo

Vk = x(t) non interseca S in maniera monotona = = y,, = 2y Vn e y(t) ¢ periodica. O
x(t) non interseca y(t) — L\ L’ sta tutto fuori da L’ o dentro L'.

Supponiamo per assurdo L \ L' # 0, sia 29 € L'\ L’ e z(t) la soluzione con 2(0) = 29 = 2(t) ¢
un’altra orbita periodica.

L deve essere fuori da Im(z(t)) e contenere Im(y(t)) © = L = L' = Im(y(t)).

OSS: K ¢ invariante per ' = f(z) se ‘ flx)n(z) <0 Vo e dK ‘, dove n(z) ¢ la normale esterna a
OK in x.

65 Dinamica di popolazioni

65.1 1 popolazione

z(t) = numero di individui al tempo ¢.

{m’(t) = kx — cx? dove x(t)

k
" ¢ soluzioni stazionarie
2(0) = 2o x(t) =0

k> 0 ¢ il tasso di crescita e ¢ > 0 e lo smorzamento (o competizione).

65.2 2 popolazioni in competizione

(t) e y(b),

2 = (k1 — a1z — aroy)x
y = (/f2 — 021 — aggy)y
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k1,ko > 0 crescita e ai1,a12,a21,a22 > 0 competizione.
Sistema autonomo 2 x 2, studio qualitativo:

cerchiamo i punti stazionari

—ai1

k
T+ L oretta R,
a12 a12

¥ =0<=k —anz—apy=0=—=y=

- k

421 T+ 22 retta Rs
a22 a22

Ci interessa il 1° quadrante: chiamo O il punto (0,0);

Py il punto di intersezione tra R; e ’asse x, (alel’ 0);

Yy =0 y=

P, il punto di intersezione tra Ry e l'asse y, (0, {%),
Pj5 il punto di intersezione tra Ry e Ro.
Caso 1: R e Ry non si intersecano nel quadrante

O, Py, P, punti stazionari:
Stabilita di O7 Pl» PQZ

O nodo instabile, P; nodo stabile e P» sella, infatti:
2 =k

Y = koy

ki O

O : il sistema lineare e { 0 ko

la matrice Jacobiana ¢ ( ) — nodo instabile.

La matrice Jacobiana in un generico (z,y) é:
ki1 —2anz — aizy —a12%
J(x,y) =
() ( —ag1y ko — a1 — 2a22y

Conclusione: tutte le soluzioni — P;: sopravvive solo la prima popolazione.

Caso 2: R; e R si intersecano nel quadrante

Se % > % = P;, P, nodi stabili, O nodo instabile e P5 sella (verifica con la matrice J(x,y)).
Conclusione: sopravvive solo una popolazione in base al dato iniziale (zg,yp).

Se % < % = O nodo instabile, P, P, selle e P3 nodo stabile (idem).

Conclusione: le due popolazioni “convivono” e si stabilizzano in P3, g > 0 e yg > 0 =

(l'(t),y(t)) m) P3~

65.3 Modelli preda-predatore (Lotka-Volterra)
z(t) prede e y(t) predatori.

Y =(—c+dr)y =y =—ct — y(t) = yge=

{x’ =(a—by)r =2 =ax — z(t) = z0e™
Punti stazionari:

>0
>0

a

! — —
[0t o e (5)

Y =0 y=0VvVze=

[SHISERS IS

Stabilita di O e P:

_ (a—by —bx _fa O
J(:E?y)_( dy C+d:€)z(}(070)_(0 C>:>Osella

_be
J(P) = <aOd 0d> tr(J) =0= A4 ac=0= \ = £iv/ac Adet(J) = ac > 0 => P centro.
b
OSS: in P non vale il Teorema di linearizzazione, il P potremmo avere un centro o un fuoco.
Se P fosse centro, ci aspetteremmo che il quadrante sia fibrato in orbite periodiche del sistema.
Cerchiamo un integrale primo, cioe

V : (0, +00)? — R tale che %V(x(t),y(t)) =0
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0= = V(@) y(t) = VV(x(t),y(1) (' (1), y' (1)) = Va(@,y)(a = by)z + Vy (@, y)(=c + dz)y

Dividiamo tutto per zy e otteniamo

Vx(x,y)(‘y‘—b) +Vy(x,y)(—;+d) =0

Ad esempio, possiamo porre

Ve(r,y) = —S+d=V = —clogx +dx + f(y)

Vy(z,y) = =5 +b=V = —alogy + by + g(z) :>‘V(‘T’y) —dr+by—cloga —alogy

¢ integrale primo. V e coerciva nel quadrante, con minimo in P.
{V = ¢} sono le orbite del sistema, P & un centro.

Variante leggermente piu realistica:

' =(a—by—ex)x
Y = (—c+dz—dy)y

€,0 > 0, piccoli, competizione.

=0« x=0Va—>by—cx=0retta R;
Y =0<=y=0V —c+dx— dy =0 retta Ry

Siano: O il punto (0,0);
Q il punto di intersezione tra R; e l'asse , (%, O);
P punto di intersezione tra Ry e Rs.

_ (a—2ex — by —bx
J(@,y) = < dy —c+dx — 2§y>

O e @ sono selle.

Si puo verificare che J(P) ha autovalori complessi coniugati con parte reale < 0 = P & un fuoco
stabile: le due popolazioni si stabilizzano in P.

OSS: la funzione V precedente V(z,y) = dx+by—clog x —alogy diventa una funzione di Lyapunov
per il sistema, ciod £V (z(t),y(t)) = VV(z,y)(&,9) <0, {V = c} sono tutti compatti invarianti.

66 Misure di Hausdorff

Sono misure di Borel in R™ pensate per misurare insiemi “k-dimensionali”.
Def: k € [0,n], A C R"™ insieme.

*F(A)  =sup *E(A) = lim X% (A)
5>0 —— 6—0
misura di H. k-dim premisure di H. k-dim
ricopr. di A

00 ——
Dove X¥(A) = % inf { > diam(E;)* : diam(E;) <0 Vi, |JEi 2 A}
i=1 i

Dove % & la misura della palla unitaria in R* e diam(E) = sup |z —y|.
z,yekE

OSS: 61 < 8y = X§ (A) > X5 (A).
OSS: si puo dare la definizione supponendo che gli E; siano palle in R™ e si ottiene

S*(A4) > " (A)
——

misura di H. sferica

37



Teorema:
1) X* & una misura di Borel, cioé X* & una misura esterna e M 2O Z(R");

(
(2) H® & la misura che conta i punti, X* = #A4 e X" = Z;

(3) k> Kk e>P(A) > 0= X" (A) = +oo;

(4) f:R™ — R™ & c-lipschitziana = X" (f(A4)) < " (A).

Dimostrazione (idea): (1) (©) verifica che )(5, e quindi G , € una misura esterna, cioe¢ ¢ monotona
per C e U—subaddltlva
(O X* & additiva sui distanti, cio¢ dist(a,b) > 0 = XF(AU B) = X%(A) + X% (B),

_ dist(A,B)
dove § = — 5 -

() = »¥(A) = X*¥(AN B) + X*(A\ B) VB Borel (basta B chiuso) " “22%Y A1 > B(R™).
@ XO(A) = #A O A= {21, ...z, } § <min 22l ) — 1,
Xs(A) = 1nf{21 diam(E )<§ACUE¢}:n:#A.
O #A =400 = X(A) = sup }(O(A’) +00 (monotonia).
A'CA

() X" =Z & un po’ pitt complicato (non lo facciamo).
©)

k _ Yk : Ve g , ,

X5 (A) = ok inf { Zdlam(Ez) s diam(F;) < 6, UEZ 2 A}
>0 1 1

diam(E;)* < 6 * diam(E;)* = Zdiam(Ei)k < oFH Zdiam(Ei)k/ =

2 ’ ’
Wk Wk k—k' ok
— 5(A)<<2kwk/>6 X5 (A) =
5—0 0
=& (4) > iak/*kx’g(A) — ¥¥(A) = +o0
Ck 0—0

0SS: viceversa X*(A) < 400 = }(k/(A) =0 VK >k, cioe X*(A) pud essere # 0 per un solo k.
@ E; ricoprimento di A = f(E;) ricoprimento di f(A) e si ha

diam(f(E;)) < Cdiam(E;) = Zdlam b <ok Zdlam ) = H* (f(4)) < CFHF(A)

Esercizio: v : [a,b] — R™ curva regolare iniettiva = >* ('y([a, b])) f |y (t)|dt.

0SS: »*, k < n, non ¢ finita sui compatti (=non & di Radon) e non & a—ﬁmta (znon si puo scrivere
R" come unione numerabile di insiemi di misura finita). Inoltre X*(A) = 400 YA C R" aperto.
Se E ¢ un Borel, o-finito per LG }(k|E ¢ una misura di Borel o-finita, possiamo definire:

[ s [ garet
E R”

Ad esempio: [ f = f F@) Y @) = fv<[a_’b]) fdt,

67 Dimensione di Hausdorff

Def: E C R" dimy((E) = inf{k > 0 tale che X*(E) = 0}. Poniamo X"(E) = 0 Vk > n.

0SS: E ha dimensione k = X/ (E) = 0Vj > k e ¥/ (E) = +oo Vj < k (X*(E) € [0, +o0]).

OSS: L < R" spazio affine k-dimensionale = dimy((L) = k.

Domanda: esistono insiemi con dimy((£) ¢ N7 Si, gli insiemi frattali.

Siano S, ..., Sy, similitudini di R, E C R" ¢ invariante se E = |J S;(E), ad esempio K C [0, 1]

Cantor verifica K = %K U [§ + ;K] .
~~
S1(K) Sa(K)
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dove S;(E) = T;(X\;(E)) T; isometria di R" = X*(E) = ( > A)H(E) = Z/\(-l = 1| deter-

mina la dimensione « di F.
Esempio: K = %KU (% + %K) Cantor,n=2e A\; = Ay = %:

log 2
log 3

1 [e3%
2(3> =1=3"=2=a= €(0,1)

OSS: esempi analoghi in R", ad esempio la curva di Koch in R?, ecc...

68 Insiemi frattali

Similitudini (traslazioni, rotazioni, omotetie) Sy, ..., S, : R® — R", S;(z) = A\, T;(x), A; € (0,1),
T; isometria, F C R™ frattale associato a Si,...,S, se E = |J S;(E).

i=1
Teorema: S, ..., Sy, similitudini = 3! compatto C C R™ tale che C' = J S;(C).

Esempio: C C [0,1] Cantor, S1(z) = 2z, So(z) = 2 + 3z e A; = Ao = 1.
Sia K(R™) = {K C R" compatto} C Z(R"), su K(R") & possibile mettere una distanza dy tale

che (K(R™),dy() ¢ metrico completo.

dy((Cy, C2) = max ( max d(, Cg),zrlréaéx d(y,C1)) = ||d(-,C1) — d(-, C2)|comn) =

zeCy

= max |d(x,C1) — d(z,C3)| Distanza di Hausdorff.
zeR™

La stessa cosa si pud fare con uno spazio metrico (M, d), K (M) = {C C M compatti},

(K(M),dy() & metrico completo.

Prop: M & compatto = K (M) & compatto.

Dimostrazione: T : K (M) = C*(M) T(C) = d(x,C) € °(M) & un’immersione isometrica, cioe
——

Banach

dCO(M) (T(Cl), T(CQ)) = B’é%\)j |d(.’£, Cl) — d(x, C2)| = d)((cl, CQ)

Data una successione C, C K(M), Cy # 0, le funzioni f = T(C}) sono equilimitate ed equicon-

tinue (1-lipschitziane) AscoAre. Afp, — [ =dist(z,C) = C}, ﬁ C per dy(. O
—+00

0SS: D C R™ compatto K (D) = {C C D compatti} = (K(D),dy) ¢ metrico compatto. Di
conseguenza (K (R™, d}() € metrico compatto.

Dimostrazione (Teorema): dato C' C R™ compatto sia ¥(C) = |J S;(C), & facile vedere che
i=1

dyc (¥(C1),¥(C2)) < Ady¢(C1,C2) A = max \; < 1 = 1 & una contrazione su (K (R"), dy¢) = 3!
punto fisso per ¢ in K(R"™). O
Per tale C' ¢ definita dimy(C') = « tale che > AY = 1.
i=1

OSS: vale sempre X% (C) < 400 e, sotto opportune ipotesi su S;, vale anche X*(C) > 0.
Esempi:

e Curva di Koch;

o Triangolo di Sierpinski;

o Tappeto di Sierpinski;

o Curva di Peano

OSS: un buon testo per approfondire ¢ “Fractal geometry” di Falconer.
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OSS: col termine frattale si identificano anche oggetti piu complicati, tipicamente insiemi
limite di sistemi di ODE continui o discreti (successioni per ricorrenza).
Esempio significativo: Insieme di Mandelbrot e Julia.

n
f : C — C analitica, tipicamente f(z) = Y. apz®, 2,41 = f(2n) successione per ricorrenza,
k=0

C(f) = {70 : zn ¢ limitata} = J(f) = 0C(f) ¢ linsieme di Julia.
Esempi:

O f(z) =22 2z, = 28", C(f) = B = J(f) = 0C(f) (=circonferenza di raggio 1);
O f(z)=2%+cceC. Linsieme J. = J(f) pud essere un insieme “frattale” complicato.

Def: M = {c: J. & connesso} = {c: 0 € J.} ¢ I'insieme di Mandelbrot.
OSS: J(f) ¢ sempre invariante, cioe f(J(f)) = J(f).
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