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Prefazione

L’universo di Analisi Matematica 2 ¢ meraviglioso ma al contempo bisogna
fare attenzione. Riportiamo a tal proposito una citazione del nostro mentore,
grande esperto dei viaggi intergalattici:

”Detta cosi sembra che da una variabile a spazi di Banach tutto funziona
un po’ uguale. In parte é vero e bisogna riconoscere quello che funziona
senza fatica, pero poi si capisce che una funzione a pit variabili, gia in due
variabili, puo essere piuttosto complicata. Se uno e costretto a scendere li é
come nei... capito... Un conto € quando con l’astronave fiuuuuuuy uno
guarda dall’alto un pianetino, allora siamo tutti bravi poi se invece bisogna
scendere dove ci sono ahhhhh mostri orrendi no, giusto, quindi questo per
dire che in generale e quando uno scende...”

Siamo consapevoli che un esploratore dilettante potrebbe ora spaventarsi
quindi ricordate: DON’T PANIC, anche gli autori della Guida Galattica per
Analisti sono impanicati.

Il nostro team di scrittori scelti (poveracci capitati a caso al corso Analisi
Matematica 2 dell’'UniP1i) e stato incaricato di descrivere i pianeti, i pericoli e
le meraviglie di quest’universo, sotto I'illuminante guida dei professori Pietro
Majer e Nicola Visciglia.

A soccorrerli, i compagni di corso che con correzioni e annotazioni hanno
portato alla luce le trappole piu infami di quest’universo e vi garantiranno
la sopravvivenza in questa avventura.

Non ci resta quindi che augurarvi... BUON VIAGGO!
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Capitolo 1

Spazi e Strutture

1.1 Strutture di Spazi

1.1.1 Spazio Topologico

Definizione 1.1.1 - Spazio Topologico
Uno spazio topologico € una coppia (X, 7), dove X insieme e 7 famiglia di
sottoinsiemi di X con le proprieta:

1. 0,Xer
2. ABetr=ANBer

3. Data una famiglia {A;}ic; C7siha |JA; €7
il

Definizione 1.1.2 - Spazio di Hausdorff
Uno spazio di Hausdorff ¢ uno spazio topologico (X, 7) per cui:

Ve,ye X,o#y JA Berttaleche ANB=0: x€AyeB

Definizione 1.1.3 - Aperto e Chiuso
Sia (X, 7) spazio topologico. Allora:

e A € 7 si dice aperto della topologia.
e ' C X tale che X \ C € 7 si dice chiuso della topologia.

Definizione 1.1.4 - Parte Interna
Sia (X, d) spazio metrico con S C X. Allora il massimo aperto tra gli inclusi
in S e la parte interna di S. In particolare:

int(S)=s=|J 4

ACS aperto
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Definizione 1.1.5 - Chiusura
Sia (X, 7) spazio topologico con S C X. Allora il minimo chiuso tra quelli
che contengono S ¢ la chiusura di S. In particolare:

S= ) ¢
CDS chiuso
Definizione 1.1.6 - Denso

Sia (X, 7) spazio topologico con S C X. S si definisce denso se S = X.

Definizione 1.1.7 - Intorno
Sia (X, 7) spazio topologico con U C X e z € X. U & un intorno di x se
dAe€Tttalechez € ACU.

Osservazione 1.1.1 - Caratterizzazione Aperti
Sia (X, 7) spazio topologico. Posso caratterizzare gli aperti:

A€ 1< A éintorno di ogni suo punto

Definizione 1.1.8 - Sottospazio Topologico
Sia (X, Tx) spazio topologico con Y C X. Y & spazio topologico con la
topologia di sottospazio:

v ={ANY | Aapertodi X}

Definizione 1.1.9 - Finezza
Siano 77 e 15 topologie dello stesso insieme X. 71 si dice piu fine di 7 se e
solo se 11 D 7.

Definizione 1.1.10 - Base di una Topologia
Sia (X, 7) uno spazio topologico. B C 7 & una base della topologia se:

VAer3IB CB: A= UF
FeB

Definizione 1.1.11 - Prodotto di Topologie
Siano (X7, 7) e (X2, ) spazi topologici. La topologia prodotto ¢ I'insieme
X1 x X5 con la topologia definita:

1. come la topologia meno fine che rende le proiezioni m; : X7 x Xy — X3
e my : X1 X X9 — X5 continue.

2. date By e By basi di X; e X5 rispettivamente,
{Bl X By | B, € BI,BQ € BQ}

¢ una base della topologia.
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Definizione 1.1.12 - Connessione
Sia X spazio topologico. Allora:

e X non e connesso < 3 Ay, Ay aperti non vuoti disgiunti tali che:

A1UA2:X

e X ¢ connesso < X e () sono gli unici chiusi e aperti

e X normato e connesso < X e connesso per spezzate

1.1.2 Spazio Metrico

Definizione 1.1.13 - Spazio Metrico
Uno spazio metrico € una coppia (X, d) dove X ¢ un insiemee d : X x X — R
e una funzione distanza tale che:

L. Ve,ye X d(z,y) >0 e dz,y)=0cz=y
2. Ve,y € X d(z,y) =d(y,x)
3. Vo,y,z€ X d(z,y) <d(z,z)+d(z,y)

Definizione 1.1.14 - Palla Aperta
Sia (X, d) uno spazio metrico. Siano z € X e r € [0;+o00], allora la palla
aperta di centro x e raggio r e:

B(z,r)={y € X |d(x,y) <r}

Definizione 1.1.15 - Aperto Metrico
Sia (X, d) uno spazio metrico. Sia A C X. A si definisce aperto metrico per
(X,d) se:

Vee Ade>0]| B(z,e) CA

Definizione 1.1.16 - Sottospazio Metrico

Sia (X, dx) spazio metrico. Sia Y C X. Allora (Y, dy) & sottospazio metrico
di (X,dx) dove la distanza dy = dx|yxy-

1.1.3 Spazio Normato

Definizione 1.1.17 - Seminorma
Sia V spazio vettoriale. Una sua seminorma ¢ una funzione ||-|| : V' — [0; +o0]
tale che:
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1. || - || positivamente omogenea. Vo € V, X € K:

[Az]| = |- [l]

2. || - || subadditiva. Vz,y € V:

Iz +yll < llz[] + llyll

Definizione 1.1.18 - Norma e Spazio Normato
Sia V' uno spazio vettoriale con una seminorma ||-||. Allora ||-|| ¢ una norma
se:

|z =0 < x=0

In questo caso, (V.|| - ||) € uno spazio vettoriale normato.

Definizione 1.1.19 - Prodotto Scalare
Un prodotto scalare per lo spazio vettoriale V' e una funzione ¢ : VxV — R
che sia:

e simmetrica: Va,y € V : qb(x,y) = ¢(y,x)

e bilineare: Vay,x9, 91,20 € V, A € R:

(1 + Ar2,y1) = O(21,91) + Ap(22, 1)
O(z1, 91 + Ny2) = @21, y1) + Ad(21,92)
e positiva: Ve € X 1 ¢(x,z) >0

Definizione 1.1.20 - Finezza
Siano || - ||1 e || - || norme di uno spazio vettoriale E.
Allora sono equivalenti:

L |- |ls & pit fine di || - |2
2.4d: (E,||-|l1) — (E,]| - ||2) & continua'

3. 3¢ <0 taleche ||z]s <c-|z|y, VxeFE

Vedere la Definizione 1.4.2.
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1.2 Proprieta di Spazi

1.2.1 Rapporto tra topologici, metrici e normati

Proposizione 1.2.1 - Metrico € Topologico
Sia (X,d) uno spazio metrico. X ¢é in modo naturale uno spazio topologico
con gli aperti definiti dalla metrica.

Proposizione 1.2.2 - Normato ¢ Metrico
Sia (V|| - ||) uno spazio normato. V' é in modo naturale uno spazio metrico
con la distanza:

Ve,y eV d(z,y) = [l -y

1.2.2 Caratterizzazione Sequenziale tra topologici e me-
trici

Sia (X, d) spazio metrico. Si possono definire nozioni topologiche in spazi
metrici tramite una caratterizzazione sequenziale. In particolare:

Definizione Spazio Topologico Spazio Metrico

. V{z} C C convergente

C' chiuso X\ C aperto awe X allorax & C

zes VU intorno di x vale UNS # 0 | I {zx} C S tale che z, — «

: : VU intorno di f(x) V{x\} convergenti a x

J continua in AV intorno di z: f(V) C U allora f(zy) — f(x)
X compatto N ricoprimentg aperto d'i X V{z} C X convergente

3 sottoricoprimento finito 3 sottosuccessione convergente

1.2.3 Completezza

Definizione 1.2.1 - Successione di Cauchy
Sia (X, d) spazio metrico. Una successione {z,} € X ¢ di Cauchy se:

Ve>0 3INeN: Vpg>N dz,z,) <ce¢

Proposizione 1.2.3 - Proprieta delle Successioni di Cauchy
Valgono le sequenti proprieta:

1. {x,} converge = {x,} é di Cauchy.

2. {z,} & di Cauchy = {z,} ¢ limitata.
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3. {zn} € di Cauchy e ha sottosuccessione {x,, } convergente
= {x,} converge, allo stesso limite di {x,, }.

4. [ (X,dx) — (Y,dy) é uniformemente continua e {x,} é di Cauchy
= {f(x,)} é di Cauchy inY.

Dimostrazione. Dimostriamo le proprieta in ordine.

1. Sia {x,} successione convergente, x,, — x. Allora per ogni ¢ > 0,
per definizione di limite per una successione, esiste N € N tale che
d(x,,r) < 5 per ogni n > N.

Allora per tale N vale che: d(z,,z,) < d(z,,z) + d(x,,x) < € per
ogni n,m € N. Cioe la successione e di Cauchy.

2. Sia {z,} di Cauchy. Allora per € = 1 per definizione esiste NV € N tale
che:
Vn,m >N d(z,,z,) <e=1

Cio significa che dato il numero reale R = maz ({d(zy,z)) |0 < k <
N} U{1}) vale:
e per ogni k < N: x, € B(zy, R) per scelta di R come distanza
massima dei primi N elementi della successione da xy
e per ogni n > N: x, € B(xy,1) C B(xy, R) per la proprieta di
successione di Cauchy

e segue che {x,} C B(zy, R) cioe la successione & limitata.

3. Dimostro che se x,, — Z per k — +o0, allora x, — = per n — +o00.
Infatti dato € > 0, esistono:
e K € N tale che d(z,,,7) < § per ogni ny > K
e N € N tale che d(z,,r,) < § per ogni n,m > N
da cui prendendo il massimo M = maxz{K, N} vale: per ognin > M ¢

per ny > N:
d(Ty,7) < d(zp, Tn,) + d(xp,,T) < €

4. Nelle ipotesi della proprieta, sia ¢ > 0. Considero n > 0 tale che
w(n) < e. Tale numero esiste perche w ¢ infinitesima in 0. Allora per
definizione di successione di Cauchy esiste N € N tale che d(x,,, x,,) <7
per ogni n,m > N. Allora per ogni h, k > N vale:

d(f(xn), f(2r)) < w(d(@n, z,)) <w(y) <e

da cui la tesi.
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Definizione 1.2.2 - Spazio Metrico Completo
Uno spazio metrico (X, d) ¢ completo se tutte le successioni di Cauchy in X
convergono.

Definizione 1.2.3 - Spazio di Banach
Uno spazio normato (£, | - ||) che sia completo come spazio metrico, ¢ detto
spazio di Banach.

Proposizione 1.2.4 - Proprieta della Completezza
Valgono le sequenti proprieta:

1. se (X,d) é spazio metrico compatto, allora é completo

2. (Xy,dy) e (Xa,d3) sono spazi metrici completi < X1 X Xy € spazio
metrico completo

3. Siano (X, d) é spazio metrico completo e Y C X. Allora: Y chiuso <
Y ¢ sottospazio metrico completo

4. Siano S un insieme e (E,|| - ||) spazio di Banach.
Allora B(S,E) ={f:S = E | ||fllco.s < +00} & completo

Dimostrazione. Dimostriamo le proprieta in ordine.

1. Sia {x,} € X successione di Cauchy.
Dato che X e compatto, per la Caratterizzazione 1.2.2 vale che {z,}
ha una sottosuccessione convergente. Allora per la Proprieta 3, la suc-
cessione {x,} converge allo stesso limite della sottosuccessione conver-
gente.
Dunque, valendo la proprieta per tutte le successioni di Cauchy, X e
completo.

2. Per definizione di distanza prodotto?, si deduce subito che:
{(xnayn)} g Xl X X2 di CaUChy A {xn} g Xl € {yn} g XQ di CaUChy
Ma allora, se X; e X5 completi, allora per n — +o00:

T, > T € X
yn%geXQ

2La distanza prodotto si puod scegliere tra le distanze prodotto gia note, tra di loro
equivalenti.
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Segue banalmente che (x,,y,) — (Z,y) per n — +00. Analogamente
per 'implicazione opposta.

. Usiamo la Caratterizzazione di chiuso 1.2.2.

(=) Se Y ¢ chiuso, allora per caratterizzazione di chiuso se una succes-
sione {z,,} CY converge a € X, allora Z € Y. Presa una successione
di Cauchy di Y, essa ¢ di Cauchy in X completo. Allora, convergendo
in X, converge nel sottospazio Y.

(<) Sia Y completo. Allora, se {z,} € Y & convergente in X completo,
e anche di Cauchy in X (quindi in Y'). Per completezza di Y, allora
r, — T €Y. Il sottospazio Y verifica la caratterizzazione di chiuso.

. Useremo la Proposizione 1.2.5. Sia {f,} C B(S, E) successione di fun-

zioni tale che > || fullw < +o0c. Proviamo allora che Y 7% f, con-
verge rispetto a ||+ ||oo.s-

Considerando la convergenza puntuale, costruiamo F' € B(S, E) a cui
la somma convergera. In particolare per ogni x € S si osserva che
| fo(@)lle < || fnlloo.s, quindi la seguente serie converge assolutamente
in E:

Y falz) = Flx)

Definendo con questo metodo la funzione F' in ogni punto di S, dimo-
striamo che appartiene a B(S, E):

“+oo +00
IF@)llses < D I fa@)lle < Y fall < 400
n=0 n=0

Resta da dimostrare usando la norma || - || s che:

an—>F per n — 400
k=0

Si vede in particolare che:

1F =" flloo = 1D Filloo <D Il = 0(1)
k=0

k>n k>n

per n — 400 in quanto la serie %0 || fu|le converge in E.
Dunque per ogni successione convergente in B(S, E), il limite sta in
B(S, E) quindi lo spazio & completo.
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Lemma 1.2.1 - Convergenza per Serie
Sia E spazio vettoriale. Ogni {x,} C E si puo scrivere:

n—1
Ty = 2o+ Z(%’H — ;)
i=0

Allora vale che:
{z,} ¢ convergente < > % x, ¢ convergente

Dimostrazione. Banalmente, data la scrittura in somma di x,,, valgono 1'im-
plicazione doppia: se il termine a sinistra converge, lo fa quello a destra e
viceversa. |

Proposizione 1.2.5 - Completezza per Serie
Sia (E, || - ||) spazio normato. E’ completo se e solo se ogni serie Y . T,
assolutamente (normalmente) convergente ¢ convergente.

Dimostrazione. Dimostro le due implicazioni separatamente.
. . . +oo
(=) Sia E uno spazio normato completo e la serie > "7 ||z, || < 400 assolu-
tamente convergente.
Considerando le somme parziali assoluta e non:

{an =30 lzall

Sn = ZZ:() T

dalla convergenza assoluta si sa che o,, converge in R completo, quindi {o,}
di Cauchy.

Ne segue che anche {s,} ¢ di Cauchy. Infatti siano e > 0e N € N tali che
lop, — 04| < € per ogni p > ¢q > N. Allora:

p p
lsp = sall =11 D anll < Y llawll = lop — ol <&

k:q+1 k:q—l—l

cioe la definizione di successione di Cauchy. Essendo {s,} di Cauchy in £
completo, ¢ convergente.

(<) Sia E uno spazio normato tale che ogni serie assolutamente convergente,
converge. Proviamo che E e completo.

Sia {z,} una successione di Cauchy, provo che essa converge in E. Essendo
di Cauchy, in particolare posso considerare una successione di indici ng <
ny < ng < ... tali che per ogni k € N:

HxnkJrl - xnk” S 27]6
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Per costruire questa successione, basta considerare g, = 27 per ogni k € N.
Per definizione di successione di Cauchy, prendo ny tale che per ogni p > ny:

l2p = @n, || < ek

Tali nj sono la successione cercata. A questo punto:

+oo “+o0o
Z H$nk+1 — || < Z =2 < 400
k=0 k=0

cioe la serie converge assolutamente.

Per le ipotesi su F, allora la serie converge semplicemente e per il Lemma
1.2.1, anche la sottosuccessione {z,, } converge. Dato che {z,} di Cauchy ha
una sottosuccessione convergente, converge in F. [ ]

Proposizione 1.2.6 - Condizione per Completezza in Lineari
Siano E, F spazi normati, sia in particolare F' completo. Allora L(E,F) ¢
completo.

Dimostrazione. Consideriamo la palla B = Bg(0,1) e la mappa restrizione:

j:L(E,F)— B(B,F)
T — T| B
Tale mappa j ¢ lineare iniettiva e isometria con l'immagine (immersione

isometrica):
1Tl eery = 1T,

Se dimostro che I'm(j) ¢ un chiuso di B(B, F’) (spazio completo per la Propo-
sizione 4), allora I'm(j) € completo, quindi per isometria L(F, F') & completo.
Sia in particolare {7T},} C L(E, F) una successione di mappe lineari tale che:

uni formemente
—

](Tn) = Tn|B

dove f € B(B, F). Dimostro che f € Im(j).
Definiamo la mappa:

x
() =l - /(7o)
k4l
e verifico che e lineare e controimmagine di f tramite j.

e T ¢ lineare in quanto per z,y € E e per a € K:

T(az) = llazl] - £ (7oor) = allel - £ (77) = oT@

oz I
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Tty JJ_JF?/)
[+ [z +

+y .
= Jim o+l T, (” H): lim T,(2) + Tu(y)

Tw+y) = o+ gl f(Tor ) = lim Jlo + yll - Tals(

n—-+o0o

=t ol T () ol ()

= i ol Tl () + ol Tl ()
= el () + ol (o) = T+ 7)

e j(T) = f infatti per ogni x € B:

f(z) = lim Tplp(z) = lim Th(x)= lim |z] T, QHQ

n—-+00 n—-+0o00 n—-+0o00

lim |z - wa)_ﬂ@—ﬂﬂ@—ﬂﬂ@)

n—-+o00

per cui effettivamente f € Im(j), segue la tesi. [ |

1.2.4 Compattezza
Proprieta Topologiche

Definizione 1.2.4 - Compattezza (Heine-Borel)
Sia X spazio topologico. Allora X e compatto se per ogni ricoprimento
aperto di X, esite un sottoricoprimento finito.

Definizione 1.2.5 - Numerabile Compattezza

Sia X spazio topologico. Allora X ha la proprieta di numerabile compattezza
se per ogni ricoprimento aperto numerabile di X, esite un sottoricoprimento
finito.

Definizione 1.2.6 - Proprieta di Lindelof
Sia X spazio topologico. Allora X ha la proprieta di Lindelof se per ogni
ricoprimento aperto di X, esite un sottoricoprimento numerabile.

Definizione 1.2.7 - Proprieta di Bolzano-Weierstrass

Sia X uno spazio topologico.

Definisco € X punto di accumulazione per A C X se per ogni intorno U
di x vale che ‘Uﬂ A‘ > No.

Allora X ha la proprieta di Bolzano-Weierstrass se ogni sottoinsieme infinito
ha punti di accumulazione.
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Definizione 1.2.8 - Compattezza Sequenziale
Sia X spazio topologico. Allora X & sequenzialmente compatto se ogni
successione in X ha sottosuccessioni convergenti.

Definizione 1.2.9 - I-Numerabile (A;)
Sia X spazio topologico. X e I-numerabile se ogni suo punto ha un sistema
fondamentale di intorni numerabile.

Definizione 1.2.10 - II-Numerabile (A;)
Sia X spazio topologico. X ¢ II-numerabile se ha una base numerabile per
la sua topologia.

Definizione 1.2.11 - Separabile
Sia X spazio topologico. X ¢ separabile se esiste un sottoinsieme denso
numerabile.

Proprieta Metriche

Definizione 1.2.12 - Spazio Totalmente Limitato
Sia X uno spazio metrico. Allora X e totalmente limitato se equivalente-
mente:

e Ve > 0 esiste una famiglia finita di palle di raggio € che ricopre X:

X = U B(z;,¢€)

1=1,....n
e V¢ > 0 esiste una e-rete finita?®.

Compattezza in Metrici

Lemma 1.2.2 - Equivalenza Proprieta
Sita X uno spazio topologico. Allora sono equivalenti:

e X compatto secondo Heine-Borel

e X ha proprieta di Lindelof e proprieta di numerabile compattezza

Dimostrazione. [ |

Lemma 1.2.3
Sia X spazio topologico. Allora:

3Una e-rete corrisponde all’insieme dei centri {x;} delle palle di raggio ¢ che ricoprono
X nella versione precedente della definizione.
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o X ha proprieta di Bolzano-Weierstrass

e X ha proprieta di numerabile compattezza

Dimostrazione. |

Lemma 1.2.4
Sia X spazio topologico. Allora:

Sequenziale compattezza = Bolzano- Weierstrass
Se X ¢é I-numerabile, allora:

Sequenziale compattezza <= Bolzano-Weierstrass

Dimostrazione. |

Lemma 1.2.5
Sia X spazio topologico. Allora:

II-numerabile = Lindelof e Separabilita
Sia X spazio metrico. Allora:

Lindelof = Separabilita = II-numerabile

Dimostrazione. |

Lemma 1.2.6
Sia X spazio metrico. Allora:

1. Bolzano-Weierstrass = Totale limitatezza = Separabile

Dimostrazione. |

Teorema 1.2.1 - Compattezza in Metrici
Sia (X, d) spazio metrico. Allora sono equivalenti:

1. Compattezza secondo Heine-Borel
Numerabile compattezza
Proprieta di Bolzano-Weierstrass

Compattezza sequenziale

Completezza e Totale limitatezza

Dimostrazione. |
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1.3 Spazi piu importanti

1.3.1 Spazio R"

Definizione 1.3.1 - Prodotto Scalare Standard
Un prodotto scalare ¢ una funzione (-,-) : R™ x R" — R dove:

Vo €RY: o (z,y) =) ay;
i=1

Proposizione 1.3.1 - Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz
Sia (+,+) prodotto scalare di R™. Allora Vx,y € R™:

(z,y)? < (z,z) - (y,9)

In particolare se (-,-) é un prodotto scalare definito positivo:

(z,y)* = (z,2)- (yy) & z=y

Dimostrazione. ]

Definizione 1.3.2 - Norma Standard
Sia R™ spazio vettoriale con prodotto scalare standard (-,-). Si definisce la
norma standard:

[zl = [lzll2 = v/ (z, )

Definizione 1.3.3 - Norme Ho6lderiane
Sia R™ spazio vettoriale. Una classe di norme di R" puo essere definita per
1 <p < 4o

1

(Z’Ll |xi|p>; 1<p< 400
][, = !

max {|z;|}  p=-too
Teorema 1.3.1 - Equivalenza delle norme | - ||,
Le norme || - ||, della Definizione 1.3.3 sono equivalentsi.
Dimostrazione. |

Proposizione 1.3.2 - Disuguaglianza di Holder
Siano z,y € R™ e (-,-) un prodotto scalare. Allora Vp,q € [1,+00] tali che
% + é = 1 wvale:

|, )| < [lzllp + llyllq
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Dimostrazione. [ |

Proposizione 1.3.3 - Disuguaglianza di Minkowski
Sia (R™, || - ||,) un spazio normato. Allora Vx,y € R":

[z +ylly < llzllp + [lylly

Dimostrazione. |

Osservazione 1.5.1
Siano x € R" e p € [1, +00], con (-, ) prodotto scalare. Vale:

(z,y)
z|, = max (z,y) = max ———
[, ||y||ps1( v) v#0 [yl

Dimostrazione. [ ]

1.3.2 Spazio delle Successioni

Definizione 1.3.4 - Norma della Successione
Sia © = z;;cy C R una successione. Allora definisco una classe di norme

come: L

:r:of|xi|p>; 1<p< 4+

T =
€N

Definizione 1.3.5 - Spazio delle Successioni
Definisco lo spazio delle successioni £, come:

GR)={z €RY | |z, < +o0}

1.3.3 Spazio delle Lineari Continue

Proposizione 1.3.4 - Caratterizzazioni Lineari Continue

Siano (E,| - ||g) e (F,|| - ||r) spazi normati. Sia L : E — F una mappa
lineare.

Allora sono equivalenti:

1. L limitata localmente in almeno un punto xo € E

2. L limitata sulla palla unitaria chiusa, cioé:

VeeE||z|lg<1 ICeR"||Lz||p<C
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Dimostrazione. [ |

Definizione 1.3.6 - Spazio delle Lineari Continue
Siano (E, |- ||g) e (F, |- ||r) spazi normati. Definisco lo spazio normato delle
lineari continue come l'insieme:

L(E,F)={L:E — F lineari e continue}
= {L: E — F tale che ||L||z(g,r) < +o0}

dove (definita la palla B = Bg(0,1)) la norma é&:

1Ll 2(E,F) = [|L]Bllco,5 = sup || L ||
z€EB
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1.4 Continuita

Definizione 1.4.1 - Continuita puntuale
Siano X, Y spazi topologici. La mappa f : X — Y si dice continua in zy € X
se:

V U intorno di f(zp) 3V intorno di z tale che f(V) C U

Definizione 1.4.2 - Continuita funzionale
Siano X,Y spazi topologici. La mappa f : X — Y si dice continua se
equivalentemente:

e f continua in ogni punto z € X
o V Aapertodi Y, f71(A) & aperto di X

Proposizione 1.4.1 - Composizione di Continue
Composizione di funzioni continue e ancora continua.

Dimostrazione. Siano X, Y, Z spazi topologici. Siano f : X - Yeg:Y — Z
funzioni continue.

Voglio dimostrare che go f : X — Z e continua. Sia zy € X, definisco
Yo = f(z0) e poi 20 = g(vo)-

Per continuita di g in o, per ogni W C Z intorno di zp = g(yo) esiste V C Y
intorno di yq tale che g(V') C W. Inoltre, per continuita di f in x¢, esiste un
intorno U C X di xq tale che f(U) C V.

Ma allora, per ogni W intorno di 2 esiste U intorno di zy tale che (go f)(U) C
g(V) C W, cio¢ g o f continua in . [ |
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Capitolo

Teoremi su Spazi

2.1 Serie di Neumann

Teorema 2.1.1 - Serie di Neumann
Siano (E,||-||) spazio di Banach e H € L(E) tale che ||H|| < 1. Allora I —H

invertibile e vale che:
—+o00
W
§=0

Dimostrazione. Si osserva subito che la serie geometrica j+:og H’ & normal-
mente convergente.

Infatti, per submoltiplicativitd della norma, ||H’|| < ||H||” per ogni j € N.
Allora si ottiene!:

Zumeumv— T <+

Dato che lo spazio L(FE) ¢ completo, allora Z;Og HY converge.
Ora, per continuita della funzione moltiplicazione a sinistra, posso fare il
passaggio al limite:

+o0
() =n (JL%ZHJ>_JL%H§H]

= lim ZHj“ - ZHj“ - ZHj — 7
n—oo e =0 =0

1'Usiamo 'ipotesi 0 < ||H|| < 1

27
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da cui segue subito che:

(I—H)(ion> -y

Analogamente si dimostra che i due termini commutano. Dunque [ — H &
invertibile con inversa:

“+oo

Jj=0

Corollario 2.1.1.1 - Addendum a Serie di Neumann
Nelle ipotesi del Teorema 2.1.1, la condizione |H|| < 1 non é necessaria. La
tesi é vera se 3m € N tale che ||[H™|| < 1.

Dimostrazione. Dalla serie di Neumann segue subito che I—H™ = ;og H™
¢ invertibile.
Inoltre vale il prodotto:

I—Hm—(I—M)<mZ_1Hj)

da cui si deduce che I — H ¢ invertibile (se il prodotto di 2 fattori & invertibile,
allora i fattori sono invertibili per le formule del rango). Posso allora scrivere:

(I—H)lz(niHj)(I o™y~ (m_IH)<mek)
— k: (ni Hmkﬂ') - ZOEH”

Resta da dimostrare che la sommatoria risultante converge. Ma (usando la
notazione precedente dove n = mk + j):

Z > ||H||J—(Z||Hm||)(g”ﬂ||j>

0<k<o0 0<j<m
1 ( ,
= = (DD IH ) < oo
= [[H] Z

per cui la serie converge in £(E) completo. |
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2.2 Teorema di Baire

Teorema 2.2.1 - Teorema di Baire con Aperti
Sia (X,d) uno spazio metrico completo. Siano A; C X una famiglia nume-
rabile di aperti densi.

Allora () A; é denso.
jeN
Teorema 2.2.2 - Teorema di Baire con Chiusi
Sia (X,d) uno spazio metrico completo. Siano F; C X una famiglia nume-
rabile di chiusi tali che int(F;) = 0.
Allora z'nt( U Fj> = ().
jEN
Dimostrazione. Dimostriamo il Teorema di Baire con i chiusi.
Supponiamo per assurdo che non sia vera la tesi, cioe in particolare che
z'mf( U FJ> # (). Allora per definizione di aperto in un metrico, esistono
jEN
zo € X e rg > 0 tali che B(xg,1r9) C U Fj.
jEN

Per ipotesi, int(F)) = 0, quindi B(zg,79) € Fi. Ne segue che esiste z; €
B(xg,19) \ F1. Essendo F} chiuso, esiste r; > 0 tale che la palla B(x1,7) ha
le proprieta:

o B(.’L‘l,rl> N F1 = Q)

[ B(xl,rl) g B(ﬁo,ro)

o <02
Per le stesse ragioni, reitero la costruzione appena fatta per ogni indice k € N.
Cioe trovo zy € B(xg_1,76-1) \ Fr—1 e r > 0 tali che:

1. B(.Ikﬂ"k) N Fk = (Z)

2. B(xg,me) € B(Tp—1,7%-1)

3. Tk S ;—2

Ora, osservo che le palle B(xy, 1) sono incluse 'una nell’altra per costruzione
(il punto 2). Cio mi dice che per ogni k € N vale che: z, € B(xg, %) per
ogni h > k.

Segue che la successione dei centri {z} ¢ di Cauchy perche:

,
d(zp, x) <15 < 2—2

2Questa condizione servira per ottenere la successione di Cauchy tramite i centri.
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e in particolare per ogni € > 0 esiste k € N tale che 57 <e.

Dato che X & completo, segue che x;, — & per k — +o00, con T € X.
Inoltre, essendo le code della successione {x} contenute in ogni palla chiusa
B(xy, i) per costruzione, segue che z € B(xy, ) per ogni k € N.

Per il punto 1 e per ogni k& € N:

T € B(xg—_1,7%-1) C B(xg, 1)
e dato che B(zg, ) N Fr, =0, T 3 F), per ogni k.

Assurdo, perche per ipotesi z € B(xg,79) C | Fj. [ |
jEN
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2.3 Teoremi di Immersione

Definizione 2.3.1 - Completamento

Siano (M, d) spazio metrico e (M, d) spazio metrico completo.

La mappa j : (M,d) — (M, cZ) si dice completamento se j ¢ isometria e j(M)
denso in M.

Teorema 2.3.1 - Immersione di Fréchet - Kuratowski

Ogni spazio metrico (M,d) si immerge isometricamente in uno spazio di
Banach (E, || - ||). In particolare, E = Cy(M).

Dimostrazione. L’idea fondamentale ¢ usare la funzione distanza d per im-
mergere M nello spazio delle funzioni continue limitate Cy(M).
Bisogna pero distinguere 2 casi:

e M ha "diametro finito”, ossia la funzione distanza e superiormente
limitata. Allora basta considerare:

©: Md — G(M), |-l
A d(z,-)

Dimostriamo che ¢ un’immersione isometrica.
E’ iniettiva perche se d(z,-) = d(y,-), allora valutando in y ottengo
che:

dlz,y) =d(y,y) =0 <= z=y

E’ un’isometria in quanto:

ld(z,-) = d(y, )l = d(,y)

perche per ogni u € M per disuguaglianza triangolare:

d(l‘, u) - d(y7 U) < d(l’, y)
d(y,u) — d(x,u) < d(x,y)

per cui a sinistra posso considerare il valore assoluto e prendendo il sup
ueM
ottengo:

ld(z,-) = d(y, )l < d(,y)

e in particolare per u = x ho 'uguaglianza:

ld(z,-) = d(y, )]l = d(,y)
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e M non ha ”diametro finito”. Allora consideriamo per xq € M fissato:

jm(): Mad — Ob(M)>HHOO
x> d(z,:) —d(zo,)

In particolare j,,(x) & limitata per ogni + € M in quanto per il caso
precedente:

1720 (2)]lo0 = lld(, -) — d(xo, -)[lec < d(z, o)

Ora si conclude con una dimostrazione analoga, in particolare l'isome-
tria deriva dal fatto che:

1720 () = T () llo = [l -) = d(y; ) l|oo = d(z,9)

Corollario 2.3.1.1
Ogni spazio metrico si include come sottoinsieme denso in uno spazio com-
pleto.

Teorema 2.3.2 - Estensione per densita di funzioni uniformemente
continue

Stano (X, d,) spazio metrico e (Y, d,) spazio metrico completo. Sia D C X
denso ed f: D — Y uniformemente continua (con modulo w).

Allora 3! F : X — Y estensione continua di f. Inoltre, F é uniformemente
continua con modulo w.

Dimostrazione. Definiamo F'(x) = f(z) per ogni z € D. Presox € X C D,

consideriamo una successione {d, },eny C D tale che d, "2EC 4. Allora si
definisce F'(x) = hrf F(d,). Verifichiamo che:
n——+0oo

e il limite esiste perche {d,} converge, quindi ¢ di Cauchy. Per continuita
uniforme {F(d,)} ¢ di Cauchy nello spazio Y completo. Segue che il
limite esiste.

e presa un’altra successione {d,} C D che converge a z, considero la
successione {dy, d},ds,d,, ... }. Essa converge sempre ad z. Ma allora
{F(dy), F(d}), F(ds), F(d,), ...} & convergente e per unicita del limite
segue che lim F(d,)= lim F(d)).

n—-+00 n—-+0o

e [ ha lo stesso modulo di continuita di f. Sia 6 > 0. Dati zg,2; € X

tali che d(zo,x1) < 4, allora siano {d,} e {d],} successioni in D che
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convergono rispettivamente a xy e 1. Allora osservo che (essendo tutte
le successioni di Cauchy posso passare ai limiti delle distanze):

n—-+00 n—-+o0o

d(F(z9), F(x1)) =d ( lim F(d,), lim F(d;))

. . / . U
= Jlim_d(F(d,). F(d,)) < lim w(d(d,.d})

= w(d(xg, 1)) < w(9)
per cui I ha modulo di continuita w.

Teorema 2.3.3 - Unicita del Completamento

Sia (M,d) spazio metrico. FEsiste j : (M,d) — (M,CZ) completamento di M
a M spazio metrico completo.

Allora j € unico a meno di isomorfismi.

Dimostrazione. |

Proposizione 2.3.1 - Estensione di normati

Sia (E,|| -||) spazio normato. Essendo metrico, ha un completamento come
spazio metrico E.

Allora estendendo la norma, E ¢ normato.

Dimostrazione. |
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2.4 Teorema di Mazur - Ulam

Definizione 2.4.1 - Mappa Affine
Siano E, I’ spazi normati. Sia f : EF — F una mappa, si dice affine se:

1. flx)=Lxr+v doveveFelLeL(EF)
2. fte+ (1 —t)2)=tf(z)+ (1 —t)f(a') con z,2" € Eetel0,1]
3. f(5E)=1f(x)+3f(@') conz,2' € E

Teorema 2.4.1 - Teorema di Mazur - Ulam
Siano E, F spazi normati. Sia f : E — F isometria. Allora f é affine.

Dimostrazione. |
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2.5 Teorema delle Contrazioni

Definizione 2.5.1 - Contrazione

Sia (M, d) spazio metrico. Sia T : (M, d) — (M, d) una mappa k-Lipschitziana
con k < 1.

Allora T' € una contrazione.

Teorema 2.5.1 - Teorema delle Contrazioni
Sia (M,d) spazio metrico non vuoto. Sia T : (M,d) — (M,d) una k-
contrazione. Allora:

1. T ha un unico punto fisso: Iz e M :T(z) ==

2. Vxg € M, x, = T"(x0) converge a T

Dimostrazione. |

Corollario 2.5.1.1 - Stime di Convergenza
Seque dal Teorema 2.5.1 che:

d d(jaxn) < knd(‘fux(])
e VzeM d(z,z) < d(z,T(z))

Dimostrazione. [ ]

Corollario 2.5.1.2 - Caso Affine

Sia (E,| - ||) una spazio normato. Sia T : E — E con T(z) = Lx + v
contrazione affine, cioé L € L(E),||L|| <1 ev € E.

Allora il punto fisso sara x = (I — L) v.

Dimostrazione. |

Corollario 2.5.1.3 - Generalizzazione

Nelle ipotesi del Teorema 2.5.1, sia T' non una contrazione, ma dn € N tale
che T" contrazione.

Allora T ha un unico punto fisso in E.

Dimostrazione. |

Corollario 2.5.1.4
Nelle ipotesi del Teorema 2.5.1, sia C C M wun chiuso T-invariante (cioé
T(C) C C) non vuoto, allora 7 € C.

Dimostrazione. |
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Teorema 2.5.2 - Teorema delle Perturbazioni Lipschitziane dell’i-
dentita

Sia (E,|| - ||) uno spazio di Banach, sia A C E un aperto.

Sia g : A — E k-Lipschitziana con k < 1. Allora la mappa f = id+ g verifica
i fatti:

1. f(A) aperto in E, localmente: Va € A,¥r > 0 tali che B(a,r) C A
allora f(B(a,r)) D B(f(a),(1 —k)r).

2. f: A— f(A) é un omeomorfismo bilipschitziano, precisamente:

lip(f)<1+k e lip(f ™) <4

Dimostrazione. |

Osservazione 2.5.1
Nelle ipotesi del Teorema 2.5.2, se A = E allora f(A) = E.



Capitolo 3

Calcolo Differenziale

3.1 Differenziale di Fréchet

3.1.1 Definizione

Definizione 3.1.1 - Funzione infinitesima in x
Siano FE, F' spazi normati, sia f : A C E — F. Si dice che f & infinitesima

in zp punto di accumulazione di A se lim f(z) = 0.
Tr—TQ

Definizione 3.1.2 - o piccolo
Siano f,g: AC E — F.
Si scrive f = o(g) per x — xy quando f(x) = ||g(x)|| - o(1).

Definizione 3.1.3 - Differenziabilita secondo Fréchet
Siano E, F' spazi normati e 2 C E aperto, xg € (2. Una funzione f: Q — F
¢ differenziabile secondo Fréchet se e solo se 3L € L(E, F) :

f(z) = f(xg) + L(x — o) + o(x — x0) (3.1)

In particolare, se tale L esiste, ¢ unica.

Definizione 3.1.4 - Differenziale di Fréchet
Sia f : Q C E — F una funzione differenziabile in zy € Q. Sia L € L(FE, F)
come nella Definizione 3.1.3, esso si chiama differenziale di Fréchet e si indica:

D f(xo)

Definizione 3.1.5 - Classe C*
Siano F, F' spazi normati e ) C E aperto. Sia f : Q — F differenziabile in

37
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ogni punto z € 2. E’ ben definita:

Df:Q — L(E, F)
x+— Df(z)

Allora f si dice di classe C! se e solo se D f ¢ continua:
CHQF) = {f:Q— F|Df € C°Q,L(E,F))}
Per induzione, definisco:

CHO,F)={f: Q= F|Df e CF'}

3.1.2 Proprieta di Calcolo

Proposizione 3.1.1 - Somma

Siano E,F spazi normati e Q C E aperto. Sia A € R e xg € Q. Siano
f,9:Q — F funzioni differenziabili in xg.

Allora f + A\g é differenziabile in xo, con:

D(f + Ag)(wo) = D f(x0) + ADg(z0) (3.2)

Dimostrazione. Siano f e g come nelle ipotesi. Allora per x — zy:

{f(a:)
9(x)

Se considero la funzione f 4+ Ag ottengo lo sviluppo per x — zy:

(f +2Ag9)(z) = flz) + Ag(z)
= f(wo) + L(x — xo) + Ag(xg) + AM (z — x0) + o(x — x0)
= ([ + Ag)(zo) + (L + AM)(z — x0) + oz — )

f(zo) + L(z — x) + o(x — x0)
g(zo) + M(x — ) + o(x — x¢)

da cui per definizione di differenziale ho proprio che:

D(f + Ag)(wo) = L+ AM = D f(zo) + ADg(z)

Proposizione 3.1.2 - Composizione
Siano E, F,G spazi normati e U C E, V C F aperti.

o f:U — F funzione differenziabile in xo € U, dove Im(f) C V.
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e g:V — G funzione differenziabile in yo = f(zo) € V.

Allora g o f & differenziabile in xq, con:
D(f o g)(zo) = Dg(f(x0)) o D f(zo) (3.3)
Dimostrazione. Siano f e g come nelle ipotesi. Allora in xy € X:

f(z) = f(xo) + L(z — 20) + o(z — 20)
9(y) = 9(yo) + M(y — o) + o(y — yo)

Se considero la funzione g o f ottengo lo sviluppo per x — xg:
g9(f(x)) = g(f(x0) + Lz — x0) + o(x — x0))
= g(f(20)) + M (L(z — o) + o(z — z9)) + o(L(z — z0) + o(x — x))
In particolare, vedo che in norma:
1M (o2 — 20)) || < [IM]] - [l — zol| - (1) < o(||lz — o)
e valutando 'ultimo termine:
lo(L(z — @) + o(z — 20)) || < [|L(z — z0) + o(z — xo)| - o(1)

< IL] - [l = @oll + [lz = wo[lo(1)] - (1)
< O([lz = wo[) - o(1) = o([|lz — wol|)

allora concludo lo sviluppo iniziale:

9(f(x)) = g(f(x0)) + M (L(z — m) + o(x — x0)) + o(x — o)

da cul la tesi. [ ]

Proposizione 3.1.3 - Inversione

Siano E, F spazi normati, siano U C E eV C F aperti. Sia f:U —V un
omeomorfismo differenziabile in xo € U, con D f(xy) invertibile con inversa
continua.

Allora f~1:V — U ¢ differenziabile in yo = f(xo), con:

Df (o) = [Df(xo)] " (3.4)

Dimostrazione. Innanzitutto, considero senza perdere generalita! zo = 0 e

Allora posso scrivere lo sviluppo in g = 0 come:

f(z) = Lz + ||z|lo(1) per x — 0

!Tramite una traslazione basterebbe considerare ¢(x) = f(z — 1) — f(xo) che lascia il
differenziale invariato
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Inoltre, sia g = f~1, denoto y = f(z). Posso riscrivere lo sviluppo come:

y=Lg(y) + llg)llo(1)  per*y —0

Cio¢ applicando L~! da entrambi i lati:

9(y) = L7y + llgw)llo(1)  pery—0 (3.5)
Per ottenere la formula della definizione di differenziale, resta da vedere che:
lg(w)llo(1) = llyllo(1)  pery —0 (3.6)

Basta dimostrare che ||g(y)|| < C|ly|| dove C' € R costante. Dalla equazione
3.5, passando in norma:

law)ll = |27 + lg@llo) | < 1L+ Iyl + lg(w) lo()

e manipolando la disuguaglianza, per y — 0:

lo)l < 15t

Allora, provata I'uguaglianza 3.6, posso scrivere:

9(y) = L7y + [lg(y)[lo(1)
= L7y + [lyllo(1)
cioe la tesi, in quanto Dg(y) = L™t [ |

Iyl = OM)llyll — Clyl

Osservazione 3.1.1 - Differenziale di Lineare
Siano E, F' spazi normati, L € L(E, F'). Allora L ¢ differenziabile Vxy € F,
in particolare DL(xy) = L.

Osservazione 3.1.2 - Differenziale in Spazi Prodotto
Siano F, Fi, F, spazi normati, sia U C E aperto e g € U. Sia f : U —
F x F5, allora sono equivalenti:

e f e differenziabile in xg
o mp o f e mp o f sono differenziabili in xg
In particolare, considerando la norma prodotto:
[(v1, v2) | xp, = mazfor|lm, o2l }
sono linearmente isometrici gli spazi:

E(E7F1 X FQ) = E(E, Fl) X E(E, Fg)

250 che y — 0 in quanto f & omeomorfismo per ipotesi.
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3.2 Differenziale Parziale

Definizione 3.2.1 - Derivata Direzionale

Siano F, F' spazi normati con Q C F e xg,v € E. Sia f : Q) — F.

Se esiste, la derivata su t € R in 0 di f(z¢ + tv) si dice derivata direzionale
di f in direzione v. Si indica:

Opf(0) = %f(xo + tv) (3.7)

t=0

Osservazione 3.2.1
Nelle ipotesi della Definizione 3.2.1, se f e differenziabile in z( allora:

Do f(w0) = D f(w0)[v]

Definizione 3.2.2 - Derivata Parziale

Sia E spazio normato e 2 C R" aperto. Sia f : Q@ — FE. Le derivate
direzionali lungo i vettori della base canonica di R™ sono le derivate parziali
di f. Siindica Vi =1,...,n:

d
@f(x) = a(.ﬁfl,...,l’i,l,t,xprl,...,$n> (38)
t=x;

Definizione 3.2.3 - Gradiente
Sia f : R® — R. Allora il gradiente di f e:

V() = grad(f(z)) = (01f (@), ... 0uf (2)) (3.9)
Proposizione 3.2.1
Sia f : R" — R differenziabile in x € R". Allora data {e;}i=1, » la base

canonica di R™:
0;f(x) = Df(z)[ei]
Inoltre, dato v € R™ ho:

n

DI = D[ Y ve] = 3 (v 4f(0)

i=1

Proposizione 3.2.2
Sia f: R"™ — R differenziabile in x € R". Sia v € R", vale che:

Df ()] = (V/(x)-v)

Allora Df(x) é una forma bilineare nel duale di R™.
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Definizione 3.2.4 - Matrice Jacobiana

Sia f : R® — R™ differenziabile in x € R". Allora Df(x) e rappresentata
da un’applicazione lineare R® — R™ chiamata matrice Jacobiana di f in x,
cioe:

J(x) = |0uf(2) [ Oof (z) | ... [ Onf ()

Definizione 3.2.5 - Differenziale Parziale

Siano Ey, Es, F' spazi normati,  C E; x E, e sia (xq,yo) € 2.

Data l'applicazione f : Q — F| sia x — f(-,70) applicazione differenziabile
in xg. Tale differenziale ¢ il differenziale parziale nella prima variabile:

D1 f(x0,90) = D[f(+,40)] (o)

Analogamente il differenziale parziale nella seconda variabile é:

Dy f(x0,90) = D[f (0, )](%0)

Osservazione 3.2.2

Nelle ipotesi della Definizione 3.2.5, se f ¢ differenziabile in (zg,yo) allora
Vh € El, ke EQZ

Dy f(wo,y0)[h] = D f(x0, y0)[(h, 0)]

Dy f (w0, y0)[k] = D f(0,90)[(0, k)]

Df(xo,y0)[(h, k)] = D1 f(w0,y0)[h] + Daf (0, yo)[K]
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3.3 Teoremi sui Differenziali

Teorema 3.3.1 - Teorema del Differenziale Totale
Siano Fy, Ey, F spazi di Banach, Q@ C Ey X Ey aperto e (xg,yo) € . Sia
f:Q — F tale che:

1. E|1)1f($07 yO)

2. per ogni (x,y) € Q esiste Dof(x,y) e in particolare ’applicazione
(x,y) = Dof(x,y) € continua in (xq, yo)

Allora f ¢ differenziabile in (xo,y) e vale:
Df(zo,y0) = D1f(20,90) © TE, + Daf (20, y0) © TR,

Dimostrazione. Si osserva subito che posso scrivere la tesi f differenziabile
n (g, yo) come:

f(xo+ h,yo + k) = f(x0,90) + Df(x0,90)[(h, k)] + o([|(h, k)]|) (3.10)

per (h, k) — (0,0).
Per ipotesi ho che per (h, k) — (0,0):

f(xo +h,y0) = f(xo,90) + D1f (o, y0)[h] + o(||[2]])
f(wo,y0 + k) = f(x0,y0) + Daf (0, y0)[k] + o(||k]|)

Usiamo queste nozioni per ottenere® ’equazione 3.10:

f(xo+ h,yo + k) — f(x0,90) — D f(x0,90)[(h, k)] = ( ) =

= f(zo+h,yo + k) — f(wo,90) — D1f(x0,y0)[h] — Daf (w0

:f($o+h,yo+k)—f($o+hyo)JFf(IO‘i‘h?Jo) f(
— D1 f(z0,y0)[h] — D2.f (20, yo)[K]

= {f(l'o +h,yo + k) — f(xo+ h,y0) — DQf(:C()ayO)[k]} + {f(l'o + h, yo)—
— f(z0,90) — D1 f(o, Z/o)[h]}

= [f(xo + h,yo + th) — tDa f (o, yo)k] ,—y + {F(z0 + h. v0) — f(zo, y0)—
— D1 f(z0,y0)[R] }

Yo) [K]

.ZU(), ?JO)

3Mi spiace tantissimo raga, ma se il Majer fa righe di formule chilometriche, X¥TEX non
ce la fa...
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Passando alle norme:

G < || [f (w0 + B, yo + tk) —tsz(i’fo,yo L oH + || f(zo + h,yo)—

— f(@0,90) — D1f (w0, yo)l ||
Sup | Do f (w0 + h, yo + th)k — Dy f(zo, yo)k|| + o(||R]])

| A

< OSEE | Daf (xo + h,yo + tk) — Daf (0, v0)|| - ||kl + o(||R]])
< o([[h]l + [I&]])
cioe la tesi. [ |

Corollario 3.3.1.1
Nelle ipotesi del Teorema 3.3.1, vale che:

D1 f(x,y) e Dof(z,y) sono continui < f € CH(Q, F)

Dimostrazione. Le ipotesi del Teorema 3.3.1 sono verificate per ogni punto
(70,70) € Q. Quindi f € C*. [

Proposizione 3.3.1 - Interpretazioni di D?f(x)

Siano E, F spazi normati. Siano QQ C E e xg € Q. Sia f: Q — F differen-
ziabile 2 volte in xq.

Si possono dare diverse interpretazioni a D? f(xo): Yu,v € E:

1. D?f(wo)[u,v] = 0, Os f(x + tu + sv)|

s=0l=0
2. D*f(wo)lu, v] = f(z+utv) = flz+u) = f(z+v)+ f (@) +o([[u]*+[v]*)
Dimostrazione. Dimostriamo le due interpretazioni separatamente:
1. Per ogni u,v € E vale che per definizione:
Osf(x + tu + sv) = D(x + tu + sv)[v]
quindi per valutare s in O:

Osf (x +tu + sv)| _, = Df(z + tu)[v]

Sostituendo allora:

Oy (0 f (z + tu + sv)) ‘SZM:O = D(Df)(x)[u,v] = D*f(x)[u,v]
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2. Considero la differenza, e vedo che & un o(||ul|* + ||v]|?):

\Uu+u+m—fu+uy—ﬂx+w+f<>—D%(>uvn—

— |[f @+ w+t0) — flx+to) — D F(x)[u, o] 21|
gos<1t1£)1H(Dfx+u+tU) Df(x—i—tv)— (Df( ))[u])UH
gosﬁngDf r+u+tv) = Df(x+tv) — D(Df)(x UH [ v]]
= swp [ DDA+ 0]~ DDAE@)] - DDl +

+o([full + [lo[D] - Il

= o([[ull + [[o]}) - o] = o(([lull + flo[})?)
[ |

Teorema 3.3.2 - Simmetria del Differenziale Secondo

Siano E, F spazi normati. Siano Q) C E e xg € Q. Sia f: Q — F differen-
ziabile 2 volte in x.

Allora D*f(xq) & simmetrico*:

Vu,v € E:  D*f(x0)[u,v] = D*f(x0)[v, u]

Dimostrazione. Per I'interpretazione 2 della Proposizione 3.3.1, si ha che per
ogni u,v € E, per (u,v) — (0,0) vale la proprieta:

D*f(w)[u, v] = D*f(2)[v, u] = o((llull + [[v[)*)

in quanto tutti i termini si cancellano.
Da cio segue subito la tesi, per definizione di differenziale secondo. |

Teorema 3.3.3 - Inversione dell’Ordine di Derivazione (Schwarz)
Siano Q CR xR aperto ed f: Q — (E, | -||) una funzione tale che:

1. 30 f, 0201 f in QQ, con D201 f continua su (xq,yo) €
2.Vr eR: (z,9) € Q F0af
Allora 3 0,05 f (0, yo) = 0201 f (o, Yo)-
Dimostrazione. Definiamo la funzione ausiliaria w : RT™ — R™ come:

w(r) = sup 10201 f (z, ) — 0201 (0, yo) ||

lz—zo|l<7ly—yoll<r

4Viene usata la notazione: D? f(zo)[u,v] = [DQf(xo)[U]} [v].
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Ed in particolare, osserviamo che w infinitesima per r — 0 in quanto Js0; f
e continua in (zg,yo) per ipotesi.

Definizione 3.3.1 - Matrice Hessiana
Siano €2 C R™ aperto e f : & — R una funzione differenziabile 2 volte in
z € Q. Esiste quindi D?f(z) € L2, (R" x R",R) forma bilineare.

Per il Teorema 3.3.3 si definisce lglrn;lgtrice Hessiana, che rappresenta D?f(z)
in M, (R):
af(z) Opif(x) ... Onnf(w)
8172](‘(33) 0272f($) 8n72f(;v)
Hy(z) = : . :

(917nf(3c) agmf(fﬂ) &mf(a:)
dove (9mf(x) = ala]f(l’)
Teorema 3.3.4 - Limite sotto Segno Derivata

Siano E, F spazi di Banach. Sia 2 C E aperto connesso. Siano f, : 2 — F
una successione di funzioni tali che:

1. {fn(z0)} converge in F per almeno un o € 2

2. Df, : Q — L(E,F) convergono a g : Q — L(E, F) uniformemente e
localmente, cioé:

Ya€Q37,>0: | Dfy— gllsoslar) —5 0

Allora:
1. f, convergono a f :Q — F uniformemente e localmente.
2. f é differenziabile, Df = g.

Commento 1. Disperazione degli autori

Sedetevi. Preparatevi ’acqua calda per una camomilla.

Fatto? Bene. Prendete il telefono e mettete la modalita aereo, non sia mai
che qualcuno vi importuni proprio ora che vi accingete a questa dimostrazio-
ne.

Vi servira concentrazione per capire le righe e righe di formula che sequiran-
no.

Ma vi prego non ce ne vogliate, BETEX non ¢ molto clemente con la lunghezza
delle formule, abbiamo fatto il meglio che potevamo con tutti questi a capo.

Dimostrazione. Dimostriamo i punti separatamente.
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1. Proviamo che f,(x) convergente per ogni z € B(a,r,) C Q se e so-
lo se f,(a) convergente. Affinche valga 1’equivalenza, vediamo che la
differenza f,(z) — f.(a) ¢ di Cauchy. Allora la convergenza di una
successione implica quella dell’altra. Per p,q — 4-oc:

1(fp(x) = foa)) = (fo(x) = fola)ll < 1D fp = Dfgllo.Blara) - [l — all
< [|1Dfp = Dfylloc.Biara) - 7a = o(1)

Quindi {f,(z) — fu(a)} & di Cauchy e converge. Ma allora gli insiemi:
A={x e Q| fu(x) converge} e B={x € Q| fu.(x) non converge}

sono entrambi aperti in quanto se a vi appartiene, allora tutta la palla
B(a,r,) vi appartiene. I due aperti sono tra di loro complementari in
Q2 connesso. Inoltre per l'ipotesi (1), A # 0 quindi A = Q. Ovvero le
funzioni convergono puntualmente per ogni x € €).

Dimostriamo che lo fanno localmente uniformemente, cioé uniforme-
mente sulle palle B(a,r,). Per TVM:

1(fp(2) = fo(a)) = (f(x) = )| <D fo = gllo.Blara) - |2 — all

Inoltre vale che:

1fp(2) = F@)]| < 1 fp(a) = F(a)l] + [1fp(2) = f(z) = fp(a) + f(a)]
< [lfp(a) = F(@)[ + 1D fp = gllco.Blara) - Ta

e passando al  sup
x€B(a,rqy)

1fp = Fllse.Bara) < Ilfp(a) = F(@) + 11D fp = 9llc.Blara) - Ta

che prova la convergenza uniforme locale.

2. Vediamo che ¢ e differenziabile con Df = g per ogni a € €. In
particolare vediamo che la seguente quantita e o(||z — a|) per z — a:

1 () = fla) = g(a)[z — al|| < |[f(x) = fla) = fp(x) + fola) ||+
+ 1 fp(2) = fola) = Dfpla)x = all| + [[Dfp(a) [z — a] = g(a)x — d]]|

< (1D, = gllooparsy + 1el2) = Iol@) = Dia)lr —alll
[ — all

+ D fpla) - g(@)ll] Nz — all

<212 = gll.ary + I fo(2) = fy(a) = Dfp(a)lz — a| |z — al|

[ = all
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Segue, riscrivendo la disuguaglianza, che per ogni p € N:

1/ () = f(a) = g(a)z —

[z =

all < 2||Dfp - g”OO,B(a,ra)"'
o Wo(@) = fpla) = Dfpla)lz — al|

I = all

passando allora ad inf all’'ultimo termine:

peN
I7e) = Jt0) ~ 9@z —all e 0
o=l o Hkesery

e dato che per p — 400 si ha [|[Df, = 9|ls,Bar.) = 0(1) per cui si
ottiene la tesi.

Commento 2. Amen.

Definizione 3.3.2 - Integrale in Spazio di Banach
Siano (E, || - ||) spazio di Banach e f : [a,b] — (E,|| - ||) continua.
Definisco per notazione:

b
/ F(0)dt = g(b) — g(a)

dove ¢’ = f esiste per il Teorema 3.3.4.

Definizione 3.3.3 - Diffeomorfismo
Siano F, F spazi di Banach, U C F e V C F aperti. La funzione f: U — V
¢ diffeomorfismo se:

e f continua, differenziabile e invertibile
o [~ differenziabile
Se f~' & C*, allora f & C*-diffeomorfismo.

Teorema 3.3.5 - Inversione Locale

Siano E, F spazi di Banach, Q0 C E aperto, xo € ). Sia f:Q — F di classe
C' con D f(xg) invertibile in x.

Allora f ¢ diffeomorfismo locale in xg.
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Dimostrazione. Sia per ipotesi L = D f(x9)~' € L(E, F). La mappa
(Lo f):xw Lf(x)

ha differenziale LD f(x) che in z = xy & I'identita.
Consideriamo la palla U = B(zg,7) C €2, su cui banalmente vale che:

Lf(z) =2+ (Lf(z) - x)

dove in particolare D(Lf(z) —x) = LD f(x) — I. Prendendo la norma, per
r— 0:
ID(Lf(x) = )| = |ILDf(x) = I]| = o(1)

perche la funzione LD f(x) — I & continua in xy dove vale I. Ma allora la
mappa x — Lf(x)—x ha costante di Lipschitz || LD f — I ||, B(zo,r) sulla palla
B(xg,r). Prendiamo r > 0 abbastanza piccolo affinche ||LD f — I|s0,B(zor) <
zllora per il Teorema delle Perturbazioni 1-Lipschitz 2.5.2 'immagine di U
tramite Lf(z) = x4 (Lf(z) — x) & aperta in E ed in particolare Lf & omeo-
morfismo tra U e la sua immagine.

Dato che L & omeomorfismo (in quanto applicazione invertibile) allora appli-
cando l'inversa ad Lf omeomorfismo si ottiene che f ¢ omeomorfismo tra U
e la sua immagine f(U) = V.

Applicando la formula per il differenziale dell’inversa (la Proposizione 3.1.3)
vale che f=1: V — U & differenziabile con:

-1

Df~y) = [Df(f~ ()]
Vale di pit: f~! € C'. Infatti Df~! & composizione di continue®:
v 2L penineR) S L(FE)
fTy) — DF ) — D)

~

Ll

v
Y

Definizione 3.3.4 - Luogo di Zeri e Grafico

Siano F, F, G spazi di Banach, 2 C E x F aperto. Sia f : Q — G.

1 luogo di zeri di f & Z(f) = (z,y) € Q|f(z,y) = 0.

Z(f) e il grafico di f come funzione da x in y nel punto (zg,y0) € Z(f) se
Je,6 >0ed Ju: Bg(zg,e) — Br(yo,d) tali che, equivalentemente:

SL’ultima freccia & continua in quanto l'inversa matriciale & una funzione continua nei
coefficienti della matrice.
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o graf(u) = Z(f) N (Be(zo,€) x Br(yo,0))
e V(z,y) € Bp(xo,€) X Br(yo,0) : (v,y) € Z(f) < y = u(x)

Teorema 3.3.6 - Funzione Implicita

Siano E,F,G spazi di Banach, @ C E x F aperto. Sia f : Q — G in
classe C'. Sia (zo,y0) € Q tale che f(xo,y0) = 0 e Dof(xo,90) € L(F,G)
invertibile.

Allora:

e 1 U intorno aperto di xo, AV intorno aperto di yo tali che U x V C
e Ju:U —V diclasse C' tale che: {f =0} N{U x V} = graf(u)

In particolare, la funzione u é tale che

Vo e U - {DU(I) = —[Dyf (z,u(x))] ™ o Dy f(z,u(z))
flz,u(z)) =0

Dimostrazione. Consideriamo la mappa:

P : Q — Exd
(z,y) — (z,f(z,y))

che ¢ C'! in quanto le componenti sono C*.
Verifichiamo che D®(xg, yy) ¢ invertibile come mappa E X ' — E x G. Per
(x0,y0) € Q ed (h, k) € Ex F:

D®(xo,y0)[h, k] = (b, D1f(x0,y0)[h] + Daf (20, yo)[K])

Indichiamo i differenziali parziali come L = D1 f (o, yo) ed M = Do f (o, yo)-
Allora:

D®(xo,yo) = [é ]\(ﬂ

e con semplici calcoli si ottiene che l'inversa sara:

_ 1 0
D(I)(x07y0) = |:_M—1L M—1:|

Applichiamo il Teorema di Inversione Locale: esistono W e V intorni aperti di
xg ed yo rispettivamente tali che ®(W x V') sia aperto e ®|y y diffeomorfismo.
Definiamo allora il dominio U della funzione u come:

U={zeE]|(0)edUxV)}
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ed indicando con 7 : E x F' — F' la proiezione, definiamo per ogni = € U:
u(z) =7mp (q)_l(x, 0))
Perché cosi per costruzione vale:

flz,y) =0& O(x,y) = (z,0) & (z,y) € D' (x,0)
&y =m0 (& (2,0))

Dimostriamo ora che v € C*(U, F') perché composizione di mappe C*:

U 2% dUxV)CUxG ¥ ExF ™5 F
T — (z,0) — 7Y (z,0) — 7p(®(z,0))

Calcoliamo quindi il differenziale di w. Partiamo dalla funzione g(z) =
f(z,u(z)) che per definizione & la mappa nulla. Differenziando allora:

0= Dy(z) = D1 f(z,u(x)) + D2f (2,u(x)) o Du(x)
e riscrivendo:
Du(x) = =D f(x,u(x)) ™ o D1 f(x,u(z))
ovvero la tesi. ]
Corollario 3.3.6.1 - Caso di R"
Sia f : Q C R® = R di classe C'. Sia v € Q tale che Vf(x) # 0, in
particolare suppongo per V f = (81f, cey 82f) che O, f(x) # 0.

Allora per R® = R" ! x R con U intorno di R, 3u : U — R tale che
Je>0: {f=0}N(Ux ]z, —¢,2, +¢[) =graf(u).

Dimostrazione. Segue direttamente dal Teorema 3.3.6. ]

Teorema 3.3.7 - Teorema di Dini
Sia F € C1(Q,R) dove Q C R? aperto. Sia:

F(x,90) =0 e ayF(me/o) # 0

Allora il luogo di zeri di F' in un intorno di (xq,yo) € il grafico di una funzione
u nella variabile x.
Piu precisamente:

{(z,y) | F(z,y) = 0} N ([xo — a, 20 +a] X [yo — b, yo +b]) =
={(z,y) |z € [1g — a,xg + a] e y = u(x)}
Ed inoltre u € C'([xg — a, zo + a], R) dove:

0. F(z,u(x))

u(x) = "9, F(z, ulx))



52 CAPITOLO 3. CALCOLO DIFFERENZIALE

Dimostrazione. Segue direttamente dal Teorema 3.3.6. |

Definizione 3.3.5 - Funzione omogenea
Sia || - || spazio normato. Prendiamo f : E \ {0} — R. Allora f si dice
p-omogenea se per ogni t > 0 ed z € E\ {0}:

f(tx) = t"f(x)

Teorema 3.3.8 - Teorema di Eulero
Sia f: E\ {0} — R differenziabile. Vale ’equivalenza:

f ép-omogenea <  Df(x)[z] = pf(x) per ogni x € E\ {0}
Dimostrazione. (=): sia f(tx) =t f(x) per ogni z € E et > 0. Allora:

© Fa)le] = ptr (o)

Vedendo la derivata direzionale come la derivata della funzione f o~ dove
v:R = FE ¢ laretta y(t) = tx:

Df(tx)[z] = pt"™" f()

e scelto t = 1 si ottiene I'implicazione.
(<): supponiamo che per ogni x € E \ {0}:

Df(x)[z] = pf(z)

Cio significa banalmente che anche per ogni ¢ > 0:

Df(tx)[tz] = pf(tz)

Allora si ottiene:

tDf(tx)[x] = pf(ix)

# % (f(t)) = D(ta)le] = pt?~ F (1)
P8 (f(t2) — p (1) = 0
()0
ovvero si ottiene che £ E;f”) ¢ costante. Valutando in ¢ = 1:
) _ i)

cioe la tesi. ]
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3.4 Polinomio di Taylor

3.4.1 Definizione

Definizione 3.4.1 - Polinomio di Taylor per curve

Sia (E.|| - ||) spazio di Banach, sia f : I C R — (E,| -|) una funzione
derivabile n volte in zq € 1.

Il polinomio di Taylor di centro xg e ordine n sara:

) (g
T emo, ) = 3 T 0
k=0 '

Proposizione 3.4.1 - Proprieta
Nelle ipotesi della Definizione 3.4.1, valgono le sequenti proprieta:

1. Ty(z,x, f) = f(x)

2. 81Tn(x, Zo, f) — Tn—l(xa Zo, f(l))
(n=1) (g n
3. 82Tn(l’,l'0,f) = fn—!(o)(l'—l'o)

Dimostrazione. Le identita seguono dal calcolo diretto delle quantita. |

Definizione 3.4.2 - Polinomio di Taylor per Normati

Siano E, I’ spazi normati, sia f :  C E — F una funzione differenziabile n
volte in xq € €.

Il polinomio di Taylor di centro xg e ordine n sara:

T, 0, f) = D 2 D (o)l = ol?
k=0

Notazione 3.1 - Multi-indice
Un multi-indice ¢ oo € N™ dove a = (e, ..., ayp,). In particolare si denota:

e la somma: |a|; =) " o

ai Qm,

e l'esponente: % =z o

k! __ k!

e il binomiale: (a) = ol = alad
! Iocom!

Proposizione 3.4.2 - Polinomio di Taylor con Multi-indice
Sia f: U CR"™ — R differenziabile n volte in xq € U. Allora:

Tz, f)= 3 — 0 Fwo)(w — w)°

lafr<m

Dimostrazione. |
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3.4.2 Stime del Resto per Curve
Siano (£, ||-||) spazio di Banach e f: I C R — FE derivabile n volte in 2y € I.

Proposizione 3.4.3 - Stima di Peano
Se 3 f™(x), allora per x — x:

[ B2 = zo)[| = ol — 2o[")

Dimostrazione. |

Proposizione 3.4.4 - Stima di Lagrange
Se 3 f+ V() Vo € I, allora:

T—x n+1
| R (2 — 20)|| < . £ ()| - Bt
0,T

Dimostrazione. |

Proposizione 3.4.5 - Variazione di Lagrange 1
Se 3 f™(z) Vo € I, allora:

1Ra(z = o) < sup [If™() = f™(ao)] - 52

te[xo,x]

Dimostrazione. |

Proposizione 3.4.6 - Variazione di Lagrange 2
SeJ fU(z) Vo € I e 3 ™ (xy), allora:

|Ro (2 — o)l < sup [|FOD () — fO () — (2 — 20) S (o) | - B2

t€[zo,7]

Dimostrazione. |

Proposizione 3.4.7 - Stima Integrale
Se f € C™L allora:

(z 1)

dt
n!

Ruo =)= [ ()

0

Dimostrazione. |
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3.4.3 Stime del Resto per Normati

Siano E, I’ spazi normati, sia f :  C E — F una funzione differenziabile n
volte in x( € ().

Proposizione 3.4.8 - Stima di Lagrange
Se 3 Dn+1f(x) Vo € Q convesso, allora:

lz — o™

. < Dn-‘rl
IRofe = )] < 1D flwa- 2000

Dimostrazione. [ ]

Proposizione 3.4.9 - Variazione di Lagrange 1
Se 3D"f(x) Vo € Q e D"f(x) continua in xg, allora:

T — To||"
8o = 20)]| < 107F = D" o) o - L2201

Dimostrazione. |

Proposizione 3.4.10 - Variazione di Lagrange 2
Se A D" f(x) Vo € Q e I D" f(x0), allora:

e = wol"~

1R (2 — o) || < sup [|D"f(t) = D"~ f(wo) = (y —20) D" f (o) (= 1)
Q n :

ye

Dimostrazione. |
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3.5 Ottimizzazione di Funzioni

3.5.1 Punti di Minimo

Definizione 3.5.1 - Valore di Minimo e Punto di Minimo
Siano S C R" insieme e x € S, sia [ : .S — R:

e r ¢ punto di minimo di f se: f(z) < f(y)Vye S

e f(x) ¢ in tal caso valore di minimo (o minimo)

3.5.2 Caratterizzazione di Minimo

Siano E spazio di Banach e 2 C E aperto. Sia f: Q — R.

Proposizione 3.5.1 - Proprieta Necessaria 1
Se xy € 2 e un punto di minimo allora:

VoeE 0,f(xg) =0
purche O, f(xq) esista.
Dimostrazione. Infatti
0, (o) = % f(ar + t0)]imo = 0
in quanto ¢ = 0 ¢ punto di minimo locale per f(zq + tv). [ |

Proposizione 3.5.2 - Proprieta Necessaria 2
Se xg € Q € un punto di minimo ed [ ¢ differenziabile 2 volte in xo (cioé

3 D%f(xg) € L%,,..(E x E)) allora:
VoeE D?f(xg)v,v] >0
ovvero D? f(xzg) ¢ positiva.

Dimostrazione. Infatti per ogni v € E:

2

D2 f(a)[o, ] = o (o + )iy > 0

poiche t = 0 ¢ minimo di f(z¢ + tv) definita in un intorno di 0, | —e,¢[. W

Proposizione 3.5.3 - Proprieta Sufficiente

Sia xg € Q) ed [ e differenziabile 2 volte in xy.

In particolare D f(xg) = 0; D*f(xq) bilineare simmetrica e definita positiva.
Allora: 3B(xg,r) C Q tale che xy € unico punto di minimo per f|B($O7T).
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Dimostrazione. Infatti: Yo € E,||v|]] < r dallo sviluppo al secondo ordine
con resto di Peano:

Flao +0) = flao) +df o) + 5 D F )l o] + o)
> fao) + Slloll? + olllo]?)

f(zo
F(wo) + (5 +o(W))Jo]?

Percio esiste r > 0 tale che B(xg,r) C Qe Vr,0 < |jv|| < r vale f(xg +v) >
f(g), cioe x¢ ¢ I'unico punto di minimo di f|g(zyr)- [ |

Osservazione 3.5.1

In particolare queste proprieta sono analoghe al Principio Variazionale di
Fermat (vedi Analisi Matematica 1).

Le ipotesi di queste proposizioni si trovano allora in contrasto con le ipotesi
del Teorema di Weierstrass: una richiesta del primo principio ¢ 2 aperto,
mentre nel secondo ) compatto.

3.5.3 Metodo dei Moltiplicatori di Lagrange

Definizione 3.5.2 - Sottovarieta Differenziabili
Sia (E,|| - ||) uno spazio normato, sia M C E. M si dice sottovarieta
differenziabile di E di classe C"™ se Vp € M:

e JU intorno di p in E.
e 1 F, I, spazi normati.

e ¢ : U = ¢(U) diffeomorfismo di classe C™ dove ¢(U) aperto di
F) x Fy tale che o(UN M) = p(U) N (F; x {0}).

Osservazione 3.5.2
Nelle ipotesi della Definizione 3.5.2:
Do(p)~(Fy x {0}) non dipende dalla scelta del diffeomorfismo .

Dimostrazione. |

Le seguenti definizioni seguono dall’Osservazione 3.5.2.

Definizione 3.5.3 - Spazio Tangente 7,M
Lo spazio F x {0} si chiama spazio tangente a M di p. Si indica T, M.
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Definizione 3.5.4 - Fibrato Tangente T'M
Il fibrato tangente di M e:

T™ = | | T,M=|J{p} xT,M)CEXE

pEM peM

Proposizione 3.5.4

Siano E, F spazi normati, 0 C E aperto. Sia u : 2 — F un diffeomorfismo
cm.

Allora graf(u) é una sottovarieta differenziabile di E x F. Inoltre:

T u@)graf(u) = graf(Du(z))

Dimostrazione. [ ]

Proposizione 3.5.5

Sia E spazio normato, 2 C E aperto. Sia M C ) sottovarieta differenziabile
C™. Sia Q) aperto di F'.

Considero ¢ : Q0 — Q' diffeomorfismo C™. Allora:

o M' = p(M) é sottovarieta differenziabile C™ di E

e VpeM: T,yp(M)=Dp(x)T,M]

Dimostrazione. |

Proposizione 3.5.6

Sia Q C R™ aperto. Sia g : Q — R* una mappa C™ tale che Vx € g~1(p)
allora Dg(z) : R* — R* surgettiva.

Allora g=*(p) ¢ una sottovarieta di R™ di classe C™.

Dimostrazione. |

Teorema 3.5.1 - Metodo dei Moltiplicatori di Lagrange

Sia 2 C R™ un aperto. Siano fy € C1(Q) la funzione ”obiettivo” e f1, ..., f, €
CY(Q) le funzioni "vincolo”. Sia ¥ = {x € Q|fi(x) = ... = f.(x) = 0}.

Sex* € 3 ¢ un punto di massimo per fo|s. allora V fo(x*), V fi(z*), ..., V f.(x*)
sono linearmente indipendenti.

B

Dimostrazione. (di Ennio de Giorgi)
Approssimiamo il problema di minimo vincolato con problemi di minimo li-
bero con opportune penalizzazioni®: consideriamo per ogni k¥ € N la funzione

l’idea & di costruire la g dove guardo le f;(z) quando sono # 0, questo porta, pren-
dendo i quadrati, ad un aumento della quantita. Si vuole dunque calcolare il minimo di
gk in seguito alle penalita
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g : 2 — R tale che

gi() :fg($)+||x—$*||2+k2fi(x)2 (3.11)

Sia r > 0 tale che B = B(x*,r) C 2 e sia 3 punto di minimo di g, su B (c’e
per il teorema di Weierstrass). Seguono 3 passi.

1. Dico che gi(z) € limitata. Sia z* € B. Allora:

3.11

gréig fo(x) < folxr) < gr(we) < gr(a™) = fo(z™)

Quindi esiste una successione (k;);en tale che per j — +oo:

Tk, er B
gkj(xkj) —ceR

2. Dico che ¢ € ¥. Osserviamo:
0 <k Y filan,) < gn(an) < fola™)
i=1
Quindi dividendo per k; segue che:

T 1 . .
0< Y fiaw,) < k—jfo(m*) 750

i=1

Ma per continuita, da xy, — &, segue allora anche

20y 1 2 _
;fz (&) = jlggo;fz (xkg) =0
cioe f;(§) =0 per ogni ¢ = 1,...,7. Segue che £ € ¥.
3. Dico che & = z*. Infatti:

fol@r,) + llww, — 2I1* < g, (zx,) < gr,(27) = fola") < fo(6)

Passando al limite per j — 400 si trova che:

fo&) + 1€ = 2|1 < fo(€)

e quindi che || — 2*|| = 0, ovvero § = x*.
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Commento 3. Quindi la {x}) stessa converge a x*.

Cio seque dalla proprieta di Urysohn: se ogni sottosuccessione arbitraria di
{zi}r ha una sotto-sottosuccessione convergente a x*, allora la successione
{zk}r converge a x*.

In particolare: gli {x;} sono minimi che appartengono a B = B(z*,r)
definitivamente (in quanto z; — z*), quindi vale (definitivamente) che:

ng (:L'k) =0
per definizione di x; come punti di minimo di g;. Deriviamo ’equazione 3.11:

Vg(z) = Vfo(z) +2(x — z*) +2kaZ )V fi()

=1

ottenendo cosi una combinazione lineare dei V f;(z). Valutandolo per x = xy,
¢ nulla si ottiene:

0= Vg(zr) = Volzr) + 2w — 2°) + 2k Y filw)V fi(an)
i=1
Cambiamo notazione per i coefficienti dei vettori nella combinazione lineare
definita per k € N:
e si definisce Aoy = 1 per V fo(zy).
e si definisce A, = 2k fi(xy) per Vfi(zy) (dovei=1,--- 7).

Cosi la combinazione lineare si puo riscrivere:

Z NV fi(zg) = =2(z), — 2¥)

Per passare al limite k — 400, bisogna normalizzare in quanto per definizio-
ne dei coefficienti A, oo 400

Dividiamo allora per py = /1 +4k2> ;_, f2(z1), ciod la norma dei coeffi-
cienti (Ao, A1k, - -+, Arg). Cosl facendo:

in,kvfi@k) _ _% kot )

con:

S Pl =1 (3.12)
=1
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~

Rifrasando, vuol dire che la successione di vettori X oA C 5" com-
) 0ks -+ Ark )k &

patto’. Quindi a meno di sottosuccessione, (A, .., Arx)k converge a una
(r +1)-upla non nulla di coefficienti (A, ..., A,) (che ha norma euclidea = 1
per continuita della funzione norma). In conclusione:

che ¢ una relazione di dipendenza lineare fra V fo(xo), V f1(xq), - .., V f,(x0).
Questo dimostra la tesi. |
Dimostrazione alternativa. - |

"Per S™ C R"*! si intende il bordo della sfera r+ 1-dimensionale, che ha come equazione
proprio ’equazione 3.12.
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3.6 Complessificazione

Osservazione 3.6.1 - Restrizione ai Reali

Sia E uno spazio vettoriale su C. In particolare, esso e anche spazio vettoriale
su R con la restrizione degli scalari sui reali. Denoto questa restrizione con
E().

Vi & un endomorfismo j : Ey — Ej tale che j(z) =ix Vz € E.

Tale endomorfismo e radice quadrata di —id : Ey — Ej.

Definizione 3.6.1 - Spazio vettoriale Complessificato
Sia Ey uno spazio vettoriale su R. Il suo complessificato e:

Ec=C®r FE
dim(

E)
:{ Z (07X | @iEC,UiEE}

i=1

=EXE dove i - (x,0) = (0,x)

Definizione 3.6.2 - Applicazione Lineare in senso Complesso
Siano E, F' spazi vettoriali reali. Un’applicazione L : Ec — F si dice lineare
in senso complesso se e solo se:

e .. FF — F ¢ lineare in senso reale

e [ e j commutano

Definizione 3.6.3 - Norma Complessa
Sia E spazio complesso. L’applicazione || - || : E — [0,400) & una norma
complessa di E se:

e ||| ¢ norma su Ej
eVAcC,zeE: ||| =|z|- |

Definizione 3.6.4 - Funzione Differenziabile in senso complesso
Siano F, F' spazi normati complessi, sia {2 C E aperto.
L’applicazione f : Q — F si dice C-differenziabile in zy € €2 se per x — xq:

AL € Le(E,F):  f(z) = f(xo) + L(xz — x0) + o(x — x0)

Osservazione 3.6.2
Nelle ipotesi della Definizione 3.6.4, sono equivalenti:

o f e C-differenziabile
e f ¢ R-differenziabilee Loj=j0L



Capitolo 4

Equazioni Differenziali

4.1 Esponenziale in L(FE)

In questo capitolo lavoreremo sempre con spazi normati completi. Quando
si trovera indicato lo spazio F, considereremo quindi uno spazio di Banach.

4.1.1 Definizione

Definizione 4.1.1 - Esponenziale sui Lineari
Sia F spazio di Banach. Sia A € L(FE), si definisce:

+o0o An

exp(A) = et = Z o
n=0

4.1.2 Proprieta

Proposizione 4.1.1 - Convergenza in Norma
La serie esponenziale definita é normalmente convergente. ¥ A € L(E):

HeAH < ellAll

Dimostrazione. Osserviamo che per A, B € L(E) vale che | AB|| < ||Al]||B||-

Quindi per k € N ho || A% < ||A||*. Segue che:

2|7l =
A

k=0

+
= APy
kK

0

k=

63
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Proposizione 4.1.2 - Scrittura al limite
La serie esponenziale ha una scrittura al limaite:

A\n
lim (I + —> =
n—-+oo n

Dimostrazione. Dato per esercizio: ricalcare la dimostrazione dell’esponen-
ziale complesso. [ |

Proposizione 4.1.3 - Continuita e Differenziabilita
L’applicazione exp : L(E) — L(FE) definita dall’esponenziale é continua e
differenziabile.

Dimostrazione. Sia B = B(0,R) C L(F). Denotiamo le somme parziali
Sy = ZZ:O %f. Vediamo che s,, — e? uniformemente per n — +o0:

leap — sullase = sup || S o
k=n-+1
o 35 (A
= SUp =P )
k=n-+1
Rn+1
< (n+1)'eR:0(1) per n — 400

Quindi per ogni R > 0: exp ¢ limite uniforme (sulle palle Bg) di s,, continue.
Segue che exp e una funzione continua.
La differenziabilita ¢ lasciata per esercizio: trovare Dexp(A)[H]. |

Proposizione 4.1.4 - Curva Esponenziale
Sia A € L(E). Si definisce la curva:

vyit— et
Essa e derivabile, con derivata:
(etA)l — AetA

Dimostrazione. Siano le funzioni delle somme parziali:

Esse hanno derivate:

3
s
o
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Osserviamo che sui limitati [—R, R] C R le funzioni appena definite conver-
gono uniformemente (in modo analogo alla dimostrazione della Proposizione
precedente):

sn(t) T e S (1) = As,_q () "0 Aeth

per cui essendo s, (t) continue, lo & il loro limite e'4.
La derivabilita segue direttamente usando il Teorema del Limite Sotto Segno
di Derivata con {s/ }. [ |

4.1.3 Regole di Calcolo

Proposizione 4.1.5 - Commutazione e Somma
Siano A, B € L(FE) che commutano, cioe AB = BA. Allora:

AGB :eBA ed A_B B_A A+B

Dimostrazione. Dato che A ¢ B commutano ¢ banale osservare che:

", B* ", ABk " B*A ", B*
A —_— = _— = _— = _— A
) - %t (2F)

ma allora passando al limite n — 400 si ottiene che Ae? = ePA.
Consideriamo 'equazione differenziale v'(t) = (A + B)u(t) e vediamo che
et4etB ed ef41+B) ]a risolvono. Allora, dato che per t = 0 valgono entrambe
I, devono coincidere per unicita della soluzione:

(etAetB)/ _ AetAetB + etABetB _ (A+ B)etAetB

e pure
/
(6t(A+B)) _ (A + B)et(A—l—B)
Infine, segue subito per commutativita della somma matriciale:

Pt AtB _ oH(A+B) _ t(B+A) _ tB tA

Proposizione 4.1.6 - Coniugazione
Siano A € L(E), P € GL(E). Allora:

exp(PAP™) = Pexp(A) P!

Dimostrazione. |
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Proposizione 4.1.7 - Diagonale a Blocchi
Siano Ey, Ey spazi di Banach. Siano A; € L(E) e Ay € L(Es).

Definisco:
A O

Allora:  exp(A; @ As) = exp(Ay) @ exp(Asz)

Dimostrazione. |

Proposizione 4.1.8 - Blocchi di Jordan
Considero la matrice nilpotente di dimensioni m x m.:

o 1 0 --- 0
0 )
N=|: 0
: 1
Allora per t — +o00 ho che:
tN tmil Nmfl 1 1
e - (m . 1)| ( + O( ))

Sia X € R, allora dato il blocco di Jordan B =1+ AN:

6tB — 6t/\etN

e per t — 4o00:

zl[.ﬂ’L*l

(m—l)!'(

]l = 1e"] - [le™]| = e et 1+ o(1))

Corollario 4.1.0.1
Sia B blocco di Jordan di dimensione m x m. Allora per t — +00:

leB]| =o0(1) < ReA<0
le®]| =0(1) < ReA<0 oppure ReA=0Am=1

Dimostrazione. Segue direttamente dalla Proposizione precedente. ]
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4.2 Equazioni Differenziali Ordinarie Lineari

4.2.1 E.D.O. Lineari a Coefficienti Costanti

Definizione 4.2.1 - E.D.O. a Coefficienti Costanti
Un’equazione differenziale ordinaria a coefficienti costanti e:

u'(t) = A-u(t)
dove l'applicazione lineare ¢ A € L(F) e la funzione v : I C R — E ¢

derivabile su tutto I.

Osservazione 4.2.1 - Caso R"
Nel caso E = R" I'equazione differenziale della Definizione 4.2.1 equivale al

sistema:
!
Uy = a11U + -+ AUy

/
U, = Qp,1U1 + -+ Ap nlUn

Definizione 4.2.2 - Problema di Cauchy Omogeneo
Il problema di Cauchy omogeneo associato a questa E.D.O. a coefficienti
costanti e trovare u : I C R — E derivabile, tale che Vit € I:

w'(t) = A-u(t)
U(t()) = Ug
dove A € L(F) e dove uy € E.

Teorema 4.2.1 - Esistenza e Unicita della soluzione
Il problema di Cauchy della Definizione 4.2.2 ha una unica soluzione:

u(t) = et=t0)A 40

Dimostrazione. Sia u(t) soluzione al problema di Cauchy omogeneo. Molti-
plico I'equazione differenziale per e *4 e si ottiene che:

= e M/ (t) — e M Au(t) = e (t) — Ae M Mu(t) = (e_tAu(t))/
Ma allora e~*4u(t) & costante sull'intervallo in cui & definita I. Segue:

e’tAu(t) = e’toAu(to) = e oAy,

(t=to)A .y si ottiene la formula della soluzione per

per cui riscrivendo u(t) = e
il problema di Cauchy.
Essa e unica perché potrei riapplicare lo stesso procedimento ad ogni solu-

zione v(t) del problema di Cauchy. [ |
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Definizione 4.2.3 - Problema di Cauchy Non Omogeneo
Il problema di Cauchy non omogeneo associato a questa E.D.O. a coefficienti
costanti e trovare v : I C R — E derivabile, tale che V¢ € I:

{u’(t) = A u(t) + b(¢)
U(to) = Ug
dove A € L(E),be C(I,E) edove ug € E.

Teorema 4.2.2 - Esistenza e Unicita della soluzione
Il problema di Cauchy della Definizione 4.2.3 ha una unica soluzione:

t
u(t) = Ay + / e =4 (s)ds

to

Dimostrazione. Sia u : I — E soluzione di classe C'. Con lo stesso argo-
mento del caso omogeneo, si ottiene:

e (W (t) — Au(t)) = e b(t)

per cui:

(e u(t)) = e (1)
Integrando la funzione:

t
e u(t) = ey, +/ e*Ab(s)ds

to

per cui 'unica scrittura della soluzione sara:

t
u(t) = et 4y, —i—/ e = (s)ds

to

Proposizione 4.2.1 - Casi Particolari
Sia A € Myxn(C). Ho 3 casi, ognuno con 3 proposizioni equivalenti.

Caso A
1. Le soluzioni di u'(t) = A(t) - u(t) sono o(1) pert — +o0
2. [le]) = of1)
3. Spec(A) C {z € C|Re(z) < 0}
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Caso B

1. Le soluzioni di v/'(t) = A(t) - u(t) sono O(1) pert — 400

2. el = O(1)

3. Spec(A) C {z € C|Re(z) <0} e Spec(A) NiR & semisemplice’
Caso C

1. Le soluzioni di v = Au sono limitate in R

2. sup ||t < 400
teR

3. Spec(A) C iR e Spec(A) é semisemplice

Dimostrazione. |

4.2.2 E.D.O. Lineari a Coeflicienti Variabili

Definizione 4.2.4 - E.D.O. a Coefficienti Variabili
Un’equazione differenziale ordinaria a coefficienti variabili e:

W(t) = A(t) - ult) + b(t)

dove la funzione u : I C R — E ¢ derivabile su tutto I, b € C°(I, E) e il
cammino A € C°(I, L(E)).

Definizione 4.2.5 - Problema di Cauchy
Il problema di Cauchy legato alla E.D.O. lineare a coefficienti variabili e
trovare uv : I C R — FE tale che:

{wu)zA@yuuy+Mw
U(to) = Ug
dove ug € E.

Lemma 4.2.1
Sia u € CHI, E) soluzione di u'(t) = A(t) - u(t). Allora:

u(t) 20 vVtel oppure wu(t)=0Vtel

Lo spec(A) si definisce ”semisemplice” se V A € spec(A) si ha Mgeom (A) = mary(N)



70 CAPITOLO 4. EQUAZIONI DIFFERENZIALI

Dimostrazione. Vogliamo dimostrare che il luogo di zeri di v € un aperto in
I. Infatti, dato che I & connesso e che {u # 0} = u!((—00,0) U (0, +00)) &
aperto, deve per forza valere che {u =0} =1 o {u =0} = (), ovvero la tesi.
Sia tg € {u = 0}. Sia J C I intorno di ¢y ed intervallo tale che:

] llalloo,s <1

(condizione che viene verificata da qualche J in quanto A ¢ continua e local-
mente limitata).
Ma allora per ogni t € J vale che:

u(t) = u(t) — u(ty) = /t u'(s)ds = / A(s)u(s)ds

quindi per il Teorema del Valor Medio integrale:
lu(®)]] < [t —to| - [[Allc.s - [[tllso,s
Passando quindi al sup, ;:

[elloo.s < 11 1 Alloo,s - [[telloo,s

ma per ipotesi avevamo |J| - ||al/.; < 1 per cui deve per forza valere
|tt]|so.s = 0 ovvero J C {u = 0}. Quindi {u = 0} ¢ aperto. |

Teorema 4.2.3 - Unicita della soluzione
Due soluzioni del Problema di Cauchy 4.2.5 coincidono sull’intersezione dei
loro domina.

Dimostrazione. Segue direttamente dal Lemma 4.2.1: date infatti u,v so-
luzioni dello stesso problema di Cauchy su uno stesso dominio I, allora la
funzione u — v : I — R risolve il problema omogeneo.

Per il Lemma, u — v = 0 su tutto / in quanto (u —v)(tg) = up — ug = 0, cioe
u e v coincidono. [

Proposizione 4.2.2 - Operatore di Transizione
Sia A € C°(I,L(E)). Allora esiste W = Wy € C°(I x I, L(E)) tale che:

o csista W € C°(I x I,L(E))

LW (t,s) = A(t)- W(t,s)

e per ogni t,s € I vale
perog {W(s,s) =idg
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Dimostrazione. Costruiamo 'operatore W (¢, s) con la Serie di Peano-Baker.
Consideriamo la successione {v; breny € C°(Ix I, L(E)) definita per induzione

come:
vo(t, s) = idg
Vgr1(t, 8) = fA Yo (T, s)dT
Definisco allora Wa(t,s) = 3,5 vk(t, s).

Proviamo che la serie € normalmente convergente sui compatti J x J C I x [
dove J intervallo chiuso limitato. Sappiamo che:

t pTe LTR-1 T2
’Uk(t, S) = / / / e / A(Tk)A(Tk_l) e A(Tl)dTldTQ e di

Quindi:

CARERE " Al gdridra. .. dm
= ”AH’;oJ ldmdry .. .dT
~ i A < a2

da cui segue che:
IWalloo, x5 < Z w = el/lAllees < 4 o0

Ma allora la serie di funzioni continue converge uniformemente sui compatti
a W, che apparterra a C°(I x I, L(E)).
Inoltre, si osserva subito che Oyvi41(t, s) = A(t)vk(t, s) quindi:

m—+1
0 [ka(t 3] ZA Vg1 (t, S) kaH (t,s)
k=0

e per il Teorema del Limite Sotto Segno di Derivata per m — 400 si ha la
convergenza uniforme sui compatti. Segue che:

LW (t,s) = A(t)W(t,s)
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Teorema 4.2.4 - Esistenza della soluzione nel caso omogeneo
Considero il Problema di Cauchy omogeneo:

u'(t) = A(t) - u(t)
U(to) = Ug
Allora la sua soluzione sara u(t) = W (t, to)[uop].

Dimostrazione. Dato I'operatore di transizione W definito nella Proposizione
4.2.2, si verifica subito che:

' (t) = IW(t, to)[uo] = A(t) - W(t, to)[uo) = A(t)u(t)

e che:
u(to) = W(to, to)[UO] = ZdE[Uo] = Ug

dunque la funzione u(t) cosi definita risolve il Problema di Cauchy omogeneo.
[

Proposizione 4.2.3 - Proprieta dell’operatore W4
L’operatore di transizione W definito nella Proposizione 4.2.2 ha le sequenti
proprieta:

1. O1Wa(t,s) = A(t) - Walt,s) Vit,sel

2. W(s,s)=1idg Vsel

Wi(t,s) - W(s,r)=W(t,r) Vt,s,rel

Wit,s) - W(s,t)=1idg Vit,sel

FEsiste il differenziale parziale: 0.Wa(t,s) = —Wa(t,s)-A(s) Vt,sel
L’operatore W4 ¢ di classe CY(I x I, L(F))

NS T e

Se E ¢ uno spazio di dimensione finita, allora W_,4r = WXT

Dimostrazione. [ |

Teorema 4.2.5 - Esistenza della soluzione nel caso non omogeneo
Considero il Problema di Cauchy non omogeneo:

{u’(t) = A(t) - u(t) + b(t)

U(to) = U

Allora la sua soluzione sard u(t) = W (t, to)[uo] + ftz W (t, 7)b(T)dr.
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Dimostrazione. [ |

Osservazione 4.2.2 - W costruito in una variabile
Sia il punto iniziale to € I fissato. Allora V¢,s € I posso costruire W(t, s)
come funzione in una variabile:

W(ta S) = W(ta tO) ’ W(S7 tO)il
Infatti, basta usare le proprieta 3 e 4 della Proposizione 4.2.3:
W (t,s) =W(t,to) - W(to,s) = W(t,to) - W(s,to)™"

Proposizione 4.2.4 - Mappa W
Considero la mappa:

W V1, L(E)) — CO(I x I, L(E))
A WA

Tale mappa ¢ CT° da (CO(I,L(E)), || - [|oo.r) @ (COUI x I, L(E)), || - lcozx1)-

In particolare, si ha che

DW (A)[H] = [ WAt 7) - H(r) - Walr to)dr

Dimostrazione. |

Lemma 4.2.2 - Sviluppo di det(I + H)
Sia H € M(n,C). Per H— 0 vale:

det(I+H)=1+trH +o(H)

Dimostrazione. Usando lo sviluppo di Leibnitz di det(I + H) si trova:

n

det(I + H) = Z sgn(o) H(I + H)i,a(i) = Z sgn(o) H(‘SLU(Z‘) + hi,U(i))

oESy =1 oESy i=1
= I +his) + OUHIP) =14 his+ O(IH|)
=1 i=1

=1+tr(H)+O(|H|?)
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Teorema 4.2.6 - Formula del Determinante Wronskiano
Sia A € C°(I, M(n,C)). Per ogni t,s € I definisco w(t,s) = detWa(t,s).

Vale:
{@w(t, s) =trA(t) - w(t,s)

w(s,s) =1

S ottiene allora che:
w(t, S) _ efst trA(T)dr

Dimostrazione. Sia § > 0. Posso scrivere la derivata parziale di W (¢, s) nella
prima variabile come:

W(t+6,8) = W(t,s)+aW(ts) -5 +0(8) = W(t,s) + SAL)W(L, ) + o(5)
= (I +6A(t) + 0(5)) - W(t, s)

Passando ai determinanti allora:

det (W (t+0,s)) = det (I + dA(t) + o(0)) - det (W (t,s))
= (14 otr(A(t)))det (W(t,s)) + o(0)

grazie al Lemma 4.2.2. Nella notazione introdotta nel Teorema:
w(t +9,8) = w(t,s)+ otr(A(t)) - w(t,s) + o(d)

che ¢ la definizione di derivata parziale: djw(t,s) = tr(A(t)) w(t, s). |

4.2.3 E.D.O. Lineare a Coefficienti Periodici

Considereremo in questa Sezione 4.2.3 E = R" oppure C", distinguendo i
due casi ove necessario.

Definizione 4.2.6 - Sistema con soluzione periodica
Sia A € C2(R, L(E)) un cammino T-periodico. Consideriamo il sistema:

u'(t) = A(t) -u(t) =2 wu(t)=W(t0)-u(0)
Esso ammette una soluzione periodica se esiste zy € E tale che:
zo = u(T) = Wa(T, 0)[zo]

cioe equivalentemente 'operatore Wy4(¢,0) ha autovalore 1.

2Per quanto visto nella Sezione 4.2.2, il sistema equivale alla seconda scrittura.
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Osservazione 4.2.3 - Sistema equivalente
Nella pratica, invece di esprimere la soluzione con Wy(¢,0), si puo descrivere

una soluzione di:
X'(t) = A(t) - X(¢t)
X(0) € GL(n,C)

dove X € C%(R, M(n,C)).
Data tale soluzione, allora X (t) = W(¢,0) - X(0) ed ¢ invertibile V¢ € R (in
quanto X (0) e W (t,0) invertibili). Il particolare, posso scrivere le soluzioni

di v/ (t) = A(t) - u(t) come:
u(t) = X(t) - ug
e la condizione di periodicita, definita nella Definizione 4.2.6, diventa:
X(T) - up = X(0) - up

cioe 1 & autovalore di X (0)~' - X (7).
A conferma di questo, X (0)~! - X (7T') e W(T,0) sono coniugate:

X(0)™ - X(T) = X(0)~' - W(T,0) - X(0)

Osservazione 4.2.4 - Periodicita di W (t, s)
Nelle ipotesi della Definizione 4.2.6, vale che per ogni ¢, s € R:

WA(t + T, S+ T) = WA(t, S)
Infatti entrambe risolvono I'equazione differenziale 9, W (¢, s) = A(t)- W (t, s):

OWt+T,s+T)=At+T) Wit+T,s+1T)
=At) - Wit+T,s+1T)

quindi per unicita della soluzione di v/(t) = A(t)u(t) entrambe sono 1'unico
operatore di transizione.
In particolare, sfruttando questa proprieta, per m € N:

W(mT,0) =WmT,(m—1)T)----- W(e2T,T) - W(T,0)
= W(T,0)"

La condizione di periodicita per W(mT,0) & che abbia autovalore 1. Data l'u-
guaglianza W(mT,0) = W (T,0)™, equivalentemente W (7,0) ha autovalori
che sono radici m-esime dell’unita.
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Definizione 4.2.7 - Matrice di Monodromia
Definisco come Matrice di Monodromia del sistema X'(t) = A(t)- X (t) come:

Mr(X) = X(0)™" - X(T) = X(0)™ - Wa(T,0) - X(0)

Fatterello 4.2.1 - Invertibili come Esponenziali in C"
Ogni matrice M € GL(n,C) é l’esponenziale per una matrice L € M(n,C).

Dimostrazione. Considero la forma di Jordan® per la matrice M:

M=P-[ P Aj(1+%ij)] P!

1<j<r

dove P € GL(n,C).

Allora senza perdere generalita si restringe lo studio ai singoli blocchi dia-
gonali: proviamo che una matrice nella forma [ + N con N™ = 0 (cioe N
nilpotente) si puo scrivere in forma esponenziale.

Definisco per z € C il polinomio Q(z):

3
—

o
Qz) = -

B
Il
o

ossia come polinomio di Taylor di log(1 + z) all’ordine n — 1, cioe:
log(1+2) = Q(2) + O(z")

da cui:

+oo k
Q) = Z ng) =14+z+2"H(2)
k=0 ’

dove H(z) & una serie di potenze in z.
Considero allora )(z) come polinomio di N, definisco L = Q(N):

el =@M = [+ N4+ N"-H(N)=IT+N
ossia la tesi. [}

Proposizione 4.2.5 - Scrittura per Soluzioni fondamentali in C"
Sia X (t) € GL(n,C) soluzione fondamentale del sistema X'(t) = A(t)- X(t).
Essa si puo riscrivere come:

X(t) = P(t)-€'P
dove P(t) ¢ T-periodica e B € M(n,C).

3Uso la notazione di matrice diagonale a blocchi definita in 4.1.
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Dimostrazione. Per il Fatto 4.2.1, esiste B € M(n,C) tale che e’? = My
matrice di monodromia del sistema X'(t) = A(t) - X (¢). Allora:

e’ = My = X(0)~' - X(T)

X(0)=X(T)-e %

Posso allora considerare 1’esponenziale e'? al variare di t € R.
In particolare, definisco il cammino P(t) € GL(n,C):

Pt)=X(t)-e® VteR

Con questa definizione, si dimostra che P(t) & T-periodica, infatti:

che ¢ proprio la condizione di T-periodicita. |

Fatterello 4.2.2 - Invertibili come Esponenziali in R"

Per ogni matrice M € GL(n,R), M? ¢ l'esponenziale per una matrice L €
M(n,R).

Ne seque una discussione analoga a quella della Proposizione 4.2.5: data
X(t) € GL(n,R™) soluzione fondamentale del sistema X'(t) = A(t) - X(¢)

allora € possibile scrivere:
X(t) = P(t)-€'®
dove P(t) é 2T -periodica e B € M(n,R).
Dimostrazione. E’ solo una ”curiosita” per il lettore. (cit. Majer) |

Proposizione 4.2.6 - Proprieta di M
La matrice di monodromia My del sistema u'(t) = A(t) - u(t) ha le sequenti
proprieta:

1. W/ (t) = A(t) - u(t) ha soluzione T-periodica < My ha autovalore 1.
In particolare, ha k soluzioni indipendenti se l’autovalore 1 ha molte-
plicita geometrica k.

2. U/ (t) = A(t)-u(t) ha soluzione mT-periodica < My ha come autovalore
una radice m-esima dell’unita.
In particolare, ha k soluzioni indipendenti se gli autovalori radici m-
esime dell’unita hanno molteplicita geometrica totale k.

3. Mr ¢ coniugata a W(T,0).
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Dimostrazione. [ |

Definizione 4.2.8 - Moltiplicatori di Floquet
Gli autovalori di Mr(X) (o equivalentemente del coniugato Wa(T',0)) ven-
gono chiamati moltiplicatori di Floquet.

Proposizione 4.2.7 - Casi Particolari
Sia A € CA(R,L(E)) un cammino T-periodico. Ho 3 casi, ognuno con 3
proposizioni equivalenti.

Caso A
1. Le soluzioni di u'(t) = A(t) - u(t) sono o(1) pert — 400
2. [X®)] = o(1)
3. Spec(Mr(X)) Cc {z € C||z] <1}

Caso B
1. Le soluzioni di u'(t) = A(t) - u(t) sono O(1) pert — +o0
2 X)) = o)

3. Spec(Mr(X)) C {z € C||z| < 1} e Spec(Mr(X)) N {|z| = 1} ¢
semisemplice*

Caso C
1. Le soluzioni di u'(t) = A(t) - u(t) sono limitate su R
2. || X (t)]|oor < +00
3. Spec(Mr(X)) C {z € C||z| =1} e Spec(My(X)) ¢ semisemplice

Dimostrazione. [ |

‘Lo spec(A) si definisce "semisemplice” se V X € spec(A) si ha mgeom(A) = maig(N)
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4.3 Equazioni Differenziali Ordinarie

In questa Sezione 4.3, considereremo (F, || - ||) spazio di Banach, con parti-
colare attenzione per £ = R".

4.3.1 Definizione di E.D.O.

Definizione 4.3.1 - Equazione Differenziale Ordinaria
Sia 2 € R x E un aperto. Un’equazione differenziale del primo ordine in
forma normale, si definisce come:

u'(t) = f(t,u(t))

dove f: ) — FE e l'incognita ¢ u: R — E.
Un’equazione differenziale di ordine k si definisce come:

uP () = f(t,u(t),d ), ..., u* V(@)

Proposizione 4.3.1 - Riformulazione ad E.D.O. di primo ordine
Considero ’equazione differenziale di ordine k:

uP () = f(t,u(t),d (1), ..., u* V(@)

Essa si puo ricondurre ad un’equazione di primo ordine sullo spazio E*~1.
Considero infatti z(t) € E*~1 come:

u(k—l)(t)
Allora l’equazione differenziale si puo scrivere x'(t) = F(t,z(t)) dove:

u(t) u'(t)

u® u®@ ()
u= (1) £t u(t), o (8), .., uB D (1))

Affronteremo quindi il caso delle E.D.O. di primo ordine, da cui si puo
ricavare poi un metodo di soluzione generale.

Definizione 4.3.2 - Soluzione Locale
Una soluzione locale dell’equazione u'(t) = f(t,u(t)) definita come sopra &
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una funzione v : I — E dove I C R intervallo aperto ed u derivabile su I.
In particolare deve valere:

graf(u) € €
W) = f(tult)) Vtel

Osservazione 4.53.1 - u' continua
Dato che f ed u continue, allora u'(t) = f(t,u(t)) composizione di continue,
quindi & continua. Segue che u € C*.

Osservazione 4.3.2

In generale, le soluzioni possono non ricoprire interamente il dominio di f,
ossia R x F.

Ad esempio, prendiamo per 2 C R x R:

f(t (1) =1+ ()’
Allora una soluzione a questa equazione € x(t) = tan(t—c) con ¢ € R, infatti:

f(t,z(t)) = f(t, tan(t — c)) = 1 + tan*(t — ¢)

1 R
T ot —o) (tan(t — c))" = 2'(t)

ovvero il dominio di x(t) sara il solo intervallo Jc — 7, ¢+ Z[.

Definizione 4.3.3 - Problema di Cauchy
Il problema di Cauchy per un’equazione differenziale ordinaria di primo grado

| {u’(t) = f(t u(t))
U(to) = 29

dove (tg, o) € 2 e I'incognita e u: I € R — E con tg € 1.

4.3.2 Teorema di Cauchy - Lipschitz - Picard - Lindelof

Definizione 4.3.4 - Ipotesi di Lipschitz (IdL)
Sia 2 C R x F aperto. La funzione f : 2 — F soddisfa le ipotesi di Lipschitz
se f & continua e per ogni (tg, o) € €2 esistono L,e,d > 0 tali che:

L [to —5,t0—|—5} X E(Z’Q,&“) - Q
e perognit € [to —0,ty + 5] e per ogni z, 2’ € B(xg,¢) vale:

1f(t, ) = f(t, 2] < Lz — 2|
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Equivalentemente, f soddisfa le ipotesi di Lipschitz se e solo se:
e f continua
e f localmente® Lipschitziana nella seconda variabile

Osservazione 4.3.3 - Condizione sufficiente per Ipotesi di Lipschitz
Se f € C° tale che Dyf € C° allora f soddisfa le ipotesi di Lipschitz.

Dimostrazione. Segue direttamente dal Teorema del Valor Medio. |

Osservazione 4.3.4 - Caso f lineare

Sia Q=1 x E CRx E aperto. Sia A € C°(I, L(E)) cammino continuo. Sia
f:Q— Edove f(t,z) = A(t) - x.

Allora per ogni J € I chiuso, x,z’ € E:

1t 2) = f{E 2 < NA@) oo -l — 2]

ovvero f soddisfa le ipotesi di Lipschitz.

Proposizione 4.3.2 - Caso di dimensione finita
Sia f: Q2 CRx E— E una mappa che soddisfa le ipotesi di Lipschitz. Sia
K C Q un compatto tale che per ognit € I sia convesso®:

Ki={ze€eE|(t,x) e K} =j; ' (K)

Allora f‘K e Lipschitziana nella seconda variabile.

Dimostrazione. |

Corollario 4.3.0.1

Nel caso E=R"™ la Proposizione 4.5.2 e particolarmente rilevante.
Supponiamo f : 2 C R x R* — R" soddisfi le ipotesi di Lipschitz. Sia
(to, IL‘()) e Q.

Allora (data la natura dello spazio normato R™) esistono €,6 > 0 per cui i
compatti saranno nella forma:

K = [to — 5,t0 —|—(5] X §($0,6)

Dimostrazione. |

5Per ”localmente” si intende in un intorno di (to,x0) € R x E, non solo in un intorno
della seconda variabile xo € F
6Consideriamo in particolare j; : E — R x E l'immersione tale che j;(z) = (t,z)



82 CAPITOLO 4. EQUAZIONI DIFFERENZIALI

Proposizione 4.3.3 - Unicita locale della soluzione sotto IdL

Sia (E,|| - ||) uno spazio di Banach. Sia Q@ C R x E aperto ed f : Q — E
funzione che soddisfa le ipotesi di Lipschitz. Allora due soluzioni locali uy e
uy del problema di Cauchy:

{u’(t) = f(t,u(t))

U(to) = 29
coincidono in un intorno di ty.

Dimostrazione. Siano dalle ipotesi di Lipschitz: § > 0 e e > 0 ed L costante
di Lipschitz per la seconda variabile.

Consideriamo quindi J = [ty — 6,y + 0] ¢ B = B(zg,¢), con J x B C Q in
modo che f|;«p sia L-lipschitziana.

Date u; ed ug soluzioni del problema di Cauchy, senza perdere generalita (a
meno di prendere § piu piccolo) si vuole che uy(J) € B e uz(J) C B e che
0-L<1.

Ma allora, siccome wuy(tg) = ua(to) = xo:

ul(t)—uQ(t)Z/ (US(T)—UQ(T))CZT:/ (f (7, un () = f(7,ua(7)))) d7

to to
Ma allora, siccome (7,u;(7)) € J x B perogniTe€ Jei=1,2:
Jur () = ua ()| < [t —to] - L+ flur — uaflo,s < OL - [lug — tg|os,s

Prendendo il sup si ottiene che:
teJ

lur — w2,y < OL||ur — Usl|oo,s
e siccome 0L < 1 allora ||ug — ug|eo,s = 0. Cioe uy = ug su tutto J. [ |

Corollario 4.3.0.2 - Uguaglianza sull’intersezione di domini
Nelle ipotesi della Proposizione 4.53.3, date due soluzioni u; e us, esse coin-
cidono sull’intersezione dei loro domini:

I = dom(uy) N dom(us)
Dimostrazione. 11 corollario segue dal fatto che J = {t € I|uy(t) = ua(t)}:
e J ¢ aperto, in quanto intorno di ogni suo punto.

e J ¢ chiuso in quanto luogo degli zeri di uy(t) — ua(t) = 0 (u; — us € una
funzione continua, quindi la controimmagine di {0} chiuso, & chiusa).
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Allora, essendo I un compatto, [ = J. |

Corollario 4.3.0.3 - Soluzione Massimale
Nelle wpotesi di Lipschitz, un problema di Cauchy ha soluzione massimale,
data per inclusione sul dominio.

Dimostrazione. Segue direttamente dal Corollario 4.3.0.2. |

Teorema 4.3.1 - Esistenza e Unicita della soluzione sotto IdL
Siano E| | - || uno spazio di Banach e Q CR x E. Siano:

[ ] (to, .CE()) € Q
e 5,c>0 e siano J = [to —5,750—1—5} e B = B(wg,¢) tali che J x B C
o f:Q — FE una funzione L-Lipschitz su J x B nella seconda variabile

Supponiamo inoltre che 6 - || fllco.sxn < €.
Allora il problema di Cauchy:

{u'(t) = f(t,u())
U(to) = 29

ha una soluzione unica uw: J — E. -

Osservazione 4.3.5 - Enunciato piu debole
La dimostrazione del Teorema diventa piu semplice supponendo che 6L < 1.
Questo rende pero il risultato piu debole.

Dimostrazione. Riformuliamo la tesi come un problema di Punto Fisso, os-
servando ’equivalenza tra:

1. il problema di Cauchy:

{u’(t) = f(t,u)

U(to) = X

2. il problema di Punto Fisso:

u(t) = xo + ftz f(ru(T))dr
u € C°(J, B) = B(x¢,¢) C C°(J,E)
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Se u € C°(J, E) risolve il problema (2) allora la funzione v'(t) = f(t,u(t)) ¢
continua (composizione di continue) quindi v € C*(J, B) e vale

u(to) = o +/t f(ru(r))dr =

cioe u risolve (1).
Se w risolve il problema (1), vale che:

u(t) = ulty) + /t: o' (T)dT = 1o + /t: f(r u(r))dr

ed inoltre u(J) C B. Supponendo che entrambe le proprieta vengano verifi-
cate, u risolverebbe (2). Dimostriamo 'inclusione u(J) C B. Se per assurdo
esistesse t* € J tale che ||u(t*) — zo|| > €. Senza perdere generalita, sia
t* € [to, to + &[. Possiamo considerare:

ty = min{t € [to,t"] | ||u(t) — zo|| = €}

che esiste perché u continua e I'insieme di cui prendiamo il minimo e chiuso
non vuoto.
Allora per ogni 7 € [to, t1[ vale che (7,u(7)) € J x B quindi

o' (7)) = 1f (7, ()] < | fllo.sx

Ma allora, per il Teorema del Valor Medio per Curve:

€ = |Ju(tr) — ulto)|| < [t1 — to] - sup [ (T)[| < 6] flloo,gxn < €
TE[to,t1

che ¢ assurdo (I'ultima disuguaglianza vale per ipotesi).
Dimostriamo che vi & un’unica soluzione al problema (2) di Punto Fisso.
Consideriamo la mappa:

T: Bw = B(zg,e) — C°J,E)
v — Tv

dove per ogni t € J:

Tu(t) = xg —I—/t f(r,o(r))dr

Allora osserviamo che T'(B) € By in quanto se v € B, allora per ogni
(1,v(7)) € J x B vale che || f(,v(7))|| < || fllco,sx5 € allora:

t
|.f oo, 7% BAT

[Tw(t) = ol = II/t f(ro(r))dr|| < t

<t —=7| [ fllooysxn <6 || fllocsxns < €
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quindi passando a sup lim:
teJ

|Tv — zg|oos < €

cioe Tv € By.
Si conclude allora in diversi modi:

1. assumendo l'ipotesi d < 1, risulta che T" ¢ una contrazione di costante
dL rispetto alla norma || - ||«.s. Infatti per ogni v, w € B e per ogni
teJ:

t
[Tv(t) = Tw(t)]| < / (f(r,v(7)) = f(7,w(7))) dr
to

<[t —tol - L+ [|v = w]loe,s < OL[Jv = wl|oc,s

passando a sup:
ted

|70 = Te]lay < dL - o= wlw
cioe T e d L-lipschitziana. Il Teorema delle Contrazioni garantisce 1’esi-

stenza e I'unicita della soluzione al problema del Punto Fisso (e quindi
al problema di Cauchy).

2. nel caso generale, dimostriamo che esiste m € N tale che T™ sia contra-
zione su B,,. Questo basta per dare I’esistenza e unicita della soluzione
al problema di Punto Fisso.

Siano v,w € By, t € J ed n € N. Dimostriamo che:
LTL
IT0(t) = T*w®)l < It —tol" - v = w]lsc,s
per induzione su n € N:
e n = 0: ¢ banale in quanto ||v(t) — w(t)|| < ||v — W]l

e n > 0: supponiamo che la disuguaglianza valga per n — 1. Allora:

[T () = T w(t)|| = /t (f(r, 7" o(r)) = f(r, T w(T))) dr

= / (7, T (7)) = f(r, T"  w(r))|| dr
<L- / t 1T o(r) — 7" w(r) | dr
" t

- _t n—ld
S ), Tl

" [t—to| "
= s"tds < —|t — to‘n
(n—1)"!J, n!
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Passando a sup:
teJ

HT”U — anHoo,J S (5L>

[v = wlloo,s

e per andamento asintotico di ¢ ) esiste W € N tale che * )W < 1.
Allora T™ & contrazione e questo conclude la dlmostramone

4.3.3 Caratterizzazione delle Successioni Massimalmen-
te Definite

Proposizione 4.3.4 - Estensione di Dominio delle soluzioni (limiti)
Sia u :Ja,b|— E una soluzione del problema di Cauchy:

u'(t) = f(t,u(?))
U(to) = X
dove f:Q C R x E — E soddisfa le ipotesi di Lipschitz.
Supponiamo che 3 %mg u(t) = x tale che (b,x) € Q.
—
Allora esiste 6 > 0 tale che u ammette un’estensione propria ad una soluzione

con dominio |a,b+ 0[.

Dimostrazione. Sia v una solizione locale del problema di Cauchy:

{1/ = f(t,v)
v(b) ==z

dove v :Jb—6,b+ d|— E. Definiamo quindi la funzione u, :Ja,b+dé[— E tale

che: © ,
u(t a<t<
W@y‘{v@ b<t<b+d

Per costruzione u, ¢ continua su Ja,b + §[ ed ) ¢ continua su Ja,b| e su
]b,b + 0. Vale inoltre che u(t) = f(t,u(t)) per ogni t €]a,b+ §[\{b}. Per
ipotesi esiste il limite:

limu () = hmf(t u(t)) = f(b, )

t—b

in quanto sia per il limite sinistro che destro u/(t) e v/(t) sono continue.
Quindi per il Principio della rimozione di singolarita per funzioni derivabili
u, € derivabile in t = b con u'(b) = f(b, u(b)). |



4.3. EQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE 87

Proposizione 4.3.5 - Estensione di Dominio delle soluzioni (succes-
sioni)
Sia u :)a,b|— E una soluzione del problema di Cauchy:

{u’(t) = f(t,u(t))
'Lb(to) = 2

dove f:Q CR x E — E soddisfa le ipotesi di Lipschitz.
Supponiamo che 3 (ty)k € N Cla, b tale che:

ot —b e wu(ty) —x
o (byx) €

Allora esiste § > 0 tale che u ammette un’estensione propria ad una soluzione
con dominio |a,b + 0[.

Dimostrazione. Per la Proposizione 4.3.4 basta provare che esiste 11[1; u(t).
—

Siccome f & continua, ¢ localmente limitata in (b, z) € Q: esiste g9 > 0 tale
che per R = [b — g¢] X B(z,g9) C Q vale || flloor = M < 0.

Supponiamo per assurdo che non esista il limite }tirrg u(t) o che hm u( ) # x.
*)

Equivalentemente, cio significa che esiste € > 0 tale che per ogm k: eN:
u([ty, b)) € B(z,¢) (4.2)
e si puo supporre senza perdere generalita che 0 < € < gy. Definiamo:
ty, = min {t € [t, b] [ [|u(t) — [| = €}

ben definito in quanto e un insieme non vuoto per l'osservazione 4.2.
Quindi per ogni t € [ty, t;] vale che ||u(t) — z|| < e percio:

[ @I = 11f (& w) < N ooty b1xBe) < 1 lloor = M
Ma allora per k£ — +o0:
Ju(ty) — ute)|| < (G — )M = o(1)
e al contempo:
luty) —ulti)ll = llulty) — 2l + [z —w®)]| = € # o(1)

che € un assurdo. Segue che esiste il limite lirrg u(t) = = e questo conclude. W
t—
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Proposizione 4.3.6 - ”Fuga dai Compatti”
Sia u :Ja,b|— E una soluzione del problema di Cauchy:

{u’(t) = f(t,u(t))

u(ty) = xo

dove f : QQ C R x E — FE soddisfa le ipotesi di Lipschitz. Sia K C Q un
compatto.
Allora Ja, B tali che a < a < < b tali che:

(t,u(t)) ¢ K Vit ela,b[\{a, 5}

Dimostrazione. Supponiamo che la tesi sia falsa. Esisterebbe una successione
{tx tren Cla, b] convergente ad a o b (supponiamo che converga a b, 'altro
caso ¢ analogo) tale che {(tx, u(tx)) bren C K.

A meno di estrarre una sottosuccessione, per compattezza di K supponiamo
che (tg, u(ty)) gmase (b,x) € Q.

Ma allora per la Proposizione 4.3.5 il dominio di definizione della soluzione
u non e massimale, assurdo. |

4.3.4 Dipendenza dai Dati Iniziali

Teorema 4.3.2 - Dipendenza continua da u(ty) = x

Siano Q C R x E aperto e f € C°(Q, E) una funzione che soddisfi le ipotesi
di Lipschitz.

Sia u : I — E soluzione del problema di Cauchy:

{u’(t) = f(t,u(t))
u(to) = xo

esiat; €1.
Allora esistono p > 0 e ¢ > 0 tali che per ogni problema di Cauchy:

v'(t) = f(t,v(t))
v(to) = Yo
2o —yoll < p

ha soluzione massimalmente definita v : J — E tale che:
e tieJety<t

o [|v—ulloo fton] < ¢+ |20 — ol
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Osservazione 4.3.6
In altre parole, perturbando il dato iniziale xy del problema di Cauchy, la
soluzione varia in modo continuo e localmente Lipschitziano.

Dimostrazione. Possiamo ricoprire il compatto graf(u|y,+)) (compatto in
quanto immagine continua di [to, ¢;] compatto) con un numero finito di aperti
della forma {.J; X B;};c; dove per ogni i € I vale che J; x B; C Q e che f
sia L;-lipschitziana (per Ipotesi di Lipschitz).

Sia a questo punto’:

JZ’XBZ'

€= min d ((t,u(t)) , 2\ U(Jz X Bz))

to<t<ty =
1€

Allora definisco:
T. ={(t,z) € [to,t1] X E | ||z — u(t)]| < &}

Per costruzione allora T, C |J,,(J; x B;) € €2
Ponendo L = max;es L; otteniamo che f|r. e L-lipschitziana nella seconda
variabile. Inoltre osserviamo che f e limitata su 7, da:

M = max || f(t,u®))| +eL > ||fllcor

to<t<ty

Dimostriamo che le richieste del teorema sono soddisfatte ponendo:
p =c- eiL(tlftO)
c = eL(tl—to)

Sia yo € E tale che ||zg — yo|| < p e consideriamo la soluzione massimale
v :Ja,b|— E del problema di Cauchy:

{v’<t> = f(t,0(t))

v(to) = Yo

e dico che graf (vlg,s) ¢ T-. Infatti se per ogni t € [to,b[ valesse che
(t,v(t)) € T, allora:
[ (O = Lf & @) < M
cioe v, e[ sarebbe M-lipschitziana quindi esisterebbe llrrg v(t) e per la Pro-
%

posizione 4.3.4 la soluzione v non sarebbe massimale.

"Considero la distanza d punto-insieme che si vede essere continua.
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Ma allora esiste t € [to, b[ tale che (t,v(t)) # 1. cioe t > t; oppure ||u(t) —
v(t)]| > €. In particolare sia:

t. = min {t € [to, 0] | [lu(t) —v(®)[| = e} U {t:}

per costruzione t, < t, < t; ed in particolare noto che se t, < t; per continuita
vale per forza che:
Ju(ts) —v(t)] =€

Vediamo che questa uguaglianza e assurda, allora per forza ¢, = t;.
Definiamo r = ||u(ty) — v(to)||. Per ogni t € [to, t.] vale:

Definiamo ¢(t) = ftto llu(t) — v(r)||dr. Allora questa funzione risolve il
sistema:

¢'(t) <+ Lo(t)

¢(to) =0

Moltiplicando per il fattore derivante e~** la prima disequazione del sistema
si ottiene:

02 e (g/(t) — Lo(t) =) = [ (0(1) + %)}

Quindi la funzione e~ (¢(t) + L) & decrescente su [tg, t,] quindi in partico-
lare per ogni t € [to, t.]:

e 'L ((b(t) + Z) < e*tOL%

cioe riscrivendo:
r+ Lo(t) < ellt=to)y

Ma a questo punto vediamo che:

[u(t) —v(t)]| = ¢'(t) < r+ Lo(t) < Xt < ehlimt) )y = ¢
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e per t = t, la disequazione diventa:
Ju(t) —o(t)]| <e

che & un assurdo per costruzione di t,. Quindi ¢, = t;. Ma allora:

t1—to

= vllocjtg.eay < €7 2o — yoll = cllzo = yoll

ovvero la tesi. |

Definizione 4.3.5 - Flusso o Soluzione Generale

Sia u/(t) = f(t,u(t)) una E.D.O. che soddisfa le ipotesi di Lipschitz (dove
f:Q—E).

Sia Z C R x R x E sottoinsieme dove Y (t1, g, xg) € =:

e u: ] € R— F soluzione massimale del problema di Cauchy:
u'(t) = f(t,u(t))
U(to) = T

et €]

La mappa £ : Z — F definita come:

é(tla tO) .fL'o) = u(tl)
si chiama flusso o soluzione generale.

Definizione 4.3.6 - Mappe 7, e 7*
Nelle ipotesi della Definizione 4.3.5, definisco per ogni (g, zo) € 2

7:(to, To) = inf (dom(u)) € [—o0, +oo]
7 (to, o) = sup (dom(u)) €] — oo, +x]

Osservazione 4.3.7 - Proprieta di &
Valgono in particolare le seguenti proprieta:

e {(t,t,x) =x perogni (t,z) € N
o {(ta, t1,&(t1, b0, o)) = &(ta2, to, o)
Dimostrazione. Seguono dalla definizione di &. [ |

Teorema 4.3.3 - Teoremi sulle mappe 7, e 7*
Considero le ipotesi della Definizione 4.3.5. Allora Z ¢ aperto e il flusso
£:Z — E ¢ una funzione continua nella prima e terza variabile. Inoltre:
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o 7.:Q — [—00,+00[ € semicontinua superiormente
o 7 : Q) =] —00,+00] é semicontinua inferiormente

Dimostrazione. La continuita di £ : = — €2 nella prima variabile segue dal
fatto che le soluzioni ai problemi di Cauchy sono continue.

Dimostriamo la semicontinuita inferiore di 7* vedendo che per ogni ¢ € R si
ha {7* > ¢} aperto.

Sia (tg,xg) € {7* > ¢} € Q. Ma allora sia 7*(ty,x9) = T. Consideriamo
t* € R tale che max(c,ty) < t* < T, allora la soluzione massimalmente
definita al problema di Cauchy con dati iniziali u(ty) = x¢ sara ben definita
su tutto [to, t*].

Per il Teorema 4.3.2, esiste p > 0 tale che per ogni yo € B(xg, p) la soluzione
massimale v al problema di Cauchy:

{U, = f(tu U)
v(to) = Yo

¢ tale che t* € dom(v). In altre parole, [to,t*] X {to} x B(zo,p) C =. Con un
analogo argomento per 7, si ottiene che esiste 7, (ty) < t. < ty. Quindi:

(1]

[t., 8] < {to} X B(wo, p) C

Inoltre, sappiamo che ty € [t,,t*]. Per continuita di £ nella prima variabile
esiste ¢ > 0 tale che:

f(]to — Ef,t(] + 8[,t0,$0) Q B(g(to,t(],.ﬁo),p) = B(l’o,&)

Ma allora osservo che per ogni t; €|ty — €, to + €[ le soluzioni dei problemi di
Cauchy:

u(to) = o v(ty) = &(t1,to, 20)

{u’(t) = f(t,u(t)) {v’<t> — f(t,0(1))

coincidono ed in particolare coincidono i loro domini: dom(u) = dom(v). Per
cui per ogni t; € [ty — €,to + €] vale che

[t*at*] X {tl} X B(%o,p) c=
Quindi in particolare:

[te, U] X ]to — €,t0 + e[x B(xg, p) C = (4.3)
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Ma allora per ogni (t1, x1) €|to—¢, to+e[x B(xg, p) vale che 7*(t1, x1) > t* > ¢,
OVVero:

|to — e,to + €[ x B(xo, p) C {7" > ¢}
Questo implica che {7* > ¢} & intorno di ogni suo punto (o, xg), ovvero {7* >
c} & aperto. Con un ragionamento analogo si vede che 7, & semicontinua
superiormente.
Osserviamo che in questo modo abbiamo dimostrato = & un aperto. Cio
segue sempre dal fatto che per (1,t9,z9) € Z si possono scegliere t,,t* € R
affinché 7.(tg) < t. <t1 <t* <7*(ty) ed €, p > 0 tali che:

[t, "] xtg — e, to + e[xB(zg, p) C =

con lo stesso risultato di prima 4.3. Cosi = € intorno di ogni suo punto,
aperto. |

Osservazione 4.3.8
La dimostrazione potrebbe sembrare a prima lettura molto contorta. Tutta-
via un’idea utile per motivare i passaggi puo essere pensare al fatto che:

"= aperto” e 7% 7, semicontinue inferiore e superiore rispettivamente”

sono nozioni equivalenti. Entrambi i fatti, poi, sono giustificati interamente
dai risultati del Teorema 4.3.2. Riporto ora una figura che personalmente
ritengo esplicativa:

INSERIRE IMMAGINE

Teorema 4.3.4 - Dipendenza Differenziabile dai Dati
Sia Q2 CR x E aperto e sia f:Q — E tale che:

el F)
Dof € C°%(Q, L(E))

Allora f soddisfa le ipotesi di Lipschitz e il flusso £ : = — E € una funzione
Ct.

Dimostrazione. Per il Teorema del Differenziale Totale 3.3.1 & sufficiente
provare che che siano continui:

1. esiste ;& € C°(Q, E)
2. esiste D¢ € C°(Q, F)
3. esiste D3¢ € C°(Q, L(E))
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Infatti vediamo che:

1. dalla definizione di £ segue che 01&(t, s, z) = f(t,&(t, s, x)) quindi per
continuita della composizione:

(t,5.2) — (t,6(t,5,2)) > f(t,€(t5,7))
anche 0;¢ e continua.

2. supponendo che valgano (1) e (3), prendiamo l'identita valida per ogni
terna (¢,s,2) € =:
x=2£&(s,t,&(L, s, 7))
Denotiamo per ¢,z fissati: wu(s) = £(t,s,x). Ma allora I'identita si
riscrive:

T = 5(57 t U(S))

Siccome per il punto (3) la funzione £ ha differenziale nella terza varia-
bile continuo (cio¢ invertibile), per il Teorema della Funzione Implicita
3.3.6 si ottiene che u € C.

3. proviamo che esiste D3&(t,s,z) € GL(E).
L’idea e ricondursi ad una E.D.O. lineare a coefficienti variabili. Infatti
supponendo che esista il differenziabile nella terza variabile, partiamo
dall’identita:
n§(t, s, @) = f(t.&(t, s, x))
Differenziando in z (assumendo che i differenziali parziali commutino
01 D3 = D30,) segue:

61D3€(ta S,%) = DBalg(ta S,%) = D2f(ta§(tvsax)) o D3€(ta S,:E)

e dato che £(t,t, x) = x, allora D3é(t,t,z) = IE.
Ma allora formuliamo un problema di Cauchy la cui soluzione sia pro-
prio il differenziale D3&(t,s,x). Indichiamo A(t) = Daof(t,£(t,s,2)),

allora:

X'(t) = A@)X(t)

X(S) = IE
Il "candidato” differenziale ¢ D3&(t,s,x) = Wal(t,s), 'operatore di
transizione che risolve il problema di Cauchy.

Dimostriamo che W4(t, s) verifica la definizione di differenziale, ovvero
per y — x:

§(t,s,y) = &(t,s,2) = Walt, s)ly — =] = o(||z = y]))
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Chiamiamo z(t) = &(t, s,y) — &(t, s,x) — Wal(t, s)[y — z]. Allora:

) —
2(t) = f(t.8(L s,y)) — [(£E(L s, 2)) — ALYWalt, s)ly — 2]
= A(t) [§(t, s,y) = &(t, s, @) = Walt, s)[z — yl] + f(t,€(E, 5,9))—
— f(t,5,8(t,s,2)) = A1) [E(L, 5, y) — E(1, s, 2)]
= A(t)z(t) + h(?)

dove:
h(t) = f(taé(ta Say)) - f(ta Saé(t’ S,l’)) - A(t) [€<t7 S, y) - f(t, S?x)]

Per la Formula di Variazione con Costante Arbitraria:

£ = / Wa(t, 7)h(r)dr

per cui passando alla norma:
2@ < [t = s - [Walloos, x5 - [12llos s

Concludiamo provando che ||hl|o 5,9 = o(||z — y]|), denotando i punti
X =¢(t,s,x) e Y =£(t,s,y). Per ogni 7 € [s,t]:

Wt) = f(,Y) = f(t,8,X) = A@) [Y = X]
= [(tY) = f(t, X) = Daf (£, X)[Y — X]

Si applica il Teorema del Valor Medio® alla funzione f(t,-) tra X ed Y
IR <I1E(T, s,y) — (7, 8,2)|| - sup || Dof (7,8(7, s, 2)+
0<A<1
+ A[g(Ta S, y) - 5(7’, S, 37)] - DQf(T7 6(7—7 S, JZ)))H
Passando alla norma || - ||oc,[s,4:

Pl < €0 :8) €05, - 0B D316 5,2)+
T€[s,1]
+ )\[6(, S, y) — 5(, Syx)] - D2f('a£('7 S, IE)))H
= 0(lly — ) - olly — I} = oflly I

che implica la tesi.

811 TVM applicato all’'operatore X +— F(X) — LX si scrive come:
1F() = FX) = LN = XJ[ < [V = X][- sup HDF(X+>\(Y X)) —L|
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4.4 Esercitazioni su E.D.O.

4.4.1 E.D.O. a Variabili Separabili

Definizione 4.4.1 - E.D.O. a Variabili Separabili
Una E.D.O. a variabili separabili e del tipo:

f(t,x) = h(t) - g()

Fatterello 4.4.1 - Metodo di Integrazione
Sia lo spazio di Banach® E = R.
Un metodo utile per risolvere il problema di Cauchy relativo alle E.D.O. a

variabili separabili
& = h(t) - g()
l’(to) = 2o

¢ utilizzare la sequente identita:

In particolare, é possibile ricavare informazioni qualitative sulle soluzioni
del problema di Cauchy o, individuando delle primitive, trovare la soluzione
stessa al problema.

Dimostrazione. Divido la discussione in 2 casi:

e il caso g(xp) = 0 ¢ banale. Infatti allora x(t) = x( costante ¢ soluzione:
& = h(t) - g(x) = h(t) - g(x0) =0

® se gxo) # 0, allora almeno in un intorno I di x¢ la funzione g non si
annulla. In questo intorno si puo allora dividere per g(z):

i = h(t) - g(a(1)
%(to) =X
g(x) #0 Veel

Posso dividere I'equazione differenziale per g(x(t)) e ottengo:

(t)

gy

9Questa condizione & necessaria in quanto ¢ necessario il buon ordinamento dello spazio.
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e integrando rispetto a t ottengo:

/t: %ds = /t: h(s)ds

Basta ora fare la sostituzione 7 = x(s) e si ottiene la tesi in quanto il
termine a sinistra diventa:

/ g(gbx(i))ds - / (t) e

4.4.2 Equazioni di Bernoulli

Definizione 4.4.2 - Equazione di Bernoulli
Un problema di Cauchy legato ad un’equazione di Bernoulli ¢ della forma:

{y’ = a(x)y + b(x)y”

y(xo) = wo
dove a € [0, +00).

Fatterello 4.4.2 - Metodo di risoluzione

Da un’equazione di Bernoulli € possibile ricondursi ad una E.D.O. lineare
con il metodo sequente.

Il caso y(xg) = 0 ha come soluzione banale y(x) = 0 costante.

Se y(xg) # 0, allora y non si annullerd in un intorno I di xo. In questo caso
e lecito divdere per y* l’equazione di Bernoulli:

y _ alz)
= = + b(z
ya yafl ( )

e se chiamo z = ya—l,l ottengo l’equazione differenziale lineare:

o= a(z)z + b(x)

4.4.3 E.D.O. con Teorema di Dini

Supponiamo di voler risolvere il seguente problema di Cauchy:

!/ A(z,y)
{y = Bay)

y(wo) = Yo
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Dico che se la forma differenziale A(z,y)dx — B(x,y)dy € esatta (nell'intorno
di (z9,y0)) e se F(z,y) € una sua primitiva tale che F(x¢,yo) = 0, allora si
puo applicare il Teorema di Dini 3.3.7 I’equazione differenziale si scrive come
segue:
) 0uF(z,y)
ayF(l‘, y)

e quindi y(z) in un intorno di xy non puo che essere la funzione implicita
associata a F' nelle vicinanze di (g, yo).

Caso in cui Adx — Bdy non ¢ esatta

(che si verifica <= non ¢ chiusa se mi restringo in un intorno di (xg, yo))
In questo caso potrebbe essere utile ricorrere alla tecnica del fattore integran-
te.

Data la forma Adx — Bdy posso trovare M (x,y) tale che AMdx - BMdy ¢
esatta? Se ci riesco e se I’ € una sua primitiva locale, allora il luogo di zeri
risolvera y' = % = %

Per capire se 3M che renda la forma M Adx — M Bdy esatta (localmente)!”
e equivalente a capire se trovo M tale che

0,(MA) +0,(MB) =0 <= 0,MA+ Md,A+0,MB+ M3,B =0

(questa e quella che si chiama una forma del trasporto). Vediamo ora una
serie di casi particolari:

° W dipende solo da x. Dico che in questo caso trovo un fattore
integrante M’ = M (x). Infatti se scelgo M dipendente solo da z allora

I’equazione per M diventa:
—-0,A—0,B
MO,A+0,MB+ MO,B=0 <= 0,M = M(yT)

9y A+0:B
f;o( e dr)

quindi posso scegliere M = e
o 2A%B ipende solo da y. St do qui A( )#0. 1 t
" p y. Sto assumendo qui A(zo, Yo . In questo
caso cerco M = M (y). Quindi 'equazione su M si riduce a:

0,MA + Md,A+ Md,B =0

. . e (PuAt0aB
quindi posso scegliere M(y) = e J=0' 4

Commento su chiusura min 28 da scrivere lezione 30,/03
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4.4.4 Studio di Soluzioni globali e non

Proposizione 4.4.1 - Condizioni sufficienti per Soluzioni globali
Sia f(t,x) : R x E — FE tale che:

1F (&) < A(8) + B(#)]|=]]

dove A, B € C(R,R).

Allora le soluzioni di & = f(t,z) sono globali su R.

Dimostrazione. [ |

Definizione 4.4.3 - Soprasoluzioni e Sottosoluzioni
Sia un’equazione differenziale § = f(x,y) e sia z(x) una funzione definita su
un intervallo 7. Allora:

e 2z e una soprasoluzione dell’equazione differenziale quando:

2(x) > f(x, z(x)) Veel

e 2 ¢ una sottosoluzione dell’equazione differenziale quando:

2(z) < f(x, z(x)) Veel

Teorema 4.4.1 - Confronto sottosoluzioni e soprasoluzioni
Considero un’equazione differenziale y = f(x,y) che soddisfi le ipotesi di Lip-
schitz.

Siano z(x) una soprasoluzione e w(x) una sottosoluzione definite su un in-
tervallo I. Seque che:

o Se z(xg) > w(wg) per un certo xo € I allora:

2(z) > w(x) Ve IN [z, +0o0)

o Se z(zg) < w(xg) per un certo xo € I allora:

2(x) < w(x) Vaoeln(—oo,z)

Dimostrazione. Trattiamo il caso z(zg) > w(zp). L’altro caso sara analogo.
Per ipotesi vale che:

2(z) > f(x, 2(z))
w(z) < fz,w(z))
z(xg) > w(xp)
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da cui facendo la differenza:

w(z) = 2(z) < flz,wz)) — f(z,2(2))
2(xg) — w(xg) >0

Inoltre possiamo considerare senza perdere generalita [ intervallo compatto.
Infatti se fosse I illimitato, potremmo suddividere 'intervallo in sottointerval-
li compatti, verificare la tesi e ottenere in questo modo che la disuguaglianza
vale su tutto I.
Allora per compattezza di I, la Lipschitzianita di f nella seconda variabi-
le ¢ globale (e non solo locale, come garanticono le ipotesi di Lipschitz).
Scriviamo allora:

w(x) —2(z) < L-|w— z|

w(xg) — 2(xg) <0
Ora per concludere usiamo il seguente lemma, con u(x) = w(z) — z(z), da
cui segue subito la tesi. [ ]

Lemma 4.4.1
Considero il sistema, per I intervallo:

u(z) < L-|u(zx) Ve lu(xg) <0
dove xo € I. Allora u(x) < 0 per ogni x € I N [y, +00).
Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che esista T > x( tale che u(z) > 0.

Allora sicuramente esisterebbe & € [z, Z) tale che u(§) = 0 e posso garantire
che:

{z € [50,7] | u(x) =0} #0
Posso allora trovare z1 = maz{z € [0,Z] | u(z) = 0}. Ma allora per
x € [x1, Z] il valore assoluto della condizione 1 scompare, e rimane il sistema:
w(z) < Lu(z) Vo€ lr, 7]
u(ry) =0

Per cui si ottiene moltiplicando per e~1*:
e F(z) < e Lu(x)

da cui derivando: q
%(e_Lzu(I)) <0

e per monotonia, confrontando gli estremi:
e Hu(z) < e M) =0

da cui ho un assurdo perche per ipotesi u(z) > 0. [ |
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Teorema 4.4.2 - Lemma di Gromwall
Supponiamo che y : [xg, 1] = R sia continua e soddisfi la condizione:

y(x) < A+ B/I y(s)ds

per ogni x € [xg,x1] e dove A, B > 0.
Allora per ogni x € [xg, x1]| vale la stima:

y(x) < AeBz—0)

Dimostrazione. Considero la funzione ausiliaria:

F(x) :A+B/xy(s)ds

Zo
Allora in particolare vale che F'(x) = By(z). Ma per ipotesi, abbiamo che:

F'(z) < B-F(x)
F(Io) =A

da cui moltiplicando la prima disuguaglianza si ottiene e 5% F'(x) < Be P*F(x)
che riscrivo:

L(e™"D(z)) <0

F(ZL’()) =A
e per monotonia, agli estremi risulta:

e PP (x) <eB™A

da cui ottengo che F(z) < AeP@=)  Per il Teorema 4.4.1, ottengo la tesi.
|

Corollario 4.4.2.1
Sia lo spazio di Banach X. Supponiamo che:

1f (2, 9)llx < Cx) + D() - [l2] x

dove C, D : R — R funzioni continue.
Allora ogni soluzione di y(z) = f(x,y) é definita globalmente su R.

Dimostrazione. Proviamo che le soluzioni sono definite globalmente sulle se-
mirette a destra. Fatto questo, basta ripetere I’argomento per la soluzione
y(—x) della corrispettiva equazione differenziale (si nota che l'ipotesi resta
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verificata) per ottenere la tesi.
Supponiamo per assurdo che esista x* > 0 tale che hm Nly(@)][x = +oo.
$—>

Allora posso definire C* = %1&}?0(:6) e D* = %1&>]<D( ) per cui:

1f (2, y(2))[[x < C() + D(x)|y(@)l|x
< O+ DYyl x

Posso d’altra parte scrivere la versione integrale di § = f(x,y(z)) come:

/fsy

e passando alle norme, per ogni x € [0, z*]:

Iyt < 1) + [ 17 (sl
<1+ [ (€ + D ly(s)lx)ds

< () + ) +.0° [ y(s) s
che soddisfa le ipotesi del Lemma 4.4.2 per cui per ogni x € [0, z*]:
ly@)IF < (ly(O)[| + C*a*)e”

e passando al superiore:

sup |ly(2)[| < (ly(0)l] + C*a7)e”™™" < +o0

z€[0,2*)

da cui ho un assurdo. Dato che non esiste tale *, allora la soluzione e definita
su tutta la semiretta destra. [ |

4.4.5 Stabilita dei Punti di Equilibrio - Teoria di Lya-
punov

Definizione 4.4.4 - Punto di Equilibrio Stabile

Sia z* € R? uno zero di f : R? — R%. Si dice che * ¢ un punto di equilibrio
stabile (per tempi positivi) se per ogni € > 0 esiste 6 > 0 tale che la soluzione
del problema di Cauchy:

x(O) 0

{a:'a) = f(z(t))

soddisfa la condizione: sup,. ||z(t) — z*|| < € se ||zg — z*|| < 9.
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Osservazione 4.4.1
Il Teorema 4.3.2 di Dipendenza Continua dai dati iniziali ci garantisce che
per ogni 1" > 0 fissato, per ogni € > 0 esiste 6 > 0 tale che:
sup |lz(t) —z*|| <e se |xo—zx*|| <6
te(0,T)
Tuttavia questo non basta, in quanto § = d(¢,T") dipende da T' e potrebbe
succedere che:
5(e,T) 250
Definizione 4.4.5 - Punto di Equilibrio Asintoticamente Stabile
Il punto di equilibrio x* si dice asintoticamente stabile se € un punto di
equilibrio stabile per cui:
lim z(t) =z~
t—4o00
Definizione 4.4.6 - Funzionale di Lyapunov
Sia f : RY — R? tale che f(z*) = 0. Si chiama funzionale di Lyapunov una
qualsiasi funzione V : Bé(z*,7) — R* tale che:

1. V(z) =0 se e solo se z = z*
2. per ogni x € B4(x* 1) vale che VV (z) - f(x) <0

Teorema 4.4.3
Se esiste un funzionale di Lyapunov associato ad f con x* punto di equilibrio,
allora x* ¢é stabile.

Dimostrazione. |

Teorema 4.4.4
Sia V' un funzionale di Lyapunov associato a x* ed f che soddisfi per ogni
xF#xt:

VVi(z)- f(z) <0

Allora x* ¢ asintoticamente stabile.

Dimostrazione. |

Teorema 4.4.5 - Teorema
Sia x* punto di equilibrio per ' = f(x). Se si ha che

Spec(Jf(z")) C {z € C| Rez < 0}

allora x* ¢ asintoticamente stabile.

Dimostrazione. [ ]
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Capitolo 5

Teoremi di Densita

5.1 Equicontinuita e Ascoli-Arzela

Seguono ora 3 definizioni equivalenti di equicontinuita.

Definizione 5.1.1 - Insiemi Equicontinui di Mappe tra Metrici (1)
Siano (X, dx) e (Y, dy) spazi metrici.
Un insieme A C Y¥ si dice equicontinuo se per ogni € > 0 esiste § > 0 tale
che per ogni xz, 2’ € X e per ogni f € A vale:

dx(z,2') <d = dy(f(z),f(2)) <e

Definizione 5.1.2 - Insiemi Equicontinui di Mappe tra Metrici (2)
L’insieme A definito come sopra e equicontinuo se la mappa valutazione
val: Y¥xX — Y
(fiz) +— f(2)

¢ uniformemente continua su A x X rispetto alla distanza' d. + dx.

Definizione 5.1.3 - Insiemi Equicontinui di Mappe tra Metrici (3)
Nelle ipotesi precendenti, tutte le f € A hanno stesso modulo di continuita.

Proposizione 5.1.1
Le definizioni appena enunciate sono equivalenti.

Dimostrazione. Infatti:
1=2:.Vf, ffe A\Ve,2/ € X

dy (val(f, '), val(f,x)) = dy (f'(«"), f()) < dy (f'(2'), f(2')) + dy (f ("), f(2))
doo

(f: )+ dy (f(2'), f(2))

Ldove, supponendo senza perdere generalitd dy limitata, do, +dx = sup dy (f(x), g(x))
zeX

<
<

105
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Se vale (1), questa quantita si puo rendere minore di ogni preassegnato
€ > 0 con la sola condizione

{doo(,ﬂ )

o
5 opportuno

IA A

dx(x,2")

2 = 3 Sewal : A x X = Y & uniformemente continua ha un modulo di
continuita w

dy (f'(2'), f(2)) < w(doo(f, [) + dx(z,27))

In particolare se f = f’
dy (f(z), f(2") S w(dx(x,2"))Vf € A,\Vo,2' € X

3 = 1 Dato € > 0 ponendo § > 0 tale che w(d) < ¢
|

Lemma 5.1.1 - Convergenze in Equicontinui
Siano (X, d) spazio metrico e (E, || -||) spazio normato. Sia f, : X — E una
successione di funzioni equicontinue®. Allora:

1. Uinsieme C = {zx € X | f,(x) e di Cauchy} é chiuso in X.

2. se f, converge puntualmente a f : X — E, allora f é w-continua (cioé
equicontinua a {f,}) e il limite & uniforme sui compatti.

Dimostrazione. La tecnica ¢ sempre quella di aggiungere e togliere termini
misti.

1. Siaz € C. Sia c € C. Per p,q € N voglio vedere la ” cauchyiezza”:

1fp(2) = fo(@)|| < [[fp(@) = fule)l + [[fo(e) = fol)]] + [ fa(e) = fol@)]]
< 2w(d(, ¢)) + [l fp(c) = fo(d)]

allora Ve > 0 3§ > 0 tale che w(d) < §; siccome x € C3c € C tale

che d(x,c) < 6; per questo dato ¢, essendo f,(c) di Cauchy, Iny € N
tale che Vp,q > ng RECUPERA (e se E era Banach, C' = {z : f,(x)

converge})

2. Ve, 2’ € X eVneN

1fn(x) = fu(2)]] < wld(z, 2"))

2(Ossia l'insieme {f,,} ¢ equicontinuo
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Verifichiamo che f,, — f uniformemente sui compatti.
Sia K compatto C X, wlog f = 0 (f, — f — 0 puntualmente ed ¢ equi-

continua). Sia x, € K tale che || f,|loco.x = ||fn(zk)| per compattezza
esiste una sottosuccessione xy, convergente a r* € K

i (@)l < iy @+ s () = i ()
< | fiy (@) + wl(d(a®, 21,)) = o(1) per j = oo

Quindi, per argomento di Urisohn (minuto 9.57), ||f.(z,)| — 0 cioe
[ fnlloo.ic =0

Teorema 5.1.1 - Teorema di Ascoli-Arzela
Siano (X, d) spazio metrico compatto e (E,| - ||) spazio di Banach.
Sia A C (CUX,E),| - |le). Allora A ¢ compatto se e solo se:

1. A é chiuso
2. A ¢ equicontinuo
3. esiste S C X denso tale che per ogni x € S l'insieme
A@) = {f(x) | f € A} = vall(A x {a})
¢ relativamente compatto® in E.
(a) oppure, condizione pit forte A(x). = ev(A x X) é compatto
Dimostrazione. =: Sia A compatto. Allora:

e ¢ chiuso (ogni compatto di uno spazio di Hausdorff & sempre chiuso)
e Siccome val : C(X,E) — E & continua (verificalo per esercizio) per

il teorema di Heine ¢ anche uniformemente continua e quindi A e

equicontinuo

e (vale addirittura la 3.a) Siccome ev ¢ continua e A X X ¢ compatto
(prodotto di due compatti), 'immagine A(X) = ev(A x X) & compatto

3Un insieme & relativamente compatto se la sua chiusura & compatta. Se X & spazio
metrico completo (esercizio) allora Y relativamente compatto = totalmente limitato
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«: Per questa implicazione, usiamo 5.1.1 Sia A C C°(X, E) con le proprieta
1,2,3. Proviamo che A & sequenzialmente compatto. Sia (f,), una succes-
sione in A X & compatto quindi separabile; S C X quindi S e separabile.
(Ricorda:la separabilitd non € una proprieta ereditaria in generale, ma per
spazi metrici invece si. (S = Aj) )
Sia {sk}ren un sottoinsieme numerabile denso C S: {sg}reny = X.
Ora facciamo un argomento diagonale: 3 sottosuccesione di (fx)k, (fx1)x ta-
le che fj1(s1) converge (semplicemente perche fi(s1) € A(s;) relativamente
compatto) 3 una sottosuccessione (fi2)r di (fr1)x che converge in so, ( fr2)x
ete.
Piu formalmente: per induzione segue che 3 una successione di sottosucces-
sioni consecutive (fx,) tale che

(frms1)re sottosuccessione della (fin)k

frn(sn) converge [A(sy) é relativamente compatto
dunque fy , converge nei punti sy,...,s,. Allora la (fix)r ¢ definitivamente
sottosuccessione di ciascuna (fx,) e quindi converge puntualmente su tutto
I'insieme {s,}nen. A questo punto per il lemma, essendo le f; equicontinue

fx converge puntualmente su tutto X; inoltre la convergenza ¢ uniforme; e il
limite appartiene a A (che era chiuso) |

Dimostrazione. Per un’altra dimostrazione del teorema: Siano (X, dx) e
(Y,dy) spazi metrici. Siano {z;}i<j<m € X, {yi}i<i<n C Y, rispettiva-
mente una 0—rete di X e una e—rete di Y finite.

Sia w un modulo di continuita, e

C, ={f: X — Yw — continua}
Sia Va € [n]™ (o multiindice) sia
So :={f € Cu - dy (f(2;), Ya() < € Vj € [n]}

DISEGNO
Allora: C,, = |
a € [n]"]
S, ha diametro < 2(e + w(9)) perche se f,g € S, e x € X, z dista < § da
qualche x;

A(f(2). 9(x)) < d(f(2). () + A (7). vaip) + iy 9(2,)) + dlg(x,). 9(x))
< w(d(e, 7)) + ¢ + &+ wl(d(z,z;) < 2e +w())

Se [perche ogni f € C, appartiene a S, per qualche

a€n|™
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Se scelgo f, € Sa,Va € [n]™ ho trovato una n—rete finita, con n =
2(e + w(9)), precisamente di < n™ elementi.
CONSEGUENZA:
se X,dx e Y,dy sono spazi metrici totalemente limitati e w ¢ un modulo di
continuita anche C, C C(X,Y) ¢ totalmente limitato.
Da qui segue la dimostrazione di < di 5.1.1 con lipotesi 3.a Y = A(X) &

compatto.
|
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5.2 Semicontinuita

Definizione 5.2.1 - Topologia della Semicontinuita inferiore
La topologia della semicontinuita inferiore su R e data dagli aperti:

Ty = {]c, +o0] | c € R} U {R}

Osservazione 5.2.1 - Compattezza in T, s
Un insieme C' C R non vuoto ¢ compatto in 7;,; se e solo se ha minimo.

Definizione 5.2.2 - Semicontinuita inferiore
Sia f : X — R dove X e spazio topologico. f e semicontinua inferiore se &
continua rispetto a 7,5 su R.

Definizione 5.2.3 - Semicontinuita inferiore sequenziale
Sia f: X — R. E’ semicontinua inferiore sequenzialmente se lo e rispetto a
Ting. Cio€ se per ogni xj, — x*:

liminf f(zx) = f(xy)

k—o0

Proposizione 5.2.1
Siano f : X — R semicontinua inferiore (sequenzialmente®) ed X spazio
topologico compatto (sequenzialmente). Allora f ha minimo.

Dimostrazione. f(X) ¢ compatto in (R,7;,) che & non vuoto visto che X
stesso € non vuoto e quindi come visto ha minimo.

Sia (x) C X una successione minimizzante: f(zx) — inf f(X); per compat-
tezza sequenziale WLOG si puo assumere z, convergente in X a un punto
x* € X. Allora per l'ipotesi di semicontinuita inferiore sequenziale

inf f = lim flag) = lilgginff(xk) > f(z")

quindi x* ¢ minimo

Proposizione 5.2.2
Sia {fx: X = R}rea una famiglia di funzioni semicontinue inferiori. Allora
Vinviluppo superiore f(x) = sup fy € semicontinua inferiore.

AeA
Dimostrazione. Infatti: per A C R,supA > ¢ <= 3Ja € A,a > ¢, quindi
Vee R,V e X

sup fa(z) >c <= INeA: f(z)r>c
AeA

4La proposizione vale equivalentemente nel caso sequenziale.
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{TGIEA >ch=|J{hedc

AEA
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5.3 Lunghezza di Curve e Hopf-Rinow

Definizione 5.3.1 - Lunghezza di curve in metrici

Sia (X, d) spazio metrico. Siano v : [a,b] — X una curva e P € Pa,b] una
suddivisione.

Definiamo la lunghezza parziale di v su P come:

Uy, P) =Y d(y(wx), y(wx1))

La lunghezza della curva ~ allora e:

l(’Y? [a?b]): sSup l(’y,P)

PePla,b]

Proposizione 5.3.1 - Proprieta
Valgono le sequenti proprieta:

1. additivita: siano a < ¢ < b numeri reali e 7y : [a,b] — X una curva.
Allora:

17, [a, b]) = 1(7, [a, ]) +1(7, e, b])

2. invarianza per riparametrizzazione: sia o : [a,b] — [c,d] una
funzione bigettiva monotona tra intervalli e sia v : [c,d] — (X,d).
Allora:

I(yo0,la,b]) =IU(v,[cd)
3. serittura con limite: supponendo v € C°([a,b], X), allora:

(7, [a,b]) = lim I(v, P)

|P|—0

4. scrittura con limite: supponendo v € C'([a,b], E), dove (E,| - ||)
spazio normato. Allora:

(7, [a,B]) = / (@) dz

Dimostrazione. Per le relative dimostrazioni si consiglia di riguardare i propri
appunti di Analisi 1, sperando che non siano gia stati bruciati [ |
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Proposizione 5.3.2 - Continuita del funzionale lunghezza rispetto
all’intervallo
Siano v € C([a,b],X) e L =1(v,[a,b]). Allora il funzionale:

la,b] — [0, L]
r  — Uy, ]a,z])

¢ continuo e crescente su [a,b).

Dimostrazione. La crescenza e ovvia.
Proviamo che ¢ continua (a sinistra) in b: Sia L' < L = (v, [a, b]). Proviamo
che esiste b’ < b tale che ¢(v,[a,V]) > L'

DISEGNO
Per definizione esiste P € P[a, b] tale che

n—1

L'<) dy(w), v(we1) = €, P) = d(y(2n-1), (D))

k=1

(si puo sempre prendere P in modo che I'ultimo addendo, d(v(x,_1),7(b))
sia piccolo, perche v & continua in b) E poiche il termine a destra &

((y, PA{b}) < €(,[a, zn-])

si e trovato b := x,_; tale che L' < (v, |a,b']). Cio prova la continuita in b.
Allora considerando 7|4 si ha che v ¢ continua a sinistra in ogni ¢ € [a, b].
Considerando

Yix—=vy0b—a+z) € C(a,b], X
(ripercorre 7 alla rovescia) si ha che & continua a destra la z — ¢(v, [z, b]);
poiche

(7, [a, x]) = £(v, [a, b]) = £(7, [, b])

anche x — ((v, [a, z]) & continua a destra. [ |

Proposizione 5.3.3 - Continuita del funzionale lunghezza rispetto a

g
Il funzionale:

C(la, b, X) — [0,+00]
v — (7, a, b))
¢ semicontinuo inferiormente rispetto alla convergenza uniforme (e sequen-
zialmente semicontinuo inferiore rispetto alla convergenza puntuale.)



114 CAPITOLO 5. TEOREMI DI DENSITA

Dimostrazione. Immediata dalla definizione

U(v,[a,b]) = sup L(v,P)
PePla,b]

ey =Ly, P)=>1_ d(y(zg),y(xk-1) & continua e come ricordato, invilup-
po superiore di funzioni semicontinuita inferiore ¢ semicontinuita inferiore.

Osservazione 5.3.1

In altre parole:y : [a,b] — X continua di lunghezza L si puo riparametrizzare
su [0, L+ 1] (o [0, L +¢]) in modo che sia 1—Lip o anche riparametrizzare su
[0, 1] in modo che sia (L + 1)—Lip

Teorema 5.3.1 - Teorema di Hopf-Rinow

Sia (X,d) spazio metrico compatto e siano xg,x1 € X collegati da un cam-
mino di lunghezza finita. Allora esiste un cammino di lunghezza minima tra
quanti collegano xqy € x1.

In altre parole, se ['insieme

Cryer = {7 € C0.1 X) | 7(0) = w0, (1) = 1 ¢ 1(3.[0.1]) < o0}

¢ non vuoto, allora il funzionale "lunghezza” vy + (7, [0, 1]) ammette minimo
in Cugan -

Teorema di HR. Per ipotesi esiste una curva continua fra xg, z; si lunghezza
finita L. Allora

. o . 5 )
’YEICI%cf(;zl g(fya [07 1]) - ’YEIC%E” 6(77 [07 1]) - 'yelc%iml g(fya [07 1])
£(v([0,1])<L lipy<L+1

e l'inf ¢ quindi raggiunto per semicontinuita inferiore, viene da roba di
inviluppo di sci, e compatezza |

infatti data vy : [a,c] — X la 7y : [0,1] > t — 7(a,t) ha £(7,[0,1]) =
((7,[0,¢]) e lipt(y = clipy

5che & un insieme pilt piccolo che perod ha lo stesso inf
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5.4 Polinomi di Bernstein

Definizione 5.4.1 - Polinomi di Bernstein
Sia f : [0,1] — C una funzione. Il suo polinomio di Bernstein di ordine n € N

e:
u k
(Buf) () =) (Z)f (ﬁ) aF(1— ) *
k=0
5.4.1 Costruzione euristica

Partendo dall’operatore derivata, dove I C R intervallo:

D: C{I) — C°(I)
fo— f

si puo considerare la sua approssimazione discreta D,, definita:

ftety) = f(0e)

n

Dnf(z) =

Si puo riscrivere questa approssimazione usando altri operatori lineari "tra-
slazione” e "moltiplicazione” definiti su C® — CF:

{mf(-)) FC+h)
Su(f() = f(h)

e in particolare si ottiene:
Dn:nén;l <7’;—’L’d)

A questo punto, si possono definire i polinomi di Bernstein tramite una
successione in n € N:

Bof = f(0)
(Bn.f) (0) = f(0) (5.1)
DB, = B,_1D,,

ed in particolare, usando l'operatore di valutazione: val,(f) = f(z):

{UCLZZBO = ey = valyB, (5.2)

DB, = B, 1D,

DA SCRIVERE WHYYY. Segue quello che Andrea pensa essere why.
per trascrivere le citazioni si fa riferimento alla lezione del 16/03
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(le prime due si scrivono anche in termini della valutazione in x e, : f —

/()

ez By = eg = e By,

Citazione 1. minuto 11.25

Vediamo come le relazioni di ricorrenza di parentesi portino alla formula di
B,.
Dalle parentesi si ha, per f € C°([0,1]) [essendo B, f(0) = f(0)]

B f(x) = £(0) + / (B Duf) (1)t

e per induzione & un polinomio di grado < n. Quindi in particolare coincide
con il suo polinomio di Taylor in 0 di ordine n.
Iterando abbiamo che:

Dan = Bn—an—k—H . Dy Dy

Da D,, = ndu-1 (71 — I) osserviamo che:

n n

Ta+b = TaTh
6ab = 5a6b
-1 _
Tab = 51; Ta0b = OpTap = TapOb

dove 'ultima ¢: f — f(x 4 ab) = f(b({ + a)) e segna passaggio

Citazione 2. minuto 11.56

segue, per induzione:

Dy gs1-.-Dp1Dy=mn—k+1)...(n—1)ndus (12 — I)F

n

moltiplicano a sinistra per

ank = (n — k)5n7§;1 (T%k — I)
si trova:

n—=Fk)...(n— 1)n(5n_Tk_1(T% —D)(rs —I)F

n
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Citazione 3. Quindi c’e questo abominio, va bene...

Quindi

n!

D¥B, =B, Dpx1— D, = ———
k k-1 (n—k)!

Bn,kdﬂ (T; - I)k

siccome il polinomio di Taylor di ordine n in 0 di B, f ¢ B, f abbiamo

n

“ l‘k n
€aBy = eo(> DB = eo[Y * (k> By uzk (t1 — 1)) =
k=0

k=0

dove ey : f — T,,(2,0, f) e qui = & un parametro

Citazione 4. Ora si semplifica tutto magicamente

n

o= [0 (1) iy - 11

k=0

Citazione 5. A questo punto dico (in falsetto) TOP!! e allora

= ol +o((ry = D" = eolory + (L= D)I]" = ol (Z> (1= 2)" 7]

n

Da qui viene l'espressione per B, f

n

Buf0) =3 () - oyt

k=0

Commento 4. Alla fine hai f(k/n) perché stai traslando k/n volte la f(0).
avresti quindi f(0-1/n) per altre k-1 volte, dunque hai f(k/n)

cioe B, f € una combinazione convessa dei valori di f nei nodi 0, %, ey

D (:) 2*(1 — 2)DACOPIARE

k=0
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Citazione 6. Volendo ora ci siamo divertiti ma se volessimo fare in
modo piu standard

Proposizione 5.4.1 - Proprieta di B,
Valgono le sequenti proprieta:

1. Doperatore B,, verifica le proprieta definite da 5.2.

2. B,, ha valori sulle funzioni polinomiali di grado < n e non aumenta il
grado di tali polinoms.

3. si verifica per i monomi 1, x e x? che:

B,1=1

B,x==x

Bu?=(1—1)a242
4. loperatore B,, € positivo:

f>0 = B,f>0

e lineare:
f>9 = B.f>Byyg
5. in norma degli operatori || - ||: || Bn|l = 1
Dimostrazione. [ |

Teorema 5.4.1 - Teorema di Bernstein

Gli operatori B,, : C*(I) — C°(I) di Bernstein convergono puntualmente
all’identita. In altre parole, per ogni f € CY(I) si ha che B,f — f unifor-
memente per n — +00.

Inoltre, dato w modulo di continuita concavo® per f e dato € I:

(@) = Buf(2)] < w ( M)

n

Dimostrazione. Sia f € C°(I,R) con modulo di continuitad concavo w; sia
xel

[f(z) = Bnf(z)| = | f(x)Bpl = Bnf(2)] =

6Si pud sempre considerare senza perdere generalitd un modulo di continuita concavo.
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<u(\| 3 (7)o - Eprta - ap-e)

Iespressione sotto /& il polinomio di Bernstein della funzione ¢ — |z — t]?,
calcolato in = (x e parametro). Cioe

1 1—
22By1 — 208y (2)° + Bo(2?) = 2% — 202 + (1-)a? + & = z(l— )
n n n

Dunque
z(1—x)
n

[f(x) = Buf ()] < w(y/( )

Osserviamo che il Teorema di Bernstein segue dal fatto che per p €
{1,z,2%} si pud vedere che B,p — p uniformemente. Questo fatto puo
essere generalizzato con il seguente teorema.

Teorema 5.4.2 - Teorema di Korovkin
Siano L, operatori lineari positivi su C°(I) tali che per p € {1,x,2?} valga:

L,p — p uniformemente
Allora per ogni f € C°(I) wale che:

L,f — f wuniformemente
cioé¢ L, — I puntualmente come mappe C°(I) — C°(I).

Commento 5. (dire essere lineare positivo implica essere continuo come
abbiamo gia osservato). Questo prova il teorema di Bernstein, considerando
B,, come operatore, che effettivamente ¢ lineare positivo

Dimostrazione. Sia f € C°(I), sia € > 0, sia Va € I,m, € R tale che valga

pa(z) = fla) + e+ my(z —a)® > fla) Vo € I

"Per subadditivita di norma e w mdc
8¢ la disuguaglianza di concavita della funzione concava t — w(v/t)
9(x) indica funzione identica


