
STORIA DELLA MATEMATICA

LEZIONE 1→ 25-09-2020

Panoramica sul corso.
I parte del corso → matematica Greca dal V sec a.C al VI sec d.C

→ autori della matematica Greca :
→ Euclide → 340 a.C.
→ Archimede→ 212 a.C.
→ Apollonio→ III -II a.C.
→ Pappo → III-IV d.C

II parte del corso → fine dell’antichità, caduta dell’Impero Romano (V d.C.). Il
mondo si divide in tre parti:

1. L’Oriente(Impero Romano con capitale Costantinopoli)
2. L’Occidente(regni romano-barbarici)
3. Africa e Spagna(musulmani)

In Africa e Spagna a partire dal IX d. C. inizia uno sviluppo importante della
matematica che ha due radici:

1. una radice è quella greca attraverso un processo di trasmissione e
traduzione di opere greche in arabo.

2. l’altra radice consiste nel processo autoctono, cioè gli arabi inventano
l’algebra, o meglio inventano un nuovo oggetto della matematica che è
l’equazione.

Ad esempio al-Khwarizmi nel IX sec inventa l’equazione come un oggetto
matematico a sé.
A partire dal XI-XII secolo la matematica araba si trasmette in Europa
attraverso delle traduzioni in latino. Questo percorso si svilupperà soprattutto
nell’Italia centro-settentrionale e darà luogo a un nuovo fenomeno detto delle
scuole d’abaco in cui si insegnano gli algoritmi per l’uso delle cifre arabe, o
meglio indiane; si insegna la matematica commerciale (quella che serve nel
commercio). In questo fenomeno delle scuole d’abaco le traduzioni algebriche
si sviluppano notevolmente. Nel 1540 queste traduzioni algebriche arrivano
alle regole per la soluzione delle equazioni di 3° e 4° (da cui poi derivano i
numeri complessi). Parallelamente a tutto questo si sviluppa l’Umanesimo.
All’interno del movimento umanistico si cerca di accedere e ritornare alle fonti
greche. Intorno al 400 e al 500 vengono recuperati i manoscritti greci e diffusi
attraverso la stampa(nascita e diffusione della stampa).

III parte del corso→  Alla fine del 500 la tradizione algebrico-abachistica e la
tradizione greca-umanistica confluiscono in un’opera del matematico francese



François Viète(1540-1603) e l’algebra dopo 7 secoli assume il ruolo di una
disciplina matematica a tutti gli effetti come la geometria.
Questo nuovo punto di vista dell’algebra sarà alla base della rivoluzione
cartesiana. Nel 1637 Descartes pubblica l’opera ’’Il Discorso Sul Metodo’’
(Discorso sul metodo per un retto uso della propria ragione e per la ricerca
della verità nelle scienze più la diottrica, le meteore e la geometria che sono
saggi di questo metodo.) Il sistema del dubbio sistematico lo applica alla
Geometria, alla diottrica(studio degli specchi, riflessione), e delle
meteore(arcobaleno)
La vera rivoluzione sarà quella della geometria. Fino ad allora gli oggetti
matematici erano oggetti singoli.
Per esempio l’ellisse era la curva che si ottiene tagliando un cono che incontri
tutte e due le generatrici. Questa è la definizione di ellisse. Da Cartesio in poi,
l’ellisse diventa un’ equazione in due variabili di 2° → f(x,y)=0

Dove è la differenza? Nella matematica pre-cartesiana ogni
curva deve avere la sua generazione , cioè è una sformalizzazione del mondo
concreto. Da Cartesio in poi assumono un aspetto generale. Prima di Cartesio
ogni problema aveva una risoluzione particolare: data un’ellisse come trovo la
tangente? Dopo cartesio ci chiediamo se esiste un metodo o un calcolo
algebrico che mi permetta di trovare la tangente a una curva qualunque. Il
problema della tangente si risolverà con la nascita del calcolo infinitesimale e
con la nascita della matematica moderna. Quindi la Geometria è la più
importante rivoluzione in Matematica.

LEZIONE 2 → 28-09-2020

La storia della matematica è una storia che si lega alla storia delle culture
umane e in particolare alle civiltà in cui la matematica si è sviluppata. La
matematica è una letteratura perché si trasmette con i testi al pari della
poesia, del teatro, della storia. Questa si trasmette attraverso i testi proprio
per le dimostrazioni e gli assiomi che ne fanno parte.
Per esempio la teoria delle coniche si comincia a sviluppare in Grecia a partire
dal IV secolo a.C. Poi alla fine del III secolo arriva Apollonio che riformula
completamente la teoria delle coniche,  cambiando la definizione e
introducendo nuovi oggetti come il cono generalizzato con base circolare o



obliqua ecc… Archimede che è vissuto prima di Apollonio , utilizza le
conoscenze note a quell’epoca per descrivere la teoria delle coniche
producendo scritti diversi da quelli di Apollonio. Noi sappiamo quali risultati
erano noti ad Archimede ma non sappiamo come quei risultati erano
dimostrati a quei tempi, in questo modo abbiamo perso tutti (quasi) gli scritti di
Archimede, è come se gli scritti di  Apollonio avessero fagocitato(inglobato)
quelli archimedei.
Essendo la matematica una letteratura dobbiamo adottare le tecniche che si
usano per studiare la storia in particolare la filologia. Se prendiamo
Archimede dobbiamo distinguere che tipo di Archimede dobbiamo studiare:
quello Greco(vissuto a Siracusa)? Quello che viene riscoperto nel
rinascimento(ma anche Apollonio viene riscoperto e quindi studiare
Archimede sotto la luce di Apollonio)? Oppure quello che abbiamo oggi
(Ricostruito da Heiberg e dalla letteratura contemporanea)? Questi sono punti
di vista molto diversi. La matematica è anche un prodotto letterario delle
culture umane e quindi bisogna approcciarlo con gli strumenti necessari.

Perché si inizia dalla matematica Greca?
La civiltà egizia e babilonese hanno avuto una influenza decisiva sulla civiltà
greca, perché non iniziare da loro? Per esempio il sistema sessagesimale
deriva dai Babilonesi, così come gli studi astronomici.
Cominciamo da quella greca perché i greci hanno inventato la
matematica con dimostrazione. Una matematica in cui per asserire
qualcosa bisogna dimostrarlo. Questo non è stato un processo lineare, quello
che avviene nella Grecia del VI-V secolo a.C. è che in Turchia si erano
costituite una serie di colonie greche(le Ionie la cui città più importante era
Mileto) in stretto contatto con il mondo mesopotamico(in particolare i
Babilonesi). Proprio nella Ionia avviene un processo di razionalizzazione di
miti e procedure del mondo occidentale, vedi ad esempio gli arché di
Talete(acqua), Anassimandro ecc.. Questo tipo di matematica è un prodotto
del mondo ellenico che si va raffinando via via fino a raggiungere i vertici della
matematica ellenistica dal IV secolo fino al I secolo a.C. (con Euclide,
Archimede, Apollonio), e diventare un corpus di scritti e di testi notevole.
Quindi in qualche modo la matematica greca è l'antenata della nostra
matematica. Il fatto che sussista questo non vuol dire che i greci facessero la
nostra stessa matematica.

Esiste una matematica greca?
La matematica greca sembra essersi sviluppata dalla fine del V secolo a.C.
fino al VI secolo d.C. (10-11 secoli) ha senso parlare di matematica greca per



tutto questo periodo? La matematica greca nell'arco di questi 10 secoli
mostra una notevole unità interna. Pappo che è uno degli ultimi matematici
greci (III-IV sec d.C.) scrive un’opera intitolata ‘’Collezione Matematica’’ fatta
di otto libri, in cui riprende la matematica di Apollonio, Archimede, autori
vissuti 500 anni prima. Oppure Eutocio(scrittore bizantino) scrive commenti
alle opere di Archimede e di Apollonio (conosciamo Apollonio grazie a
Eutocio). Quindi in qualche modo la matematica greca ha una notevole
stabilità, i temi che vengono sviluppati in questi mille anni sono
essenzialmente stabili. Ad esempio c'è un problema che attraversa tutti questi
secoli, da Ippocrate di Chio (fine del V sec a.C) fino a Pappo/Eutocio (VI
d.C.).

Problema di due medie proporzionali:
Date due grandezze A e B, trovare due grandezze x e y tali che rispettano la
seguente proporzione→  A : x = x : y = y : B

E’ un problema di terzo grado che non si risolve con righe e compassi.Ci sono
quindi questioni che attraversano tutti il corso di questi 1000 anni, questo è
uno degli elementi che ci permettono di parlare di esistenza di una
matematica greca.

Un altro elemento importante è il fatto che la matematica greca sia
scritta in greco, in un greco particolare. È un linguaggio altamente
formalizzato, non conosce formule, ma per parlare di proporzioni di angoli, di
quadrati di rettangoli si usa sempre lo stesso linguaggio.
Quindi la matematica greca ha una continuità di linguaggio e di  problemi che
attraversano questi mille anni.

Contro questa idea che sia esistita una matematica greca si potrebbe
obiettare il fatto che l’unico periodo di creatività della matematica greca è
molto ridotto. (Vedi grafico).



Chi erano i matematici greci?
Nel mondo greco la matematica non sembra essere il linguaggio universale
del sapere (come nel nostro), non è neppure chiaro che ruolo sociale abbia,
qui dobbiamo introdurre un'altra distinzione. Se prendiamo Archimede,
Apollonio o Euclide questi parlavano e trattavano di cose molto astratte.
Markus Asper (uno storico) dice che il mondo antico ha conosciuto due tipi di
matematica differenti:
Nel mondo antico c'era una netta separazione tra gli aspetti pratici e teorici.
La matematica di Archimede, Apollonio è quella teorica, di quella
pratica(misure di campi) ci è arrivato ben poco, in particolare si vede anche
dalle fonti che ci sono arrivate che si tratta di matematica nettamente diversa.
Sarà all'inizio del '600 che queste due tradizioni si fonderanno in qualcosa di
nuovo, dove il processo di dimostrazione subirà diversi colpi e il rigore
dimostrativo calerà molto.
Una possibile risposta a cosa facevano chi erano i matematici greci è che la
matematica greca era una sottobranca di discussioni filosofiche. È probabile
che i matematici greci teorici costituissero una specie di nicchia dentro gli
ambienti intellettuali.

Quanti erano, e in quale contesto si sviluppano?
Reviel Netz: studioso della matematica antica ha fatto una specie di conto
basandosi sui fatti storici ed è pervenuto a dire che in 1000 anni ci siano stati
1000 matematici. La matematica essendo una letteratura ha bisogno di testi
scritti. Un'altra caratteristica della matematica antica è il fatto che si sviluppa
attorno a comunità, e queste comunità si sviluppano attorno a centri di
potere che mettono a disposizione le cose per vivere, centri di questo tipo
sono: Atene (IV sec) e Alessandria (III-II sec d.c.)(i Tolomei fanno la biblioteca
di Alessandria e il museo cioè la casa delle muse che ospitava importanti
intellettuali), Rodi, Pergamo.
Fino all'invenzione della stampa, (quando si riesce a svincolare dalla
necessità della matematica vincolata ad un luogo) la matematica è legata
all'esistenza di questa centri. Il problema è che se uno di questi centri viene a
estinguersi, l'attività intellettuale scompare. Un esempio è Archimede (287 a.C
- 212 a.C) alla corte di Gerone di Siracusa, e quindi è protetto e sostenuto da
questo re. Con la fine di Siracusa si ha la fine anche della matematica a
Siracusa. Quindi la matematica è legata a dei luoghi, proprio perché i
matematici hanno bisogno di una nicchia ecologica in cui poter vivere, e
sviluppare quindi le proprie idee.



Rapido Excursus sulla storia della matematica Greca
La matematica greca viene fatta iniziare con Talete e Pitagora (VI secolo
a.C.).  La maggior parte degli studiosi ritengono che Pitagora con la
matematica avesse poco o niente a che fare. Pitagora era capo di una setta
religiosa politica che coltivava dottrine della reincarnazione, sul mangiare le
fave ecc.. Quindi è difficile pensare che quei fatti possano essere attribuiti a lui
quanto bensì a una corrente di pensiero che si rifà a Pitagora.
Talete invece, vive a Mileto. Ci sono giunte notizie che lui abbia predetto una
eclisse di sole, sapesse misurare la distanza dalle navi ecc…
Un'altra attribuzione importante di Talete è che Il cerchio è diviso in due dal
diametro, Questo ci è pervenuto da un filosofo neoplatonico Proclo (V d.c)
che a sua volta si rifà a una storia della geometria scritta da Eudemo vissuto
nel IV secolo a.C. c'è da crederci? Che Talete fosse in grado di fare queste
dimostrazioni? Quello che si può dire è che questi risultati vadano assegnati a
un altro matematico: Ippocrate di Chio (forse il vero primo matematico) 50/60
anni successivo a Talete.
Succede che le colonie greche della Ionia finiscono sotto il dominio dell'impero
Persiano. Poi queste colonie si ribellano, Mileto si pone a capo di queste
colonie, e questo porta a una migrazione degli Ioni dalla Ionia ad Atene.
Ippocrate si stabilisce quindi ad Atene e secondo Proclo è il primo a scrivere
degli elementi, quindi possiamo dire che la matematica greca inizi (dopo un
periodo di gestazione nelle Ionie) alla fine del V secolo a.C. con Ippocrate. Di
Ippocrate di Chio ci è pervenuto tramite Simplicio, un testo in cui Ippocrate
tratta della quadratura delle lunule.



Da qui si ha la prima quadratura di oggetti curvilinei che si conosca.
Questa tendenza a articolare gli elementi inglobando risultati nuovi si va a
sviluppare fino al V secolo. In questo secolo si ha l'invenzione della teoria
delle coniche da una parte, e dall'altra si ha la scoperta delle grandezze
incommensurabili e in terzo luogo, una riformulazione della teoria delle
proporzioni. La scoperta di queste grandezze incommensurabili ha dei
riflessi sulla teoria delle proporzioni:
cosa significava dire    a : b = c : d ?
si fa l’Algoritmo di Euclide:
a= b . q1 + r1
b= r1 . q2 + r2
r1= r2 . q3 + r3
………………
r(n-2) = r(n-1) . qn + rn

se a e b sono commensurabili a un certo punto l’A.E. dovrà terminare  in
quanto la successione dei quozienti ci dice che a entra in b q1 volte e così via
e cioè mi dice quante volte la  prima grandezza entra nella seconda  e quindi
la successione dei quozienti mi da una definizione di rapporto. Questo si
chiama antanairesis e sta alla base della definizione di rapporto. Due numeri
sono in proporzione (antanairesis) se mi danno la stessa successione di
quozienti
Con la diagonale del quadrato (incommensurabile) la successione dei
quozienti non finisce (mi da sempre 1) quindi si cerca di cambiare la teoria
della proporzioni. Questo viene fatto da Eudosso di Cnido metà del IV
secolo. Eudosso inventa anche una tecnica dimostrativa per trattare questo
tipo di problemi : il metodo di esaustione.  Sempre in questo periodo grazie
ad un allievo di Eudosso, Menecmo, si sviluppa la teoria delle coniche. In
questo modo la matematica si va ampliando, sarà all'inizio del III secolo che
tutti questi nuovi risultati verranno codificati da Euclide nei suoi Elementi.



Euclide vive ad Alessandria, legato alla corte dei Tolomei. E la teoria delle
coniche si sviluppa molto ad Alessandria tanto che verso la fine del III secolo
inizio del II, Apollonio di Perga riformula l'intera teoria delle coniche
scrivendo molti testi che hanno a che fare con la geometria delle posizioni
cioè lo studio delle possibili posizioni che rette e curve possono avere fra di
loro . Sempre in questo periodo Archimede di Siracusa sviluppa la Geometria
di misura meccanica teorica che era stata inaugurata prima da Ippocrate poi
da Eudosso, ottenendo risultati impressionanti, trova la quadratura della
parabola, la cubatura della sfera, il paraboloide, l'ellissoide, iperboloide.
In pochi secoli si passa da problemi elementari a problemi di notevole
difficoltà.  Un importante esponente della matematica ellenistica è Ipparco,
che ha svolto diversi studi nel campo dell'astronomia. Egli sviluppa il sistema
nel II sec a. C. per cui il moto di un pianeta viene descritto in questi termini:la
terra sta al centro dell’universo e che tutti i pianeti girano attorno, sole
compreso. Questo sistema verrà poi ripreso e riassunto da Tolomeo nel II d. C

Fino a Ipparco c'è un forte sviluppo, poi abbiamo un "buco" nello sviluppo
della matematica. Questo buco è la curva di cui si parlava prima, ed è dovuto
a cause esterne: finito il centro di potere finisce la matematica legata ad essa.
I romani si stanno espandendo con guerre su guerre e saccheggi, poi nel I
secolo a.C. l'impero romano è afflitto da guerre civili. Con Ottaviano Augusto
nel 33 a.c. ritorna la pace, il mondo viene unificato dalla pace universale di
Augusto. Quindi c'è una lenta ripresa delle arti delle scienze e della
matematica stessa.

LEZIONE 3 → 2 -10-2020

Volta scorsa
Perché la matematica greca? Abbiamo osservato che la matematica greca è
una delle radici della nostra matematica in quanto con lei nasce il metodo
dimostrativo. È vero che la matematica greca è una delle radici della nostra
matematica, ma non la sola.  Abbiamo altri filoni di matematica non



dimostrativa che si intreccia con la matematica greca e questi filoni daranno
un contributo fondamentale per la nascita della matematica moderna.
Si può parlare di matematica greca? La cosa all'inizio può sembrare strana
perché è difficile pensare in maniera omogenea a un periodo di 1000 anni.
Abbiamo però visto che c'è una forte continuità per quanto riguarda metodi
dimostrativi, oggetti, problemi che percorrono tutto questo periodo.
Ippocrate di Chio: primo matematico greco e primo a dimostrare teoremi
inseriti in una struttura dimostrativa.

Panoramica Matematica Greca:
1. Nel IV secolo scoperta delle grandezze incommensurabili e quindi la

necessità di riformare la teoria delle proporzioni.
2. L'invenzione di un nuovo oggetto di studio: le sezioni coniche.

tutto questo confluisce da una parte negli Elementi di Euclide e l'inizio di uno
studio sistematico della teoria delle sezioni coniche. Questo porterà ad
Apollonio, mentre nel campo della geometria di misura e  i risultati sviluppati
da Eudosso con la tecnica dimostrativa della doppia riduzione ad assurdo
saranno poi concetti ripresi da Archimede (III secolo a.c.) con risultati e
dimostrazioni molto elaborate. Questi filoni, per quanto riguarda le sezioni
coniche, gli aspetti di costruzione di elementi, aspetti di astronomia arrivano a
maturazione con Teodosio e Menelao che scrivono dei trattati di geometria
sferica, con Ipparco che applica queste teorie sviluppate all’ astronomia.

A questo punto inizia la fase ultima della matematica greca, dove piuttosto
che ottenere risultati nuovi ci si concentra sul commento e sull'elaborazione di
risultati già studiati, l'opera per eccellenza di questo campo è la ‘’Collezione
Matematica’’ di Pappo (è una sorta di complementi ed esercizi della
matematica precedente) in cui viene approfondito il corpus della matematica
creato 4/5 secoli prima di Pappo stesso. Abbiamo anche Eutocio che farà
l'edizione delle coniche di Apollonio e altri matematici minori.

Come mai dopo Archimede Apollonio non c'è uno sviluppo ulteriore?
Osserviamo che dopo il III secolo a.C. quindi dopo che Roma sconfisse
Cartagine con le guerre puniche e dopo le guerre civili fino alla pace di
Augusto si ha un periodo di stasi dal punto di vista culturale. A spiegare
questo andamento della matematica greca non bastano solo le cause esterne,
c'è qualcosa nella matematica greca che l'auto-limita.



Di cosa si occupa la matematica greca?
Partiamo da un esempio: cosa è per noi un ellisse? Per noi è un luogo di zeri
di un polinomio di secondo grado in due variabili che soddisfa certe
condizioni.
Per i Greci è la curva che si ottiene sezionando un cono con un piano che
incontri tutte le sue generatrici.

Quale è la differenza tra la nostra e la definizione greca?
Per noi una curva è un oggetto generale di cui a priori non sappiamo
nemmeno se esista, noi prendiamo una certa proprietà e la oggettifichiamo.
Per i greci il procedimento è il contrario. Si parte da una figura e si ottiene
l'oggetto ellisse da cui poi se ne ricavano le proprietà.

per i Greci f(x,y)=0   per noi
Per noi le proprietà vengono prima dell'oggetto, per i greci è il contrario. Se
noi abbiamo un oggetto generale, ovvero la curva algebrica, possiamo anche
porci problemi generali e inventarci dei metodi generali ad esempio con le
tecniche di derivazione. Invece per i greci il problema è quello di  trovare la
tangente all'ellisse, al cerchio, alla parabola,( cioè a una curva specifica).
L'oggetto ha una sua individualità e questo deriva dal fatto che l'oggetto non
appartiene ad una classe ma è generato da un procedimento costruttivo.
Per i greci la retta è ciò che giace ugualmente rispetto ai suoi estremi, oppure
punto è ciò che non ha parti. Cosa vuol dire la prima definizione? Una retta si
costruisce prendendo due chiodi e agganciando ad essa una corda e tirarla
fino a che la corda smetta di toccare per terra e non sia tesa.
Oppure il cerchio nella Definizione di Euclide:
"Dicesi cerchio una figura piana delimitata da un'unica linea tale che tutte le
rette che terminano su di essa a partire da un medesimo punto fra quelli
interni alla figura siano uguali fra loro."
Per noi il cerchio è il luogo dei punti del piano equidistanti dal centro.
Quindi gli oggetti hanno la caratteristica di essere oggetti individui
piuttosto che oggetti classe. Nella matematica greca si parla della sfera e
del cilindro, della parabola e dell'iperbole, non esiste il concetto di curva



generale oltre le sezioni coniche e poche altre curve (spirale di Archimede o
concoide).
Problema delle 3 / 4 linee
Molto importante per trattare di questo argomento è il problema di Pappo:
"Nel famoso problema di Pappo risolto da Cartesio bisogna individuare il
luogo geometrico descritto da un punto C per il quale il prodotto tra le distanze
tra C e due rette sia uguale (o sia k volte) al prodotto delle distanze da C
verso altre due rette. "

Viene chiamato anche problema delle tre/quattro linee: determinare i punti P
tali che se si conducono con angoli dati delle rette da uno di questi punti P alle
quattro rette date, succeda che il rettangolo PAPB abbia un rapporto dato con
il rettangolo PCPD

Si è dimostrato che per 3/4 rette i punti cadono su una delle sezioni coniche e
sotto certe condizioni vanno  a cadere su una parabola un'ellisse o
un'iperbole.
C'è chi si è posto il problema per 5/6 rette, Pappo dice che in questo caso i
punti vanno a cadere su luoghi ancora sconosciuti, che nessuno ha mai
trovato e di questi luoghi nessuno è riuscito a trovarne nemmeno uno che
fosse il più semplice di tutti.
Questo problema sarà alla base della "rivoluzione cartesiana". Cartesio
traduce le curve geometriche in curve algebriche, con Cartesio egli dice "non
mi pongo il problema su quale oggetto cadano i punti", l'oggetto sarà il luogo



geometrico degli zeri di una opportuna equazione che mi rappresenti tale
curva.
Questa stessa cosa avviene anche nel campo aritmetico, per esempio i
numeri greci non sono i nostri numeri naturali(che sono dati dagli assiomi di
Peano).
Per i greci la definizione di numero è:

1. Unità: tutto ciò che è detto uno è uno. Quello che vuol dire è che
l'unità è ciò su cui ci si mette d'accordo sia uno.

2. Numero è molteplicità di unità

I numeri greci sono i numeri per contare. Quindi anche i numeri hanno questa
natura individua, ogni numero fa "razza per se". Quindi questa matematica ha
dei grossi limiti nello studiare oggetti generali, quindi questa mancanza si
ripercuote nella mancanza di oggetti generali. Un altro aspetto strettamente
connesso è il fatto che nella matematica greca gli aspetti aritmetico
algebrici e geometrici sono nettamente separabili, per non dire
incomunicabili.
Il numero è molteplicità di unità, non deriva da un processo di misura. In
particolare tutti i risultati di teoria di misura di Archimede, Eudosso o altri,
vengono ottenuti tramite il confronto diretto tra un oggetto ignoto e uno che
viene considerato più noto, ad esempio:
La sfera è ⅔ del cilindro circoscritto oppure che il paraboloide è la metà del
cilindro circoscritto a lui.
In questo caso la sfera è considerata più ignota del cilindro. Non si trova:
"area del triangolo si ottiene moltiplicando base per altezza e dividendo per
due"
ma si trova: "il triangolo sta al rettangolo  di egual base e altezza come 1 sta a
2".
Quindi un aspetto fondamentale è che non entrano in gioco quelle
considerazioni di tipo aritmetico algebrico. Questo è dovuto anche al fatto che
in tutto il mondo antico non esistono unità di misura (almeno fino alla
rivoluzione francese), in quel periodo "città che vai misura che trovi" le misure
cambiavano in luoghi talvolta molto vicini.
Quindi un teorema viene enunciato in termini di proporzioni tra oggetti,
piuttosto che proporzioni tra numeri. La teoria delle proporzioni quindi è il
linguaggio fondamentale della geometria greca.
La matematica Greca ha però sviluppato anche aspetti aritmetici e anche
aspetti algebrici..



Ad esempio Euclide(nel 7-8-9 libro) ha ottenuti risultati sulle progressione
geometriche, aritmetiche, algoritmo di Euclide(9 libro), l'infinità dei numeri
primi, numeri perfetti.
La matematica greca è si una radice importantissima della matematica
moderna ma non è l'unica radice, questa nasce dall'ibridazione tra due
correnti molto diverse.
Diofanto (II a.C.-III/IV d.c) di Alessandria scrive un’opera intitolata  Aritmetica
di 13 libri(ce ne sono pervenuti 10, 3 in arabo e 7 in greco), in cui tratta
problemi diofantei cioè di analisi indeterminata. Il più famoso di tutti è: dividere

un quadrato in due quadrati.Dato un quadrato a scriverlo come 𝑎 = 𝑥2 + 𝑦2

Diofanto traduce il problema in equazione. Dato che l'opera di Diofanto si
chiama Aritmetica, si limita a cercare le soluzioni razionali/intere al
problema. Quindi è difficile vedere in Diofanto l'origine dell'algebra.
Supponiamo questo, ovvero che i greci abbiano coltivato delle tecniche
algebriche, rimane comunque il fatto che tali tecniche algebriche rimangono
separate da molti campi matematici in particolare dalla geometria. Questo è
l'altro filone(radice), quello algebrico di soluzione dei problemi da cui si
alimenta la matematica moderna.

La matematica moderna ha due avi: la tradizione algebrica e la tradizione
della geometria greca.
Osservazione: la maggior parte dei matematici greci non hanno datazioni
certe. L'unico matematico greco di cui abbiamo delle datazioni più certe è
Archimede, questo perché è strettamente legato alle attività della sua città
natale: Siracusa.
Ad esempio per Euclide si è arrivato a pensare che si trattasse di un gruppo
di matematici. Si riesce solo a collocare nella prima metà del terzo secolo.
Gli oggetti della geometria di misura sono oggetti che hanno una forma, una
sfera non è pura quantità, ha una forma in quanto io posso confrontarla con
un il suo cilindro circoscritto. Il fatto di avere una descrizione puramente
quantitativa emergerà quando la nozione di numero, soprattutto grazie agli
arabi, passano da numeri per contare a numeri per operare, cioè i numeri
assumono un aspetto algebrico e dunque possono essere usati per misurare.

Come è arrivata fino a noi la matematica greca?
La matematica è considerata una letteratura. Quindi uno studioso della storia
della matematica deve usare gli oggetti della filologia. Uno degli oggetti
principali della filologia è il concetto di TRADIZIONE.



Tradizione: è il processo di trasmissione di un testo. Viene dal latino che vuol
dire consegnare. Attraverso una catena di testimoni(lapidi, manoscritti) ci
arriva il testo a noi.
Immaginiamo Archimede: inventa i teoremi della sfera e del cilindro, a questo
punto chiama uno schiavo a cui detta cosa scrivere. Lo schiavo lo scrive su un
rotolo di papiro e lo manda ad Alessandria al suo amico , ad Alessandria
viene messo in biblioteca dove poi si fanno varie copie, da cui viene fuori una
cosa del tipo:

Nel caso di Archimede noi conosciamo dei codici(tutti rinascimentali) D(codice
del XV sec), E(codice di ½ XV sec), G(primo quarto del XVI sec), H, N(1544),
Basilea 1544(prima edizione)  ma non sappiamo la relazione tra questi codici.
Ricostruire l'albero fino al codice w non è possibile, potremmo arrivare al più
ad H, prima che la tradizione si interrompa. Quindi la matematica greca
originaria, cioè cosa ha veramente scritto Euclide, Archimede è nella maggior
parte dei casi un "noumeno" un qualcosa a cui non possiamo arrivare.

Ad esempio un testo come gli Elementi di Euclide è stato soggetto di potature
e sviluppi,  quali sono queste cause:

1. Cause naturali, perdita materiale del testimone
2. Tecnologia di scrittura: la scrittura sul papiro andrà avanti fino alla

metà del II sec d.c. ma già si era sviluppata la scrittura su
pergamena. Attenzione perché i papiri sono molto fragili quindi
successivamente si è preferito passare oltre. Poi il rotolo ma questo
è scomodo da leggere soprattutto per la matematica.
Successivamente viene usato il codice, molto più comodo per



trovare le informazioni. In particolare a partire dall'inizio del
tradizione volgare la tradizione del rotolo di papiro cade in disuso,
quindi per l'esistenza del testo si ha la necessità di cambio di
tecnologia di scrittura.

3. Tecniche di scrittura: prima si aveva la scrittura maiuscola continua
successivamente a  partire dal IV secolo si passa dalla maiuscola
alla minuscola. E quindi i libri scritti in maiuscolo non li vuole più
nessuno, in particolare non si sanno più leggere.

4. Le mode: le cose più nuove distruggono le vecchie. Gli elementi di
Ippocrate non li possiamo più leggere perché dopo ci sono stati
quelli di Euclide che erano molto più completi, quindi gli elementi di
Ippocrate sono andati persi. La stessa cosa con Apollonio, egli
riformula tutta la teoria delle coniche, quindi tutta la teoria
pre-apolloniana viene andata persa.

Quindi ci sono una serie di cause che fanno si che l'albero della tradizione
venga potato selvaggiamente. Questo è molto importante perché
specialmente per la matematica fino alla diffusione della stampa, il possesso
materiale del testimone tende a equivalere con il possesso del testo stesso.
Succede che ho un manoscritto, leggo un teorema ad esempio il teorema di
Pitagora:

● Lo leggo, vedo che si può trovare un risultato analogo anche per
triangoli non rettangoli (Carnot) e lo dimostro

● Scrivo il risultato a margine di pagina
● Poi il manoscritto viene copiato, e la dimostrazione nel margine

viene scritta nel corpo del testo

Morale, il processo di traduzione corrompe il testo. Anche negli elementi di
Euclide è presente questo fenomeno.

Come leggiamo la matematica greca oggi?
La leggiamo grazie a Johan Ludvig Heiberg (1840-1925 circa). Costui era un
filologo danese il quale nella sua tesi di dottorato fece una edizione dell'opera
di Archimede e l'anno dopo fece la prima edizione critica (=edizione che tiene
conto di tutta la tradizione accessibile del testo). Oltre che di Archimede ha
fatto l'edizione critica anche di Euclide, Apollonio, Tolomeo, Sereno,
Teodosio e altri ancora. Per fare l'edizione critica si spende moltissimo
tempo, è un lavoro immenso. In un certo senso si può dire che Heiberg è il
creatore della matematica greca che leggiamo noi oggi. Ovviamente l'autore
non è neutro, nella costruzione delle sue edizioni ci mette del suo. Inoltre



Heiberg era amico di un matematico di un certo valore Hieronymus Zeuthen
con cui insieme condividono diversi lavori. Questo ha avuto conseguenze
importanti sullo studio della storia della matematica nel corso del 1900. Le
uniche edizioni critiche disponibili ad oggi:
Archimede → Heiberg
Diofanto→ Paul Tannery
Pappo→ Hultsch
Apollonio →De Corps Foulquier (2008 che tiene conto anche della
tradizione araba)
Tutto questo significa che la visione di questi filologi ha influito pesantemente
sulla visione della matematica greca dalle loro edizioni critiche in poi, questa
influenza ha portato a una parziale deformazione dell'idea della matematica
greca quella che la matematica greca sia la nostra matematica moderna
travestita.
Zeuthen addirittura pensa che il secondo libro degli Elementi di Euclide fosse
un trattato algebrico travestito da geometria.

LEZIONE 4→5-10-2020

Dei matematici greci si sa poco o nulla, l'unico di cui sappiamo qualcosa è
Archimede. Quello che si può ricavare lo abbiamo dalle lettere di
accompagnamento nelle loro opere, questa caratteristica riguarda in maggior
modo Euclide, noto come Euclide di Alessandria.

Euclide:
Proclo nel V secolo d.C. scrive un commento al primo libro degli Elementi.
Egli era un filosofo neoplatonico e le notizie che forniscono vanno prese con
le molle. Per quanto riguarda Euclide egli afferma che visse prima di
Archimede perché Archimede cita Euclide. Questo è vero ma solo per una
cosa ed inoltre si pensa che fosse colpa di uno studioso che lo aveva
annotato sul testo. Prendendo comunque per buono ciò che ci è stato detto da
Proclo otteniamo che il punto di maggior splendore di Euclide si verrebbe a
collocare circa nel 300 a.C.
Non abbiamo un'idea sicura di quali fossero i rapporti di Euclide con
Alessandria. Pappo  se la prende con Apollonio perché egli critica una
dimostrazione di Euclide sulle tre line. Succede quindi che se Apollonio che è
collocabile III- II sec a.c ha studiato con gli allievi di Euclide, questo tende a
portare Euclide verso il 250 a.C, questo è un indizio. Un altro indizio fa
riferimento ad Archimede di cui abbiamo delle date abbastanza certe 287-212
a.c., Archimede non cita Euclide ma c’è di peggio perché in vari parti della sua



opera avrebbe potuto citare gli elementi di Euclide, non lo fa mai!  Il che fa
pensare che Archimede gli elementi di Euclide non li avesse a disposizione.
Quindi intorno al 240 a.c. risulta strano che non cita mai Euclide anzi cita
teoria dissimili se non discordanti, quindi la produzione di Euclide ce lo fa
collocare intorno al 270-260 a.C.
Altro “indizio” lo troviamo in Elefantina, sono stati trovati dei cocci (per
annotare) ostraka, che contengono dei teoremi del 13° libro di Euclide con un
testo molto simile a ciò che si legge attualmente anch’essi non posteriori alla
metà del terzo secolo.
Quindi si conclude che Euclide va collocato intorno alla metà del terzo
secolo.
Cosa è un libro (degli Elementi di Euclide)? E’ l’equivalente di un rotolo di
capitolo che è l’equivalente  di un nostro capitolo, ci entrano circa 50 teoremi.
Poi abbiamo Ottica, Catottrica e i Data queste sono opere ritenute genuine.
Ottica si occupa di raggi visuali, Catottrica della riflessione mentre l’ultima è
una sorta di manuale che “data una cosa è data un’altra” una sorta di
condizione necessaria per la costruzione di figure. Gli è attribuito anche un
trattato di musica teorica, ovvero su come dividere l’intervallo musicale in
terza quarta e quinta… poi ci sono opere non pervenute, ci sembra che
Euclide abbia scritto Elementi di conica, un trattato intitolato Porismi, una
sorta di corollario, questo è descritto se pure sommariamente da Pappo.           
           
Grosso modo questo è il corpus Euclideo di cui disponiamo oggi. 

Elementi: questi sono stati un’opera fondamentale nella storia della
matematica, della cultura occidentale, islamica e in qualche modo anche della
cultura cinese. D’altra parte gli Elementi sono costruiti con il sistema
ipotetico-deduttivo (Da degli assiomi si deducono risultati) che è la
principale eredità della matematica greca, questi diventano un paradigma del
ragionamento corretto in contrapposizione al ragionamento filosofico.Fino al
‘700 la geometria euclidea diventa protagonista del ragionamento certo (poi
vengono scoperte le geometrie non euclidee). 

Come sono organizzati?
1.   proprietà elementari del triangolo e del parallelogramma per finire con

Teorema di Pitagora;
2. proprietà elementari di quadrati e rettangoli;
3. proprietà elementari del cerchio;
4. costruzione dei poligoni regolari fino all’esagono, decagono e

pentadecagono;



5. teoria delle proporzioni tra grandezze;
6. similitudine tra triangoli e parallelogrammi;
7. 8.  e 9. teoria dei numeri;
10. incommensurabilità, classificazione di grandezze incommensurabili;
11. geometria solida teoremi su rette come possono essere messe sullo

spazio e prismi;
12. cono piramide e loro rapporti, cono- cilindro, piramide- prisma,  rapporti

tra le sfere;
13. costruzione dei poliedri regolari e dim. Che ne esistono solo 5 ( solidi

platonici);

Tradizione degli Elementi:
Euclide vive nel terzo secolo a. C. Nel I-II sec d.c. Erone di Alessandria
scrive un commento agli elementi di Euclide e pubblica vari “articoli” che
rappresentano dei riassunti della geometria elementare, quindi già al tempo di
Erone vi era stato messo mano al testo. Nel quarto secolo Teone di
Alessandria (padre di Ipazia: filosofa e matematica) che scrive vari commenti
a diversi libri (in mezzo c’è Pappo), fa una edizione degli Elementi. Succede
quindi che tutti i manoscritti greci di Euclide, Teone, sulla base di tutta la
massa di materiale e di aggiunte varie costruisce la sua edizione, che ci è
trasmessa da una serie di codici, e tutti tranne uno (codice P) dipendono
dall’edizione di Teone. Anche nel codice P si capisce che l’editore di questo
codice aveva a disposizione il testo tramandato da Teone, quindi questo
codice non si discosta molto. Succede quindi che Heiberg costruisce la sua
edizione critica di Euclide, verso la fine del ‘800. Heiberg ebbe una disputa
con un arabista che sosteneva che anche la tradizione araba aveva la sua
rilevanza nella edizione critica degli Elementi di Euclide, Heiberg non gli diede
retta, ha fatto bene! 
Perché? Perché gli arabi ,dopo la rivelazione di Maometto, nella metà
dell’ottavo secolo si espansero moltissimo, e vennero in contatto con culture
molto differenti e questi cominciarono a tradurre dal siriaco all’arabo molti
testi, anche dal greco all’arabo. Queste traduzioni si diffondono in tutto il
mondo arabo, per quanto riguarda gli Elementi succede che quasi
sicuramente le traduzioni arabe dipendevano da quelle di Erone. Per esempio
prendiamo il 10° libro: nella versione greca ha 110 proposizioni in quella araba
ne ha una 90-ina, le traduzioni arabe tendevano a modificare il testo, i
matematici arabi erano molto bravi per questo modificavano. 
Heiberg quindi fece bene a fare la sua edizione critica solo dai manoscritti
greci, per come ci è stato trasmesso. 



Traduzioni latine:
Boezio aveva tradotto dal greco le opere di Euclide, che vennero ben presto
perdute. Euclide risorge nel 11° secolo, dopo le ondate barbariche. In spagna
avvennero scambi tra tradizione araba e latina in particolare vengono
scambiati gli elementi di Euclide. Nel 13° secolo Campano da Novara,
basandosi sulle varie traduzioni latine fa una sua versione degli Elementi che
diventa la versione di riferimenti fino alla fine del 16° secolo. Questo ramo
della tradizione arabo latina ha una importanza rilevante. Verso la fine del 15°
secolo la tradizione umanistica ha presente l’antichità classica come un
modello insuperabile di civiltà e di sapere, insuperato ma da superarsi,
bisogna riscoprire il sapere classico greco. Verso il 1505 Bartolomeo
Zamberti traduce tutte le opere di Euclide. Campano e Zamberti iniziano a
essere concorrenti per la “giusta” traduzione di Euclide. Il problema diventa
quindi un problema filologico ovvero di come ricostruire quello che Euclide
aveva veramente scritto, problema che termina con Heiberg. 

LEZIONE 5→9-10-2020

Volta scorsa:
Su Euclide, come sulla maggior parte dei matematici greci, abbiamo notizie
scarsissime, collezionando vari elementi possiamo collocare Euclide ad
Alessandria, circa a metà del III secolo a.C. Di Euclide ci sono pervenuti: gli
Elementi, l'Ottica la Catottrica e i Data. Questi ultimi sono una sorta di
riassunto di proposizioni fondamentali degli Elementi. Gli sono attribuiti anche
Elementi di Conica,  i Trattati Porismi ( che vuol dire conseguenza) e un
Trattato di Musica Teorica considerato apocrifo(non autentico). Abbiamo
anche un trattato sulla Bilancia, i Fenomena, questi sono un trattato di
Astronomia.

La tradizione del testo Euclideo.
Il concetto di tradizione è fondamentale nel concetto di storia in generale. La
tradizione degli Elementi, comincia con Euclide ma per la natura del testo
Euclideo questo va soggetto a modifiche nel corso dei secoli, anche perché
diventa la base dello studio di qualunque tipo di matematica, da Euclide fino
all'unità d'Italia (vedi Betti e Brioschi). Questa tradizione si svolge in una prima
fase, in cui il testo subisce sicuramente dei rimaneggiamenti ad esempio
sappiamo che Teone d'Alessandria ha tradotto il testo in greco nel IV secolo
d.C. in questi anni i matematici piuttosto che concentrarsi sul cercare della
nuova matematica si sono concentrati su traduzioni e commenti. Teone stesso
oltre all'edizione degli Elementi scrive un commento dell'Almagesto di



Tolomeo. Il testo di Teone ci è stato trasmesso da tutti i manoscritti greci
tranne uno, noto come  il codice P di cui si ha sia una versione pre-teonina
degli Elementi. Questo è diciamo contemporaneo della fase di Teone, ed è su
questa base che Heiberg produrrà la sua edizione critica di Euclide.

Tradizione diretta: uno che vuole trasmettere il testo in quanto testo
Tradizione indiretta/parallela: uno che trasmette il testo in un'altra lingua o
con parafrasi.

Una tradizione importante di Euclide è quella Araba. Questi espandendosi
iniziano ad assimilare le culture che conquistano. All'inizio del IX secolo
verranno fatte due traduzioni di Euclide e si diffonderanno per tutto il mondo
Arabo, arriveranno in Spagna e verranno fatte altre traduzioni in arabo.
Particolarmente importanti sono quelle di: Adelardo di Bath, Ermanno di
Carinzia, Gerardo da Cremona. Oltre a queste circola nella Sicilia
Normanna, una versione Greco-Latina. Sulla base di queste versioni, nel XIII
secolo alla corte di Viterbo, che è la corte dei papi che hanno trionfato sugli
imperatori nella battaglia di Benevento, Campano da Novara fa una sua
edizione commentata di queste varie edizioni che circolavano ed è sulla base
di questa versione che si studierà la geometria. A partire dal XV secolo inizia il
movimento umanistico e quindi anche la riscoperta dei testi greci, tanto che
Zamberti nel 1505 produce una nuova traduzione dell'opera omnia (Elementi,
Data, Ottica e Catottrica) di Euclide, queste due edizioni circoleranno per tutto
il XVI secolo in maniera affiancata. Fino a quando personaggi come
Commandino o altri produrranno nuovi testi euclidei che ormai sono diversi,
perché tengono conto di tutto quanto scoperto nel corso dei secoli precedenti.
E da qui in poi la tradizione Euclidea si scinderà tra:

● Autori che cercano la restituzione filologica del testo
● Autori che cercano di produrre loro libri prendendo informazioni dagli

Elementi

Gli Elementi.
Thomas Heath(contemporaneo di Heiberg) è un personaggio molto
importante nella storia della matematica. Egli svolse un lavoro enorme nello
studio della matematica Greca, tradusse gli Elementi, fece parafrasi delle
coniche di Apollonio, lavorò su Diofanto, su Archimede. Heath è uno dei
maggiori responsabili della formazione di un certo tipo di visione della
matematica Greca.

1) I LIBRO



Postulati di Euclide:
Postulate 1.
To draw a straight line from any point to any point.
Un segmento di linea retta può essere disegnato unendo due punti a caso.
Postulate 2.
To produce a finite straight line continuously in a straight line.
Un segmento di linea retta può essere esteso indefinitamente in una linea retta
Postulate 3.
To describe a circle with any center and radius.
Dato un segmento di linea retta, un cerchio può essere disegnato usando il segmento come
raggio ed uno dei suoi estremi come centro
Postulate 4.
That all right angles equal one another.
Tutti gli angoli retti sono congruenti tra loro
Postulate 5.
That, if a straight line falling on two straight lines makes the interior angles on
the same side less than two right angles, the two straight lines, if produced
indefinitely, meet on that side on which are the angles less than the two right
angles.
Se due linee sono disegnate in modo da intersecarne una terza in modo che la somma degli
angoli interni, da un lato, sia minore di due angoli retti, allora le due linee si intersecheranno tra
loro dallo stesso lato se sufficientemente prolungate.

Da <https://mathcs.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookI/bookI.html>



Tutto il resto della geometria è costruita su questo postulato , ad esempio
serve a dimostrare che  la somma degli angoli interni di un triangolo è minore
di due retti. Questo postulato fin dall'antichità è stato criticato(cosa succede se
le prolungo infinitamente?). Già Proclo nel V secolo proponeva di cambiare
definizione di retta parallela e di parlare di rette equidistanti, bisogna aspettare
un gesuita del 700. Girolamo Saccheri cambia approccio alla questione, fino
ad allora i tentativi si basavano sull'idea di dimostrare il quinto postulato
tramite gli altri postulati, Saccheri volle provare per assurdo. In tre casi
funziona ma il terzo non funziona molto bene. La stessa idea viene ad altre
persone, da lì l'idea di dimostrare per assurdo senza arrivare ad alcun
assurdo.
Quindi dopo tali postulati iniziano le prime proposizioni.

2) II LIBRO:
Era considerato libro dell’algebra geometrica.Infatti, ad esempio:
La preposizione 2 algebricamente sta dicendo che (a+b).c = a.c + b.c
Tuttavia la critica moderna afferma che queste proposizioni sono in realtà
lemmi che servono nelle dimostrazione per sostituire costruzioni che
renderebbero la dimostrazione ancora più complessa. Ad esempio se
prendiamo il Teorema di Pitagora è chiaro e non c’è bisogno di altre
costruzioni.  Quindi questi lemmi sono attrezzi geometriche. Ad esempio
prendiamo  la proposizione 5 del II libro, che Apollonio nelle Coniche usa in
continuazione. Questa proposizione equivale al prodotto notevole:

.𝑎2 − 𝑏2 = (𝑎 + 𝑏)(𝑎 − 𝑏)
Equivale vuol dire che dipende dai nomi che do ai vertici della figura. Viene
usato nelle Coniche in Apollonio perché il diametro dimezza le corde:



Ken Saito ha elaborato l'idea che questi Elementi siano una cassetta degli
attrezzi, in particolare questi teoremi del secondo libro.

3) III LIBRO : riguarda il cerchio.
Tangenti a un cerchio:

Un altro teorema importante:



I primi 4 libri sono quelli di base, che saranno la base dell'istruzione
elementare nei secoli successivi. Negli altri verranno sviluppate cose più
raffinate.

4) Nel IV libro viene trattata la costruzione dei poligoni regolari inscritti e
circoscritti

5) La teoria delle proporzioni del V libro è molto importante in quanto
viene ripresa anche successivamente

6) (nel libro VI proporzioni fra triangoli e parallelogrammi e
proporzionalità fra angoli e settori)  e poi utilizzata nel 10,11,12,13 libro.

7) VII, VIII , IX sono dedicati alla teoria dei numeri. Questi tre libri e il 10°
8) costituiscono una sorta di interruzione nel discorso geometrico. Viene
9) definita l'unità. Viene inoltre sviluppata una teoria delle proporzioni tra i

numeri, indipendente da quella sviluppata nel 5° libro, quasi a sembrare
che i numeri siano due cose totalmente diversi dalle grandezze.

10) Nel X libro si sviluppa una teoria delle proporzioni dei numeri che
differisce da quella introdotta precedentemente.



Le proporzioni fra i numeri hanno le loro specificità e quelle delle grandezze
hanno le loro ma allo stesso tempo hanno un concetto di proporzione che si è
sviluppato nella matematica greca su due linee diverse: quello della
matematica numerica cioè quante volte una grandezza sta in un’ altra e quella
della matematica geometrica che dopo la scoperta delle grandezze
incommensurabili porta a un tipo di teoria delle proporzioni che riesca a tener
conto anche degli sviluppi diversi. Questo riprende il concetto che nella
matematica greca geometria e algebra erano nettamente separati.

Il X libro è dedicato alla classificazione di grandezze incommensurabili.
Studia le grandezze di questo tipo: le apotome di binomi

quando è espresso in forma algebrica𝑎 ± 𝑏 = 𝑎 ± 𝑏
Il 10° libro non parla esattamente di queste cose ma parla di rette
commensurabili e incommensurabili. Ad esempio la diagonale e il lato del
quadrato sono incommensurabili ma commensurabili in potenza  e poi fissata
una retta(quella retta rispetto a cui si confronta(unità)) ci sono rette esprimibili
e quindi razionali, cioè il loro rapporto con la retta posta è esprimibile
(locos=rapporto e proporzione anologhia). Questa è un'idea del X libro
(non è un trattato di teoria dei numeri razionali) è un trattato di geometria che
si pone il problema fra quali rette che sono incommensurabili fra di loro quali
tra queste siano esprimibili con una posta. Ad esempio se il lato è la retta
posta allora la diagonale è quella esprimibile.



11) Nell'XI libro si torna alla geometria(definizione di solido, piano,
come due rette nello spazio possono essere messe, parallelismo e
perpendicolarità fra rette e piani)

12) Il libro XII tratta la misura dei solidi, la piramide, coni e cilindri ed  è
molto importante perché è qui che entra in gioco la tecnica della doppia
riduzione ad assurdo, (tecnica di uguaglianza fra proporzioni o figure
tramite questa tecnica) in particolare nella proposizione 2.

La doppia riduzione ad assurdo è equivalente alla tecnica di esaustione.
Si capirà meglio in Archimede

13) Il XIII libro è dedicato allo studio dei poliedri e culmina nella
dimostrazione che i poliedri regolari sono 5

Analisi di proposizione 2 libro III

Nel margine gli autori segnano tutti i motivi per cui viene detta una certa
cosa(in blu nella foto del libro.). Normalmente non si trovano ma si ritrovano
delle espressioni che richiamano centre proposizioni che la gente deve aver
memorizzato in precedenza

Una proposizione greca ha una sua struttura, in particolare lo ha quello
degli Elementi:



Questo è stato studiato da Fabio Acerbi ‘’In Silenzio Delle Sirene La
Matematica Greca’’.

● Protasi: asserzione generale →if fino a circle
● Extesi: esposizione(ri-enunciazione), viene ridetta la stessa cosa

riferendosi a una figura →let fino a circumference
● Determinazione(diorisma): in generale introdotta da "lego oti" dico

che, si chiama diorisma in greco, e determina rispetto all'extesi ciò
che si vuole dimostrare →I say fino a circle

● Costruzione o catasquée
● Dimostrazione
● Super asma:conclusione, viene ricapitolato tutto quanto →therefore

fino a circle
almeno negli Elementi questa è una struttura molto rigida, e questo è uno dei
motivi per cui si può parlare di matematica greca

LEZIONE 6→12-10-2020

Volta scorsa:
Rapida ricognizione dei libri di Euclide. Heath colui che studiò e scrisse il libro
degli Elementi, ha scritto anche dei libri sulla storia greca.
Proprietà fantasma: è una proprietà priva di oggetto.
In questa lezione analizzeremo il Libro V (teoria delle proporzioni) e il XII
dedicato alla geometria di misura in particolare a cono piramide e sfera.
L'analisi fatta la volta scorsa di una proposizione degli Elementi, ha messo in
luca il fatto che le proposizioni seguono una struttura ben definita, inoltre le
citazioni e i rinvii nelle proposizioni vengono fatti enunciando una proposizione
già dimostrata, non viene fatto come faremo noi oggi ovvero "…come
dimostrato nel teorema X…".
Almeno a partire da Euclide, una tipica dimostrazione assume una certa
struttura: enunciato generale ad esempio il teorema di Pitagora, questo
enunciato viene successivamente fatto riferire a una figura particolare ad
esempio a uno specifico triangolo rettangolo. Attenzione: quel triangolo
rettangolo vuole essere un rappresentante di tutti i triangoli rettangoli.
All'extesi segue una costruzione, a questa segue la dimostrazione e poi la
conclusione in cui viene riproposto l'enunciato generale.

In questa lezione:
● Che tipo di teoria delle proporzioni propone
● Che problemi crea



● Come viene applicata ai problemi di misura

La teoria delle proporzioni è esposta da Euclide nel V libro. All'inizio di questo
libro troviamo una serie di definizioni.
Viene definito il rapporto:
A ratio is a sort of relation in respect of size between two magnitudes of the
same kind.
La cosa interessante è "relation". Questa definizione ci dice cosa non è il
rapporto, questo non è un numero!

Definizione 4:
Magnitudes are said to have a ratio to one another which can, when
multiplied, exceed one another.
Da <https://mathcs.clarku.edu/~djoyce/elements/bookV/bookV.html>
Diremo noi che le grandezze devono essere archimedee.

Definition 5
Magnitudes are said to be in the same ratio, the first to the second and the
third to the fourth, when, if any equimultiples whatever are taken of the first
and third, and any equimultiples whatever of the second and fourth, the former
equimultiples alike exceed, are alike equal to, or alike fall short of, the latter
equimultiples respectively taken in corresponding order.

Analisi di questa definizione:
Date 4 grandezze A,B,C,D abbiamo che A:B = C:D. Se presi equimultipli della
1° e della 3° e presi equimultipli della 2° e della 4° mA e nB e mC e nD.
Succede che se mA nB →mC nD≻ ≻

mA nB →mC nD≺ ≺
mA=nB →mC=nD

questa è anche vista come definizione di rapporto.
Se noi abbiamo due grandezze A e B e vogliamo definire il rapporto A/B allora
possiamo immaginare che se A/B =C/D =m/n è razionale allora si può scrivere
come m/n  allora mA=nB e mC=nD. Se non è razionale dovranno essere
maggiori o minori.
Notiamo che questa è piuttosto pesante come uguaglianza, in quanto ogni
volta dovremmo ricorrere a molti confronti per dimostrare l'uguaglianza

Definition 9
When three magnitudes are proportional, the first is said to have to the third
the duplicate ratio of that which it has to the second.



Siano a,b,c tali che a:b=b:c . La definizione ci dice che a:c =D(si dice
duplicato)(a:b). Cosa vuol dire?

Se prendo 𝑎
𝑏  .  𝑎

𝑏 = ( 𝑎
𝑏 )2 = 𝑎

𝑐  𝑝𝑒𝑟𝑐ℎè 𝑣𝑖𝑠𝑡𝑜 𝑐ℎ𝑒 𝑎
𝑏 =  𝑏

𝑐

 𝑎𝑙𝑙𝑜𝑟𝑎 𝑎𝑛𝑑𝑎𝑛𝑑𝑜 𝑎 𝑠𝑜𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑖𝑟𝑒 ℎ𝑜 𝑐ℎ𝑒 𝑎
𝑏 . 𝑏

𝑐 = ( 𝑎
𝑏 )2 = 𝑎

𝑐

quindi il rapporto duplicato è come dire prendere il quadrato del rapporto.
Osserviamo che dire prendere il "quadrato" nella geometria greca non ha
senso, in quanto il rapporto non è né un numero né un grandezza, ma una
relazione. Per questo che viene introdotto tale "duplicate ratio"  o rapporto
duplicato. (la relazione viene raddoppiata)

Libro VI
Proposition 17.
If three straight lines are proportional, then the rectangle contained by the
extremes equals the square on the mean; and, if the rectangle contained by
the extremes equals the square on the mean, then the three straight lines are
proportional.

Questo teorema ci dice che se abbiamo tre rette proporzionali allora
[questo è un rapporto fra linee]a:c=D(a:b)=q(a):q(b) [questo è un rapporto fra
aree]

Questo ci fa capire quanto l'aspetto geometrico sia tenuto distinto in maniera
rigida dall'aspetto aritmetico algebrico. Inoltre questo tipo di tecnica(il rapporto
duplicato): passaggio di rapporti tra aree a rapporti tra linee e viceversa, è una
tecnica usata molto da Archimede e Apollonio nelle loro opere.

Legato a questo abbiamo il concetto di rapporto composto
Questa definizione viene chiamata spuria. Si pensa che sia stata introdotta
postuma. Viene introdotto il concetto di quantità dei rapporti, vediamo un caso
di uso di questo concetto.
def 5 del VI libro: ci dice che un rapporto si compone di altri rapporti quando
le quantità dei rapporti moltiplicate producono qualcosa

Questa definizione viene chiamata spuria(non autentica). Si pensa che sia
stata introdotta postuma. Viene introdotto il concetto di quantità dei rapporti,
vediamo un caso di uso di questo concetto.

Proposition 23.



Equiangular parallelograms have to one another the ratio compounded of the
ratios of their sides
Parallelogrammi equiangoli hanno fra loro il rapporto composto dei lati
Dimostrazione (del prof):

il rapporto duplicato è un particolare caso di composizione i  cui il rapporto si
a:b viene composto con il rapporto di b:c, e cioè C(a:b , b:c) = a:c dando luogo
al rapporto di a:c.
Come si farà a comporre il rapporto quando non hanno elementi in comune?
Se noi avessimo a:b e c:d  per comporli basterà che esista un x tale che  c : d
= b : x allora se voglio fare C(a:b, c:d)=C(a:b, b:x)= a:x.
Cioè il rapporto composto tra due rapporti differenti è uguale al rapporto della
prima grandezza con il quarto proporzionale dopo c d e b

In VI I Euclide ha dimostrato che parallelogrammi di egual altezza stanno tra
loro come le basi
dimostrazione



avremo che
P1:P = b1:b2
P:P2=a1:a2
Allora il rapporto composto C(P1:P, P:P2)=C(b1:b2 , a1:a2)
Ma C(P1:P, P:P2) = per definizione a  P1:P2.
questa tecnica dimostrativa è molto versatile. Infatti se anziché avere un
parallelogramma avremmo una qualsiasi altra grandezza che dipende da due
altre grandezze. P(m,l). Tutte le altre volte che avremo questa proporzionalità
diretta otteniamo lo stesso risultato applicando questa tecnica. Nel moto
uniforme
spostamento :tempo
Spostamento : velocità.
otteniamo che lo spostamento nel moto uniforme ha rapporto composto del
tempo e della velocità dello spostamento

Anche qui si passa da rapporto fra aree a rapporto fra linee e viceversa.
Questa proposizione viene dimostrata applicando direttamente la definizione
di proporzionalità. Uno si aspetta che tutte le dimostrazioni di proporzionalità
vengono fatte in questo modo, ma non è così vediamo qualcosa:

Libro VII
Dipende dalla preposizione 1
Proposition 2
To find the greatest common measure of two given numbers not relatively
prime.



libro XII
Proposizione 2
Vogliamo dimostrare che dati C1 e C2 cerchi e d1 e d2 loro diametri Allora
C1:C2 = q(d1): q(d2)
Cosa vuol dire prendere un multiplo del cerchio ad esempio mC1? fino a
quando si parla di rette, triangolo, rettangoli , la teoria fila liscia altrimenti
bisogna supporre qualcosa di più forte, e supporre(che 3 cerchi piccoli ne
fanno uno grande) questo implica che stiamo supponendo quello che
vogliamo dimostrare.
La via scelta per questo tipo di dimostrazione è mediante l'esistenza del 4°
proporzionale, l'esistenza di tale proporzionale è alla base del metodo della
doppia riduzione ad assurdo. Esso si basa su Talete

Supponiamo che q(d1):q(d2) C1:C2. Allora esiste S tale che q(d1) :≠ ∈  𝑁
q(d2) = C1:S  dove s C2, quindi  si hanno due casi:≺ 𝑜 ≻  

1. S≺ 𝐶2



Cioè data una grandezza E tale che  Cerchio-Poligono ≺ 𝐸
Dunque posso costruire un poligono P2 tale che C2-P2 C2-S  e cioè≺
P2 S≻
Succede che
Il q(d1): q(d2) = C1 : S e per il Teo precedente so che P1:P2=q(d1):
q(d2) dove P1 è un poligono regolare dello stesso numero di lati di P2
e quindi simile a P2.
P1:P2=q(d1): q(d2) = C1 : S e quindi   P1:C1=P2:S
ora qui abbiamo che P1 è più piccolo di C1 perché inscritto a esso.
P1 antecedente conseguente quindi anche l’altro antecedente≺  𝐶1 ≺
cioè P2 dovrà essere minore dell’altro conseguente e cioè S  .  assurdo
P2≺ 𝑆

2. S≻ 𝐶2
Qui Euclide procede in maniera diversa. Supponiamo che q(d1): q(d2) =
C1 : S con S , Uso il trucco+il quarto proporzionale≻ 𝐶2

1) q(d1):C1=q(d2):S (inverto)
Si  prende una grandezza T(quarto proporzionale) tale che
q(d1):S=C2:T  Lo prendo tale che T≺ 𝐶1
quindi q(d2):q(d1) = S:C1 + altro-
A questo punto ho che  q(d2):q(d1) = C2:T assurdo perchè
ricondotto al caso precedente.



Questa è la tecnica principale per la geometria di misura, tecnica dimostrativa
per doppia riduzione ad assurdo. Perché non metodo di esaustione? Metodo
presuppone delle procedure uniformi, invece questa tecnica si applica in
modo peculiare ai vari casi esaminati. Altra considerazione è il fatto che in
questa dimostrazione abbiamo una tecnica per la proporzione di 4 grandezze
che non fa uso della definizione di proporzionalità espressa nel 5° libro.

LEZIONE 8 → 19-10-2020

Rapida panoramica delle opere di Archimede.
Mediante Lettera di accompagnamento a Dositeo, ci sono pervenute le
seguenti opere:

● Quadratura della parabola
● Sfera e cilindro 1 e 2
● Spirali

(in ordine cronologico)
Oss: Dositeo è allievo di Conone di Samo
Mentre il Metodo Meccanico è indirizzato e Eratostene. Questa è un'opera
diversa dalle altre. Lo scopo di questa opera è inviare la dimostrazione di due
teoremi: il primo teorema riguarda lo studio della volta a crociera (il solido che
si ottiene intersecando due cilindri uguali e in maniera perpendicolare), e di
determinare il rapporto che c'è tra doppia volta e cubo che la contiene.
Archimede vuole dimostrare che la doppia volta è due terzi del cubo. Dopo
aver descritto cosa intende fare egli descrive come è giunto ad altri risultati:
conoidi e sferoidi, quadratura della parabola ecc.

Arenario.



Quest'opera inizia dicendo che: "non esiste un numero che possa contare tutti
i granelli di sabbia". Questo si ricollega al fatto che i numeri Greci sono usati
per contare. Ricordiamo che il sistema numerico Greco era di tipo alfabetico:

Con sistemi vari di apici e simboli si riusciva a contare fino a 10'000x10'000 i
greci la chiamavano miriade. Questo sistema di numerazione rendono quindi
giustificata l'affermazione nell' Arenario. Archimede allora propone un sistema
di numerazione periodico che si ripete dopo un certo periodo. Così Archimede
dimostra che si possono contare i granelli di sabbia sulla terra, ma inoltre si
può contare i granelli di sabbia in una sfera grande quanto l'universo. Facendo
quindi questi conti Archimede fa vedere che i granelli di sabbia sono compresi
nel primo periodo.

Opere prive di lettera di Dedica:
● Misura del cerchio
● Equilibrio dei piani primo e secondo
● Galleggianti

La prima ‘’Misura del Cerchio’’ è un'operetta in tre proposizione sole. Nella
prima Archimede vuole dimostrare che:



Nella proposizione 2 vuole dimostrare che: Cerchio:Quadrato circoscritto
=11:14
Nella proposizione 3 invece vuole dimostrare che il rapporto tra
circonferenza e diametro è compreso tra Notiamo però che𝑐

𝑑 3. 10
71 ≤ 𝑐

𝑑 ≤ 31
7

per dimostrare la seconda proposizione serve la terza, inoltre l'uguaglianza
nella proporzione deve essere un circa pertanto deduciamo che questo possa
essere un testo corrotto. La stessa cosa a proposito di testi corrotti lo
possiamo dire delle altre due opere sopra elencate. Il testo di cui disponiamo
oggi viene fatto risalire a Ipazia(figlia di Teone) secondo Wilbur Knorr.

Equilibrio dei piani  e Galleggianti sono due libri numerati in maniera
differente rispetto alla ‘’Sfera e Cilindro’’. Questo perché il primo libro della
sfera e cilindro tratta della sfera e di quelli che per noi sarebbero volume e
superficie mentre il secondo tratta di argomenti differenti: costruire una sfera
dato un cilindro. Così come sono profondamente diversi EP I e II. Nel primo
Archimede tratta della legge della leva ovvero due grandezze si fanno
equilibrio a distanze inversamente proporzionali, e centro di gravità di
parallelogrammo, triangolo e trapezio. Nel secondo libro Archimede tratta del
centro di gravità del segmento di parabola. Come ha dimostrato uno studioso
canadese Len Berggren il primo libro di EP sembra non essere un opera di
Archimedea ad esempio all'inizio di EPII Archimede dimostra la legge della
leva quando lo aveva già dimostrato nel primo. L'idea è che questi testi siano
stati riuniti in due libri raccogliendo scritti archimedei (solo nel caso del primo).
La stessa cosa vale per i galleggianti (CF) in CF I si dimostra il principio di
Archimede e in CF II viene studiato condizioni di equilibrio di un paraboloide
immerso in un liquido.
Tali condizioni di equilibrio sono due:



Questo secondo libro è molto difficile in particolare l'ultimo teorema occupa 5
pagine.

Il primo libro si pensa che sia stato riassunto in epoca tardo antica Notare che
CF, EP e Sfera e cilindro sono le uniche tre opere che sono divise in due libri
per come ci sono arrivate. La sfera e cilindro siamo sicuri che sia stata
rimaneggiata, perché?
Archimede tutte le opere le scrive in Dorico, invece SC è scritta in koinè
inoltre altre peculiarità ci fanno capire che sia stata rimaneggiata in epoca
tardo antica. È proprio in questa epoca inoltre che si viene a costituire il
corpus archimedeo fatto di: SC, DC (misura del cerchio), EP, CF. Le altre
opere (già ai tempi di Eutocio VI secolo) non si conoscevano, ad esempio
spirali, conoidi e sferoidi, metodo. Bisogna ricordare che già l'Archimede
vivente avesse poco eco, più di una volta Archimede si lamenta con Dositeo o
Eratostene perché non hanno risposto alle sue lettere. Questo dipende dal
fatto che più che alla geometria di misura ad Alessandria ci si interessasse
alla teoria delle coniche.
Neppure gli arabi stessi sembrano conoscere le opere sopra descritte, in
particolare nell'occidente latino fino al XIII secolo, le uniche opere note sono:
misura del cerchio, rifacimenti arabi di SC, nozioni su EP.

Quando e come le opere di Archimede arrivano in occidente e diventano
radici della matematica moderna?
A Bisanzio (Costantinopoli) nel IX secolo c'è una rinascita della cultura… ma
prima?
Piccola parentesi storica: l'impero bizantino era stato travolto dalla avanzata
degli arabi, e da popolazioni provenienti dalle steppe dell'asia, prima gli Slavi,
poi i Bulgari che contendono all'impero bizantino il possesso della penisola
Balcanica. Quindi tra i secoli VII e VIII Bisanzio ha altri problemi rispetto alla
crescita delle scienze. È solo al partire dal IX secolo con la dinastia macedone
c'è una riscossa dell'impero bizantino che mette fine alla minaccia bulgara.
Questo porta quindi a una rinascita degli studi e alla fondazione della scuola
di costantinopoli. Un importante personaggio di questa scuola è Leone il



matematico. Tra il IX e il X secolo vengono copiati tre codici: A, B gotico, C
che tra tutti e tre contenevano tutto il corpus Archimedeo che conosciamo
oggi.

codice A conteneva SC1, SC2, DC, CS, LS, EP I e II, NA, QP. Quelle
evidenziate hanno il commento di Eutocio, codice A perduto.
Codice B: CF(galleggianti), EP,(equilibrio dei piani) QP(quadratura della
parabola),  Perduto.
Codice C: EP(equilibrio dei piani), CF(quadratura della parabola),
MM(metodo), LS (spirali), SC (sfera e cilindro), DC(misure del cerchio),
Stomachion.
Questi tre manoscritti contengono opere diverse in modo diverso, questo ci fa
pensare che all'epoca non ci fosse un codice che contenesse tutte le opere di
Archimede. Probabilmente lo stesso Leone ha trovato queste opere, facendo
sì che il corpus Archimedeo si sia formato in maniera "anarchica", ovvero
senza delle tradizioni "standard".

Codice C.
Questo codice dopo il sacco di Costantinopoli, venne utilizzato per farci un
libro di preghiera, si chiama Palinsesto. Palinsesto perché il libro veniva scritto
due volte. Questo libro di preghiera rimase per molti secoli in un convento
della Palestina, poi nel IXX secolo dalla Palestina andò a finire a Istanbul e
attraverso diverse peripezie, Heiberg lo scoprì nel 1906. scoprendo con sua
grandissima meraviglia che in questo codice era contenuta un'opera
completamente sconosciuta: il metodo. In questa opera Archimede presenta
il suo approccio euristico tanto che colpì tutti gli studiosi dell'epoca, questa
scoperta venne pubblicata anche nel New York Times.

Come fece a scoprirla?
Nel 1880/81 Heiberg aveva prodotto la prima edizione critica delle opere di
Archimede. La sua edizione critica era basata sul codice A, come mai dato
che questo codice è andato perso? Perché ne erano state fatte molte copie, in
particolare uno di questo codice: il codice Laurenziano XXVIII-4 (o codice
D, è dell'inizio XVI, fine XV), era un codice fatto copiare per Lorenzo de
Medici, questo codice era basato direttamente sul codice A. Poliziano (colui
che fece copiare il codice) si rese conto che a causa del processo di
tradizione, ha imposto al copista di farne una specie di fotografia "copiarlo con
scrittura di imitazione", quindi questo codice D è una specie di fotografia al
codice A. In particolare da una di queste copie deriva la prima edizione a
stampa di Archimede, uscita in Basilea nel 1544 "edizio Princeps".



Codice B gotico (perso dopo il 1311).
Heiber nel 1881 stava per pubblicare la sua edizione critica quando nello
stesso anno Valentin Rose (un filologo tedesco) scoprì nella biblioteca
vaticana il codice ottoboniano latino 1850, che conteneva una traduzione
completa di quasi tutto il corpo Archimedeo allora noto, e attribuì questa
traduzione a Guglielmo di Moerbeke XII secolo.
Questo personaggio aveva viaggiato molto in Oriente e si era dato alla
traduzione di opere. Questo lavoro condusse alla corte dei papi di Viterbo, era
a quell'epoca uno dei fari culturali dell'occidente latino ed era un centro
scientifico di prima importanza, c'erano anche Campano da Novara, Vitelo.
Vitelo era un frate domenicano che scrive un'ottica basata su fonti arabe e
greche e rimarrà il corpus di ottica per tutto il resto del medioevo fino al primo
rinascimento. Vitelo è amico di Guglielmo gli dedica anche la Perspectiva
(questo trattato di ottica). In questo centro culturale matura l'idea di far
tradurre a Guglielmo il corpus archimedeo che Valentin Rose riscopre nel
1881. Succede che Heiberg che aveva appena terminato la sua edizione
critica quando viene fuori la traduzione di Guglielmo. Egli aveva utilizzato sia il
codice A che un altro: i Galleggianti , che non ci sono nel codice A, inoltre
spesso accanto alle traduzioni lui annota "nell'altro codice c'era scritto così…"
quindi Guglielmo aveva a disposizione due manoscritti greci. Heiberg dovette
tenerne conto e quando nel 1906 scoprì il Palinsesto decise di rifare l'edizione
di Archimede da capo 1910-1915, quindi l'Archimede che leggiamo noi oggi è
quello di Heiberg secondo questa tradizione anarchica. Questo ha
condizionato pesantemente tutta l'interpretazione successiva di Archimede.
Heiberg paragona l'approccio euristico di Archimede al calcolo integrale,
questo tipo di interpretazione fa si che Archimede diventi un predecessore di
Cauchy, Leibniz o Cantor. Ma la matematica di Archimede va vista da altri
punti di vista.
Questa è:

1. Diversa dal calcolo integrale
2. Rivalutare la figura di Archimede in maniera diversa da quella che ne

ha dato Plutarco.

Il palinsesto (codice C) riscoperto da Heiberg nel 1906, andò poi perduto nei
decenni successivi a causa di eventi convulsi in Turchia. E riappare molti anni
dopo a un'asta dove è stato venduto per 2 milioni di dollari, ad un miliardario
Americano, che poi fu restaurato.



Cosa fa Archimede?
Partiamo da Metodo. Nella proposizione 4 Archimede vuole determinare il
rapporto tra un paraboloide e il cilindro circoscritto. Idea della dimostrazione



A questo punto Archimede comincia con dei salti logici:
egli dice che questo discorso vale per tutte le sezioni del paraboloide quindi
tutte insieme le sezioni del paraboloide faranno equilibrio a quelle del cilindro
lasciate dove stanno.  ← 3 punto Lui da ciascuno passa a tutti.
4 punto→ Ed inoltre siccome si può dire che il cilindro e il paraboloide sono
riempiti dalle loro sezioni allora
5 punto→  il paraboloide in A farà equilibrio al cilindro lasciato dov'è.

6 punto→ E di conseguenza: fanno equilibrio, per le legge delle leva abbiamo
che il paraboloide è la metà del cilindro circoscritto.

LEZIONE 10→ 26-10-2020

L'approccio nel Metodo è differente, e varia da dimostrazione a
dimostrazione, così come la tecnica di dimostrazione di doppia riduzione ad
assurdo varia da situazione a situazione. Abbiamo visto vari esempi di tale
metodo e sono:  la misura del cerchio, che fa quello che ci aspetteremmo
ovvero approssimare il cerchio con poligoni inscritti e circoscritti, e la
quadratura della parabola, in cui Archimede usa un approssimante. La
parabola ha delle buone proprietà geometriche quindi con i triangoli lui riesce
a costruire una progressione geometrica di ragione 1/4, con cui riesce a



ricavarne la dimostrazione. L’approccio di Archimede nei problemi di
geometria di misura è legato al singolo oggetto.
Prendiamo in considerazione i Conoidi e Sferoidi che sono l'opera più
matura, inoltre per confronto col Metodo si capisce che questa opera è molto
pensata e accreditata. In questa opera tratta del paraboloide dell'iperboloide e
dell'ellissoide di rotazione, i primi due vengono chiamati conoidi e il terzo
sferoide. È un'opera complessa in quanto richiede tutta una serie di lemmi,
che molti dei quali non vengono dimostrati (dice o sono facili o rimanda ad
altre sezioni), l'argomento entra nel vivo a partire dalla proposizione 19.
Questa opera mostra un tentativo di unificazione della trattazione, l'approccio
a questi tre solidi è lo stesso, sia da un punto di vista di approssimanti che,
come visto nella proposizione 19, dall'esistenza stessa di questi.
Proposizione 19:

Di conseguenza una volta costruito questo cilindro di base Cb < E e di
conseguenza tutti gli altri cilindri inscritti e circoscritti succede che la differenza
fra i cilindri inscritti e circoscritti riempi il cilindro di base perchè la differenza
fra C e I ( segnata in verde)  sono queste fasce cilindriche che avvolgono il
conoide o gli stanno dentro , tutti questi pezzi li posso buttare giù e riempiono
il cilindro di base. Quindi C-I= Cb cilindro di base(il primo) dove Cb <E per
costruzione.
In questa dimostrazione entra in gioco il fatto che io possa davvero riempire il
cilindro di base con le differenze e per poterlo fare veramente da questo



dipende questa  condizione(un segmento dell’ellissoide è <½ dell’ellissoide)
dipende il fatto che se io invece di avere un segmento dell’ellissoide è <½
dell’ellissoide avessi un ellissoide fatto così

Vediamo ora  come usa questo fatto  per dimostrare che il paraboloide è la
metà del cilindro circoscritto. Il paraboloide è la metà del cilindro circoscritto.
La figura è presa da articolo di Ken saito.
I1(cilindro inscritto)=C1(cilindro circoscritto)=a.



A questo punto se considero l’insieme di tutti i cilindri circoscritti e chiamo I la
figura I =I1+I2+...+I(n-1) = 𝑛.  (𝑛−1)

2 𝑎

Mentre se io considero il  Cilindro circoscritto al mio conoide

quindi I =I1+I2+...+I(n-1)= 𝑛.  (𝑛−1)
2 𝑎 <  𝑛. 𝑛𝑎

2 < 1
2 𝑐𝑖𝑙𝑖𝑛𝑑𝑟𝑜 𝐶(𝑖𝑛 𝑣𝑒𝑟𝑑𝑒) = 𝐾

K= 1
2 𝑐𝑖𝑙𝑖𝑛𝑑𝑟𝑜 𝐶

Quindi I<K.
Noi  vogliamo dimostrare che il paraboloide è = ½ del cilindro circoscritto = K
Analogamente possiamo dimostrare che
C>K →  (figura inscritta) I < K < C (figura circoscritta)
Alla base di questo:

1. data una grandezza E qualunque posso trovare C e I tc C -I<E
2. e che vale per il paraboloide e l'ellissoide
3. I < K < C

segue il nostro teorema perché supponiamo che il paraboloide P < K →
1) se P<K → posso trovare una figura inscritta I  tale che C - I < K - P ma

per il terzo punto siccome K<C → K - I  < C - I < K - P → I >P assurdo
perchè I è inscritto in P

2) se P>K→ posso trovare una figura circoscritta e Inscritta tale che C-I <
P-K → C-K < C-I (perchè K>I) < P-K → C<P  → assurdo perché P è
contenuto in C

Questa tecnica con variazioni e complicazioni dovute alle varie  figure( nel
paraboloide è più semplice perchè gli approssimanti corrispondono alla serie
dei numeri interi, ) questa stessa tecnica è applicata uniformemente agli altri
due casi(ellissoide, iperboloide)

Vedi articolo di Saito: 8. LM86_21-28_Saito[1].pdf (dropbox.com).

Questa tecnica è del tutto generica, può essere astrattificata. Nel corso del
rinascimento questo è diventato il metodo di esaustione. La lettura di questa e
altre opere di Archimede porterà a estrarre il metodo di esaustione, e poi con



Cauchy questo diventa la base del calcolo integrale il quale lo introduce
proprio come area. Nell'opera di Archimede però questa tecnica si rivolge solo
a conoide ellissoide e iperboloide. C'è da sottolineare che anche in questa
opera dove Archimede cerca di uniformare il più possibile il metodo
dimostrativo, rimane comunque isolato a poche figure. Quando
Archimede dimostra che l'ellissoide è uguale a 2/3 del cilindro circoscritto, non
dice una parola riguardante la sfera. Questo fatto è molto stupefacente,
perché Archimede sapeva che la dimostrazione poteva essere fatta allo
stesso modo, invece usa un metodo totalmente diverso.

Occhiata molto veloce a cosa fa nella Sfera e Cilindro: SferaCilindro.pdf
(dropbox.com).
Prg. 1.3 Sfera e cilindro, prg. 3.

Archimede si pone un problema matematico solamente rispetto a uno stretto
insieme di oggetti, il suo approccio è ancora "problematico", non generalizza,
questa cosa risulta particolarmente chiara nel Metodo.
Qualche carattere delle opere di A. : sono brevi e a differenza delle opere di
Euclide e Apollonio, è molto facile capire cosa voglia fare "voglio dimostrare
questo ecc.." poi come ci arrivi è più complicato. Oltre alla geometria di misura
si occupa anche di modelli matematici reali, tipo galleggiamento delle navi, di
questi argomenti ci sono arrivate solo due opere che hanno subito molto il
processo di tradizione. Quindi nelle sue opere possiamo trovare la
dicotomia tra matematico e ingegnere.

Nel 1906 è stato scoperto il Metodo.
Questo ha la forma di una lettera a Eratostene, tuttavia lo scopo del metodo
non è tanto quello di raccontare il topos, piuttosto lo scopo dichiarato è quello
di dimostrare due teoremi: uno è la doppia volta a crociera, prima di quello
uno sull'unghia cilindrica. Questi due teoremi, sottolinea Archimede., hanno
carattere diverso dai precedenti, lo scopo è far vedere che questi due solidi
sono riducibili a solidi rettilinei.
Come è arrivato Archimede. a prenderli in considerazione?
L'incrocio dei cilindri forma una volta a crociera. Piero della Francesca affronta
la doppia volta a crociera ottenendo lo stesso risultato di Archimede, in Piero
si capisce come mai si voglia studiare la volta a crociera il rinascimento ne è
pieno, c'è un collegamento tra i due?
"Famosa storia del problema della corona" come erano fatte le terme? Le
terme erano dei locali dove c'erano delle vasche da bagno, delle specie di



bagni pubblici (diversi da quelli che si vedono dei film), facciamo un passo
indietro.

Morgantina era una città sicula, era un centro agricolo e comm. molto
importante perché era un punto di comunicazione tattico, nel II secolo aveva
raggiunto il suo massimo splendore. Quando Siracusa cade, Marcello deve
pagare i debiti e consegna Morgantina ai mercenari ispanici, quindi gli abitanti
di questa scappano via e seppelliscono nei pozzi tutti i loro averi, tra cui una
bellissima statua: la venera di Morgantina. Quando arrivano gli ispanici questi
si trovano in una città fantasma, la cultura della città rimane sepolta sotto la
conquista di questi ispanici. Questo è un grande vantaggio per noi perché
molte cose si sono conservate, si ha una specie di fotografia di quello che
erano le attività alla vigilia della presa di Siracusa. Come erano le terme di
Morgantina?
Queste erano composte da due locali con volta a botte, una sala circolare
ricoperta da volta emisferica, costruita con dei tubi (mattoni cavi) ricoperti di
malta leggera e poi dipinta. Il sistema di riscaldamento dell'acqua era
differente, veniva fatto mediante delle fornaci che poi veniva distribuito il
calore in tutte le terme. Quello che è stato scoperto ci fa pensare che
Archimede mentre stava nelle terme abbia pensato cosa potesse succedere
se le volte si sarebbero intersecate, la cosa importante è quindi che qualcosa
di simile già esisteva all'epoca del matematico. Da questo segue che se
considero l'intersezione di due cilindri, osservo come l'intersezione è 8 volte
l'unghia. Come si può arrivare al risultato relativo all'unghia? (vedi Dropbox)

Archimede ha il problema della volta, questa si riduce all'unghia, ma questa è
problematica, questo lo porta a sviluppare le sue tecniche euristiche in
maniera molto notevole però la cosa rimane lì, non si trasforma in un metodo
generale, in teoria della misura. In altre parole questo modo di vedere il
suo approccio ci permette di dire che la matematica di Archimede non è
strutturalmente diversa dalle sue invenzioni. Questo aspetto ci fa vedere
un Archimede meno fratturato tra la leggenda e i suoi scritti. Ricapitolando il
rintracciamento di un approccio unitario è qualcosa che si può assegnare più
a noi che ad Archimede stesso, i Conoidi e Sferoidi diventeranno un modello
per andare oltre lo studio dei CS e quindi studiare oggetti più generali.

LEZIONE 11→  30-10-20
Da Conoidi e Sferoidi che è l'opera più matura di Archimede assistiamo a uno
sforzo di tipo dimostrativo, e allo strano fenomeno della sfera, di cui non si fa
menzione. Questo è sintomatico nella matematica greca, gli oggetti hanno



una loro individualità: la sfera è diversa dallo sferoide, la circonferenza non è
un ellisse. Resta il fatto che Archimede pur consapevole che le due figure si
possano trattare allo stesso modo (vedi Metodo)  non vengono concepite
come un  unico oggetto.

L'altra cosa è l'aver dato una guardata al Metodo, per capire cosa fa. In
questa opera lui illustra il topos (approccio euristico), tuttavia è una opera
destinata a dimostrare solo due teoremi: volta a crociera e unghia cilindrica.
Dato lo stato attuale del palinsesto, siamo piuttosto certi che la dimostrazione
della doppia volta sia corta, anche se  questa non ci è pervenuta. Tuttavia
possiamo ragionevolmente sapere quante carte sono andate perse: sono
circa 2 fogli di pergamena, ed inoltre la dimostrazione relativa alla doppia volta
è corta perché è stata dimostrato prima il teorema sull'unghia. Questa si
ottiene dalla divisione in otto, dalla figura che ne deriva dall'intersezione dei
due cilindri. Una volta che uno ha visto questo risulta che, una volta
conosciuto il volume dell'unghia, si può trovare facilmente il volume della
doppia volta.

Lista delle opere di Archimede nel palinsesto
…..(non si sa)

● EP II → ultime due proposizioni dell’equilibrio dei piani
● CF 1 e 2→  i galleggianti
● MM → il metodo (numerate da Heiberg si arriva fino alle proposizione

15)
qui c’è un buco tra MM e LS, la dimostrazione della doppia volta
avrebbe dovuto essere la 16 proposizione. Poi cominciano le spirali che
hanno la lettera diosita e poi (prop 1… )Il buco inizia verso la fine della
15 occupa tutta la 16, la lettera Diosito e qualche proposizione delle
spirali. Dato che noi abbiamo le spirali possiamo sapere quante cose
mancano. e cioè quanto fosse lo spazio dedicato a i MM

● LS → le spirali
● SC→ sfera e cilindro
● DC→ misura del cerchio
● Stomachion



L'unghia cilindrica viene trattata nella prop. 12, 13, 14 e 15 (attenzione i
numeri li ha messi Heiberg), i fogli mancanti sono dalla fine della proposizione
15. La 12 e la 13 sono un'unica proposizione, nonostante Heiberg le abbia
divise in due, il ragionamento è in due tappe, tale è fatto con la bilancia: lui
riduce la quadratura dell'unghia alla determinazione del centro di gravità di un
cerchio che equivale a trovare la quadratura del cerchio (non si può fare),
nella 13 riesce a determinare mediante un trucco che l'unghia è 1/6 del
prisma. Alla fine della 13 e prima dell'inizio della 14 c'è un altro buco, un
pezzo illeggibile. Nel metodo Archimede spesso interviene dicendo cose di
tipo meta matematico, quindi è probabile che in quel punto ci sia un discorso
di passaggio che spiegasse come mai si metta a fare la dimostrazione in un
modo completamente nuovo e con un approccio molto differente.

-Questo tipo di passaggio (passare da somma finita a infinita) lo
ritroveremo in Cavalieri all’inizio del 600, dove Luca Valerio  e Cavalieri,
ritroveranno le stesse idee usate da Archimedee e cercheranno di
trasformarli in un metodo generale di dimostrazione -
Dato che Rettangolo R = 3/2  Parabola → Prisma= 3/2 Unghia di
conseguenza si trova quanto è l’unghia rispetto al prisma



Qui Archimede si è spinto molto avanti, ci sembra che egli stia integrando! Si
potrebbe paragonare Archimede a Ulisse di Dante che, nel purgatorio, viene
travolto da un turbine che poi fa affondare la nave, così  Archimede che per
poter abbandonare l'individualità delle figure ha bisogno di un linguaggio
diverso che verrà costruito più avanti. Questa storia del Metodo e dell'unghia
ci mostra la possibilità di interpretare la Matematica Archimedea non in modo
platonica, nel senso Archimede non si occupa di quadratura generale, ma
spesso di problemi specifici. Le sue dimostrazioni spesso sono anche molto
difficili e di grande prestigio, ma non generalizzano l'argomento trattato, non
abbiamo un teoria generale che tratta di un qualcosa, non abbiamo il
problema delle tangenti. Questo dipende dal fatto che gli oggetti della
matematica greca sono oggetti individui, non hai La curva, ha Le curve:
parabola, conoide ellissoide ecc.. La distanza quindi tra Archimede del mito
(nave, corona…) e l'Archimede dello Sfera e Cilindro delle sue opere risulta
meno siderale di quanto ci presenti Plutarco.

APOLLONIO & PAPPO

Apollonio e Pappo hanno acquistato molta importanza quando vengono riletti
durante il rinascimento. Apollonio vive tra la  fine del terzo e inizio del
secondo secolo, non abbiamo molte notizie su di lui così come quasi tutti i
matematici Greci. Sappiamo che vive ad Alessandria, abbiamo alcune sue
lettere che riescono a inquadrare meglio l'autore. Di questo matematico ci è
pervenuta una sola opera: Le Coniche. In questa opera abbiamo una ripresa
del materiale che era stato elaborato già in secoli precedenti e riorganizzato in
modo compatto. Mentre prima di Apollonio le coniche erano viste:



Le coniche si ottenevano sempre con piani perpendicolari ai 3 coni,

● Nel caso del cono acutangolo si otteneva un’ellisse
● nel caso del cono rettangolo si otteneva una parabola
● nel caso del cono ottusangolo si otteneva un’iperbole

L’ellisse veniva chiamata sezione di cono acutangolo e così le chiama
Archimede.
Apollonio cambia completamente impostazione definisce il cono in questo

modo

Apollonio il concetto di diametro e ordinata.

Poi Apollonio dimostra che se noi tagliamo un cono con un piano, salvo che lo
togliamo con un piano che passa per il vertice, otteniamo una curva che



possiede un diametro e ordinata. Non si può parlare di diametro senza dire chi
sono le ordinate
Si parlerà di asse quando l’angolo compreso fra le rette ordinate e il loro
diametro è un angolo retto(in rosso)

A questo Apollonio aggiunge poi il fatto che nel caso della parabola, vale una
relazione tra ascisse e ordinate:



ma ora siccome b1=b2 siamo nella parabola. I triangoli sono simili quindi
𝑎1
𝑎2 = 𝑥1

𝑥2

𝑦12

𝑦22 = 𝑥1
𝑥2  

https://www.dropbox.com/home/SdM/Materiali%20per%20l'esame/A.%20Mate
matica%20Greca/Apollonio%20e%20Pappo?preview=AnalisiSintesi+nelle+Co
niche.pdf

La parabola nasce con un diametro, un lato retto, e una direzione delle
ordinate→ quadrato (ordinate y)=rettangolo(grandezza P e ascissa x).

per l’ellisse→ 𝑦2 = 𝑝
𝑥 − 𝑝

𝑡 𝑥2

per l’iperbole→ 𝑦2 = 𝑝
𝑥 − 𝑝

𝑡 𝑥2

La parabola nasce con questa proprietà, questa è una cosa tipica delle
geometria di posizione, ovvero riuscire a stabilire che questa proprietà è una
proprietà che caratterizza la parabola. Il primo libro delle Coniche vuole
dimostrare che queste  sono proprietà sintomatiche, ovvero proprietà che
caratterizzano una determinata figura, in particolare tutto il primo libro è
dedicato al fatto che le proprietà che nascono insieme alla curva sono



proprietà che la caratterizzano in maniera univoca.

Una cosa simile è quanto succede al cerchio, ad esempio con due corde:

Questo fatto è alla base di un concetto importante che si sviluppa in varie
opere non pervenute. Sezione di rapporto trattano il seguente problema:



Nella sezione di rapporto ci sono numerosi teoremi, ma tutto questo a cosa
serve? Perché spenderci così tanto tempo? Queste sono proprietà delle
tangenti alle coniche, qui si sta cercando di prendere questa proprietà
astrattizzarla e di vedere quali figure hanno questa proprietà. Una certa
proprietà nota si trasforma in una proprietà di luogo. La domanda diventa
quindi: ho un oggetto con una determinata proprietà, quanto gli appartiene? È
il luogo di quella proprietà? Qui si parte dall'oggetto e poi ci si domanda se
quella proprietà che possiede  individua univocamente l'oggetto, la risposta
varia da oggetto a oggetto. La geometria di luogo è una geometria dove si
vuol fare vedere se una determinata proprietà appartenente ad un
oggetto lo caratterizza oppure no. Questi argomenti sono studiati in varie
opere: De sectione nationis, De sectione spații, De sectio determinata,
Contatti, Inclinazioni. Tali libri, tranne il primo, li conosciamo attraverso
Pappo. Egli è un autore del III-IV sec. D.c. parecchio lontano da Apollonio
(almeno 5 secoli di differenza) di cui ci è pervenuta un'opera che si chiama
Collezione matematica: questa è in otto libri, di cui il primo è perduto, del
secondo ci resta solo la fine, poi abbiamo il terzo, quarto, quinto sesto, settimo
e ottavo di cui abbiamo un frammento in greco e il testo completo in arabo.
Questa opera avrà una importanza capitale nel rinascimento, che verrà
definita con: "esercizi e complementi su Archimede Apollonio e
Teodosio". Ci fornisce un sacco di informazioni, soprattutto descrizioni
dettagliate di testi non pervenuti a noi. Il settimo libro è dedicato al dominio
dell'analisi (quell'insieme di testi che usavano la tecnica dell'analisi e della
sintesi). L'importanza di Pappo risiede nei libri che ci sono pervenuti, siamo
nel periodo del commento e dell'arricchimento, in questo periodo più che
raccontare cose nuove gli autori cercano di sistematizzare organizzare e nel
caso generalizzare cose già viste in passato.

Qualche appunto in più per il calcolo dell'unghia:







LEZIONE 12→  2-11-2020

Apollonio scrive molte opere, molte della quali andate perse, tranne le
Coniche che sono state scritte in otto libri di cui ci sono pervenuti in greco i
primi 4. L'ottavo non ci  è perduto, il quinto sesto e il settimo ci sono pervenuti
in arabo. Nel sesto secolo Eutocio fece una edizione delle coniche di
Apollonio dei primi 4 libri. Apollonio nella lettera a Eudemo dice che i primi 4
libri erano di carattere elementare, cerca di trattare tutte le sezioni come
generate in un cono e poi studiare via via tutte le proprietà. I libri più avanzati
quinto sesto settimo e ottavo scompaiono dall'orizzonte della cultura
greca. In occidente le coniche arriveranno molto tardi. E' nel XV secolo che
un umanista (Francesco Filelfo) porta in Italia un manoscritto greco delle
coniche (i primi 4 libri), da cui dipendono tutti gli altri, quindi le coniche di
Apollonio saranno conosciute solo sulla base dell'edizione di Eutocio e da
questo manoscritto. La prima edizione completa delle coniche sarà fatta da
Edmund Halley (vedi cometa), Apollonio avrà un peso molto minore nella
rinascita della matematica greca nel corso del '600, perché molti aspetti della
sua opera verranno lasciati in ombra.
Ben diverso è il caso di Apollonio  presso gli arabi che scopriranno i tre
libri mancanti e svilupperanno una geometria delle coniche molto avanzata
applicandola all'ottica e  alla nuova teoria delle equazioni, questi
svilupperanno una teoria geometrica risolvendole con intersezione tra
coniche, questo fa vedere come la tradizione matematica influenzi molto il
testo matematico in esame.

Pappo -vive circa all'inizio del IV secolo-
Altro impatto è la tradizione di Pappo. Le coniche di Apollonio sono un
manuale così come lo sono le opere di Archimede, ma non è un testo
problematico, una volta che l' hai studiato ti domandi: "e quindi?, cosa ho
capito di questa roba?". La collezione di Pappo è molto stimolante. Alexander
Jones che ha fatto l'edizione del VII libro della Collezione pensa che un
allievo di Pappo abbia messo assieme le opere del maestro, manca però la
fine e l'inizio degli otto libri. L'opera di Pappo è importante per la sua
caratteristica, vari temi sono ripresi in maniera diversa più ricca o
sistematica in varie parti del libro. Pappo introduce un tipo di
classificazione un po' strana dei problemi geometrici: sono i problemi piani,
solidi e di linea. Quelli piani sono quelli  che si possono costruire utilizzando
solo rette e circonferenze, quelli solidi richiedono curve (intersezione di solidi)
e quelli di linea sono problemi per la cui costruzione servono curve più
complesse tipo la spirale di Archimede.



Li traduciamo in : 1) piani=1° e 2° grado
2) Solidi= 3° e 4° grado
3) linee= grado superiori, o anche curve trascendenti

Usare un concetto algebrico che rimanda al grado dell'equazione, ma questa
prospettiva è completamente assente in Pappo, questa tipo di impostazione
risale in Apollonio, in quanto nel settimo libro Pappo descrive tutta una serie di
opere (tesoro analisi) che sono i data di Euclide, i contatti di Apollonio, le
inclinazioni di Apollonio, la sezione di rapporto, la sezione di area, i luoghi
piani, le coniche i porismi (opera perduta di Euclide). Per tutte queste opere
Pappo fornisce dei lemmi per renderle più comprensibile, abbiamo anche dei
suggerimenti per quanto riguarda i punti critici di queste opere.

Emergono alcuni elementi:
1. Cosa vuol dire che un problema è risolubile con mezzi semplici
2. La collezione di Pappo ci fornisce una mess di opere che non

abbiamo più, è una sorta di enciclopedia della matematica
dell'antichità

3. Il fatto che Pappo asserisca che gli antichi risolvessero questi
problemi utilizzando l'approccio dell'analisi e della sintesi, ovvero tu
ha un problema e supponi di averlo già risolto (ad esempio quello dei
tre cerchi) e poi rifletti sulle proprietà della figure fai dei ragionamenti
li sviluppi fino ad arrivare a uno dei dati iniziali del problema (analisi),
per la sintesi è il contrario: si parte dai dati per arrivare ai quesiti,
questa cosa quando sarà letta nel rinascimento porterà gli studiosi a
concentrarsi su questo aspetto.

Il fatto da mettere in luce è che la lettura di Pappo avrà una parte decisiva per
la nascita della matematica moderna, anche per la sua "sgangherataggine"
che invoglierà i matematici a mettere ordine a questa storia quindi a lavorare
su questo libro. Umberto Eco parla appunto dei libri "sgangherati" che sono
quelli che hanno più influenza in quanto il lettore li fa suoi e se li sistema
durante il suo studio, stimolandone la ricerca.

"Dal codice Vaticano (conservato) discende la tradizione di Pappo, come
per i codici A, B gotico e C di Archimede"

tradizione di Pappo se Jones avesse ragione sarebbe
originale di Pappo, codice sconosciuto, codice vaticano, Jones



Dopo l'epoca di Pappo l'unico matematico da sapere è Sereno di Antinoe (V
sec). Lui scrive due opere, la prima la sezione del cilindro dove nella
prefazione dice che se:

Questo mette in luce due aspetti,
1) nella tarda antichità ancora i matematici hanno difficoltà ad assimilare

gli oggetti fondamentali.
2) Questa difficoltà nasce dal fatto che gli oggetti matematici sono ancora

individuali, legati alla loro nascita.
Dopo Sereno abbiamo Eutocio che è allievo di una scuola filosofica di
Alessandria ed è in contatto con alcuni matematici/architetti: Isodio di Mileto,
Astemio di Talles. Eutocio scrive un commento ad Archimede sulla sfera e
cilindro misura del cerchio equilibrio dei piani e Edizione e commento di
coniche I-IV. Troviamo in Simplicio verso la fine del VI secolo, Lunule di
Ippocrate (fine V secolo a.c) con questi signori si vede che la matematica
greca è giunta a fine, sembra non avere più niente di nuovo da dire. Questo
non dipende solo dal fatto che tutto il mondo antico sta andando incontro a
cambiamenti profondissimi vedi cristianesimo, cambiamenti politici economici
e culturali, ma dipende anche dalla natura della matematica greca stessa.
L'aspetto di generalità non esiste nella matematica greca, si affaccia
timidamente in Archimede, poco in Pappo ma non arrivano mai a
maturazione, per la mancanza di un linguaggio adeguato, quello delle
grandezze che non rappresentano una quantità astratta ma sempre dotate di
forma spaziale. Questa fine del mondo antico la pressione dei barbari e molti



altri aspetti saranno poi minori rispetto a quello che sarà la rottura data
dall'espansione degli arabi.

L'impero romano aveva avuto sempre un nemico principale. Verso la fine del
VI secolo, Giustiniano avevo messo ordine sia interno che esterno all'impero,
che stava risorgendo, ma la vera frattura avviene all'inizio del VII secolo,
quando Maometto inizia la sua predicazione in Arabia. Egli aveva unificato le
varie tribù arabe in una nuova unità data dalla nuova religione dell'islam.
Intanto i romani avevano rotto con i persiani, portando alla morte l'imperatore
persiano e con il recupero della croce di cristo (629), finalmente l'impero
romano aveva sconfitto il suo nemico. Sette anni dopo la situazione era
completamente mutata, avvenne l'esaurimento delle forze sia persiane che
romane (bizantine) e l'impero romani si trovava ad avere a che fare con il
califfato dei successori di Maometto che si stavano espandendo in oriente e
stavano attaccando anche le roccaforti cristiane e bizantine. Eraclio stabilisce
quindi un patto con l'imperatore persiano ma va male, i persiani vengono
conquistati dagli arabi.  Successivamente nella battaglia dei guardiani dello
yarmouk, durata 6 giorni in cui un grande esercito bizantino fu completamente
sconfitto dalla strategia del comandante che si chiamava Khadi b-al-walid
questo evento uno storico militare lo ha definito come una delle battaglie più
decisive della storia. A metà del settecento si inoltrano anche nella Francia,
queste bande verranno sconfitte nella battaglia di Poitiers 732 d.c. , alla fine in
meno di un secolo si viene a costituire un impero grandissimo in cui domina
una nuova religione nemica del cristianesimo. Come è possibile questa
espansione? Ad esempio per le eresie
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,O 7HRUHPD GL 3DSSR�*XOGLQR SUHVHQWD XQD FHUWD JHQHUDOLWj LQROWUH 3DSSR
FHUFD GL ULRUGLQDUH H JHQHUDOL]]DUH H TXHVWR q XQ SR
 XQD FDUDWWHULVWLFD
SHFXOLDUH GHOOD PDWHPDWLFD JUHFD WDUGD� H LQ SDUWLFRODUH GHOO
HSRFD GL 3DSSR�
6XFFHVVLYDPHQWH VHJXH XQ HSRFD LQ FXL OD PDWHPDWLFD VL FRQFHQWUD VXO
FRPPHQWL �YHGL 7HRQH� FKH ID O
HGL]LRQH GHJOL HOHPHQWL�� &RQ (XWRFLR VL
FRQFOXGH O
HWj DQWLFD H OD PDWHPDWLFD JUHFD� QRQ FKH OD PDWHPDWLFD JUHFD QRQ
ULVRUJD� PD WXWWH OH YROWH FKH ULVRUJH WUD JOL DUDEL� QHO ULQDVFLPHQWR� ULVRUJHUj
FRQ FDUDWWHULVWLFKH GHO WXWWR GLYHUVH� /
HWj DQWLFD ILQLVFH FRQ O
HVSDQVLRQH
DUDED H GD FXL LQL]LD O
HWj PHGLHYDOH� 4XHVWR FUHD XQD IUDWWXUD LQ XQ PRQGR
FKH DYHYD XQD VXD FRQWLQXLWj� VXFFHVVLYDPHQWH JOL DUDEL GLYHQWDQR DQFKH DELOL
PDULQDL� TXLQGL LO 0HGLWHUUDQHR QRQ q SL� XQ SRQWH WUD RULHQWH H RFFLGHQWH PD
GLYHQWD OXRJR GL VFRQWUR GL FXL JOL DUDEL QH IDQQR SDGURQL�
�+HQUL 3LUHQQH� 0DRPHWWR H &DUOR 0DJQR� RSHUD FKH ULVDOH DJOL DQQL 

��
SUHVHQWD QXPHURVH FULWLFKH SHU JOL DUJRPHQWL WUDWWDWL� /D WHVL GL 3LUHQQH GL
IRQGR RYYHUR FKH O
HVSDQVLRQH DUDED DEELD SURYRFDWR XQD URWWXUD QHO PRQGR
DOORUD FRQRVFLXWR q SHUz YHUD�
7DOPHQWH GHFLVLYL VRQR JOL DUDEL FKH LQ XQ FHQWLQDLR GL DQQL FLUFD TXHVWL VL
HVSDQGRQR PROWLVVLPR ILQR DOOD )UDQFLD� 1HOO
DUFR GL XQ FHQWLQDLR GL DQQL LO
PRQGR FDPELD UDGLFDOPHQWH� QRQ F
q SL� XQLWj� GD XQD SDUWH F
q LO PRQGR
LVODPLFR H GDOO
DOWUD SDUWH F
q OD FULVWLDQLWj JUHFD� 4XHVWD URWWXUD FRPSRUWD
DQFKH XQ DUUHWUDPHQWR JHQHUDOH QHOOD FXOWXUD� JOL DUDEL H LO PRQGR ODWLQR VRQR
FRPSOHWDPHQWH GLIIHUHQWL� )LQR DO ,; VHFROR SHU TXDQWR FL ULJXDUGD� OD FXOWXUD H
LQ SDUWLFRODUH TXHOOD VFLHQWLILFD ODQJXH LQ TXHVWR HQRUPH PXWDPHQWR HSRFDOH�
FKH KD DQFKH SODVPDWR LO QRVWUR PRQGR DWWXDOH�
3HU TXDQWR ULJXDUGD LO PRQGR RFFLGHQWDOH GREELDPR DVSHWWDUH LO ;,, VHFROR SHU
DYHUH XQ ULVYHJOLR VFLHQWLILFR�

$QGLDPR QHO PRQGR $UDER�
*OL DUDEL QHOOD ORUR HVSDQVLRQH KDQQR XQD SROLWLFD GL DVVLPLOD]LRQH� QRQ F
q
XQR VFRQWUR R XQD SHUVHFX]LRQH QHL GRPLQL FKH FRQTXLVWDQR� VSDVVR
PDQWHQJRQR L IXQ]LRQDUL EL]DQWLQL R SHUVLDQL FKH WURYDQR QHOOH FLWWj FKH
FRQTXLVWDQR� $O PRPHQWR GHOOD EDWWDJOLD GL 3RLWLHUV� YHUVR OD PHWj GHOO
RWWDYR
VHFROR O
HVSDQVLRQH GHJOL DUDEL VL DUUHVWD� TXHVWD VL DUUHVWD H VL VSH]]D DQFKH�
YHQJRQR D FUHDUVL GHL FDOLIIDWL DXWRQRPL� LQ SDUWLFRODUH LQ 6SDJQD H LQ $IULFD�
VRWWR VHGH GHO FDOLIIR FKH VLHGH D %DJGDG� 4XHVWD YLHQH IRQGDWD QHOO
9,,,
VHFROR� LO FDOLIIDWR DEEDVLGH FRVWUXLVFH TXHVWD FLWWj H LQL]LD XQD SROLWLFD
FXOWXUDOH PROWR VSLQWD� TXHVWD GLSHQGH GDO IDWWR FKH SDVVDWD OD GLIIXVLRQH
GHOO
LVODP VL YRJOLD FRVWUXLUH XQD FXOWXUD DUDED� H LQL]LDQR DQFKH VWXGL



VFLHQWLILFL� 4XHVWL VWXGL VRQR PROWR LQIOXHQ]DWL GDL SRSROL FRQ FXL JOL DUDEL
HQWUDQR LQ FRQWDWWR� PROWR LPSRUWDQWL VRQR L PRQDVWHUL� LQROWUH HQWUDQR LQ
FRQWDWWR DQFKH FRQ OD FXOWXUD LQGLDQD� FXOWXUD FKH KD VYLOXSSDWR PROWR LO FDPSR
GHOO
DOJHEUD� $ %DJGDG DOO
LQL]LR GHO ,; VHFROR LQL]LD XQD ULDSSURSULD]LRQH GL
XQD VFLHQ]D JUHFD H OD IRQGD]LRQH GL XQD QXRYD GLVFLSOLQD FKH q O
DOJHEUD�
�SHUFKp QXRYD"� TXHVWL GXH DVSHWWL VRQR L SL� LPSRUWDQWL GL TXHOOR FKH q
O
HUHGLWj FKH JOL DUDEL FL FRQVHJQDQR�

&RQVHJXHQ]H LPSRUWDQWL GHOOH D]LRQL GHJOL DUDEL�
�� 7UDVPLVVLRQH H FRQVHUYD]LRQH GL XQD VHULH GL WHVWL JUHFL FKH

DOWULPHQWL VDUHEEHUR ULPDVWL VHSROWL QHOOH ELEOLRWHFKH EL]DQWLQH
�� /D FUHD]LRQH GHOO
DOJHEUD
�� /D GLIIXVLRQH GHO VLVWHPD QRWD]LRQH SRVL]LRQDOH LQGLDQR�

$OOD FRUWH GHO FDOLIIR $O�0DPXQ YLYH $O�.KZDUL]PL� q XQ DVWURQRPR FKH VFULYH
GXH WUDWWDWL� LO SULPR q $OJRULVPL GH QXPHUR LQGRUXP H TXHVWR WLWROR KD GDWR
OXRJR DOOD SDUROD DOJRULWPR� /D QRWD]LRQH SRVL]LRQDOH KD XQ DVSHWWR
LPSRUWDQWH� TXHOOR GHOO
LQWURGX]LRQH GHOOR ]HUR� 1RQ FKH TXHVWR IDFFLD GHOOR
]HUR XQ QXPHUR� SHUFKp FRQ OR ]HUR QRQ FRQWR QLHQWH� '
DOWUR FDQWR LO IDWWR FKH
OR ]HUR HQWUL QHJOL DOJRULWPL �DG HVHPSLR TXDQGR IDFFLR OD PROWLSOLFD]LRQH� ID VL
FKH OD ULJLGLWj GHO FRQFHWWR GL QXPHUR FRPH QXPHUR SHU FRQWDUH VL
DPPRUELGLVFD SDUHFFKLR� ,QIDWWL LO QXPHUR SHU FRQWDUH GLYHQWD QXPHUR SHU
RSHUDUH� *OL DOJRULWPL IXQ]LRQDQR VXO VLVWHPD SRVL]LRQDOH� LO QXPHUR QRQ q SL�
OD SOXUDOLWj GL XQLWj GHJOL (OHPHQWL GL (XFOLGH PD GLYHQWD TXDOFRVD VX FXL IDUFL
GHOOH RSHUD]LRQL�
8Q
DOWUD FRVD LPSRUWDQWH q LO VHFRQGR OLEUR GL $O�.KDZDUL]PL� $O�MDEU H
DO�0XTDEDOD �DOJHEUD H FRVH FDEDOLVWLFKH� TXHVWR q LO SULPR OLEUR GHGLFDWR D
0DKPRRG GL WHRULD GHOOH HTXD]LRQL�
$O�MDU H DO�0XTDEDOD VRQR OH RSHUD]LRQL FKH VL IDQQR SHU WUDVSRUWDUH GD XQD
SDUWH DOO
DOWUD JOL HOHPHQWL GL XQD HTXD]LRQH H VL ID SHU HYLWDUH GL DYHUH TXDQWLWj
QHJDWLYH�
�[�� ��[ �D V[ KR XQD FRVD PHQRPDWDĺ SRUWR LO � GDOO¶DOWUD SDUWH� H TXLQGL
RWWHQJRĺ �[  ��[ � 1RQ KR SL� FRVH PHQRPDWH� VDUHEEH LO OLEUR GHOOD
UHVWDXUD]LRQH H GHOOD FRPSRVL]LRQH�
,O /LEUR WUDWWD SHUORSL� GL VROX]LRQL DL SUREOHPL GL JHRPHWULD� HUHGLWj«�
$QFKH LQ 'LRIDQWR H LQ DOWUL DYHYDPR YLVWR FKH WUDWWDYDQR PHWRGL YDUL SHU
ULVROYHUH SUREOHPL PD OD QRYLWj q FKH SHU SULPD FRVD YLHQH GHWWR FKH FL VRQR
WUH WLSL GL QXPHUL� L QXPHUL SXUL� OH UDGLFL H L PDO

Ɣ GLUKDPĺ FHQVR LQ ODWLQR� FLRq XQD PRQHWDĺ QXPHUR D
Ɣ MLGU�VKD\ ĺ UDGLFH R FRVH LQFRJQLWHĺ [
Ɣ PDOĺ OD ULFFKH]]D� LO EHQH� LO WHVRURĺ [A�



TXL DEELDPR � WLSL GL FRVH FKH SRVVR FRPELQDUH LQ � PRGL GLYHUVL H TXLQGL OD
SRVVLELOLWj GL DYHUH WUH WLSL GL HTXD]LRQL GL �� JUDGR H � WLSL GL �� JUDGR�
,Q TXHVWH PDQFD XQR GHL WUH WLSL GL QXPHUL
��ĺ ^ ĺ PDQFD PDOԼՓ ࡙ Խ

^ ĺ PDQFD MLGUԼՓɋ ࡙ ԽՓ

^ ĺ PDQFD GLUKDPԼՓɋ ࡙ Խ

��ĺ ^ TXL�DEELDPR�HT�GL����FRPSOHWH�FRPSDLRQR WXWWL�WUH�WLSL���L�QXPHUL�QHJDWLYL�QRQ�FLԼՓɋ ࡒ ԽՓ ࡙ Ծ
VRQR�

^ԼՓɋ ࡙ ԽՓ ࡒ Ծ

^ԼՓɋ ࡒ Ծ ࡙ ԽՓ

,O OLEUR GL $O .KZDUL]PL LQL]LD FRQ OD FODVVLILFD]LRQH GL HTXD]LRQL GL VHFRQGR
JUDGR H SHU RJQXQR GL TXHVWL SUHVHQWD XQ PHWRGR ULVROXWLYR� $EELDPR OD WHRULD
GHOOH HTXD]LRQL� LQ SDUWLFRODUH L SUREOHPL FKH YHQJRQR WUDWWDWL YHQJRQR IDWWL
DUULYDUH D XQR GL TXHVWL WUH WLSL� )DWWL 3DUWLFRODUPHQWH LPSRUWDQWL�

�� /D WUDGL]LRQH GHL SUREOHPL YLHQH PHVVD VRWWR VRSUD� /D FRVD
WUDGL]LRQDOH q GDUH XQD VROX]LRQH UHODWLYD DO SUREOHPD DQDOL]]DWR�
4XL LQYHFH DEELDPR O
HTXD]LRQH FKH YLHQH SULPD GHO SUREOHPD
VWHVVR H O
DSSURFFLR q GL FHUFDUH GL ULFRQGXUUH LO SUREOHPD D XQR GL
TXHVWL WLSL GL HTXD]LRQL DQDOL]]DWR

�� $O NKZDUL]PL GLFH FKH FL VRQR � WLSL GL QXPHUL� /
LGHD GHO QXPHUR q
TXDOFRVD FRQ FXL VL RSHUD� QRQ VL XVD SL� SHU FRQWDUH WHQGH DG
DVVXPHUH XQD FHUWD JHQHUDOLWj�

�� 4XHOOR FKH VXFFHGH QHL VXFFHVVRUL GL $O� NKZDUL]PL q FKH DEELDPR
OD FRPSDUVD GHL QXPHUL LUUD]LRQDOL

4XHOOR FKH QHOOD PDWHPDWLFD JUHFD UDGLFH GXH HUD TXDOFRVD GL
LQFRPPHQVXUDELOH� TXL LQYHFH UDGLFH GL GXH GLYHQWD XQ QXPHUR YHUR H SURSULR
LQ TXDQWR DOWULPHQWL O
HTXD]LRQH GL VHFRQGR JUDGR QRQ OD ULVROYHUHVWL�
&RQ O
DOJHEUD FRVH FKH SULPD QRQ DYHYDQR OR VWDWXWR GL QXPHUR OR DFTXLVWDQR
LPPHGLDWDPHQWH� SRL DQFKH L QXPHUL QHJDWLYL�

5LDVVXPHQGR�
�� 0RGLILFD GHO FRQFHWWR GL QXPHUR� HVLVWHQ]D GHOOH UDGLFL FRPH QXPHUR
�� 5DGLFH GL GXH q XQ QXPHUR VRUGR �LQHVSULPLELOH R VHQ]D SDUROD H FKL

q PXWR q DQFKH VRUGR�
�� 2JQXQD GL TXHVWH HTXD]LRQH KD XQD VXD UHJROD GL ULVROX]LRQH



3HU ULVROYHUH XQ
HTXD]LRQH GL VHFRQGR JUDGR $O�NKZDUL]PL XVD OD JHRPHWULD H
FRPSOHWD XQ TXDGUDWR JHRPHWULFR �QRQ OR VL SRWHYD IDUH FRO FRPSOHWDPHQWR
GHO TXDGUDWR FKH FRQRVFLDPR QRL RJJL � TXHVWR SRUWD D XQD GLDOHWWLFD WUD
O
DOJHEUD QDVFHQWH H OD JHRPHWULD FKH FRQWLQXD ILQR D )UDQFRLV 9LqWH �ILQH GHO

�����
&RQ O
DSSURFFLR FKH $O�NKZDUL]PL LQDXJXUD FDPELD OD SURSULHWj GL VSHFLILFL
RJJHWWL PDWHPDWLFL�
4XHVWL QXRYL QXPHUL FKH LQWURGXFH $O�NKZDUL]PL FKH VWDWXV KDQQR" &RVD
VRQR" 1HOO PDWHPDWLFD VL VWD LQWURGXFHQGR TXDOFRVD GL SL� DVWUDWWR�
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&RPH JLj WUDWWDWR QHOOD YROWD SUHFHGHQWH FRQ OD ILQH GHO PRQGR DQWLFR LO PRQGR
VL VSH]]D LQ YDULH SDUWL H YLHQH LQWHUURWWD TXHOOD FRQWLQXLWj QHO FDPSR GHOOD
FXOWXUD H GHOOD YLWD SL� LQ JHQHUDOH� FKH KD FDUDWWHUL]]DWR PROWL VHFROL� *OL DUDEL
VDUDQQR L SURWDJRQLVWL GL TXHVWR SHULRGR� HG q SURSULR JUD]LH DO ODYRUR VYROWR D
%DJGDG FKH VL GLIIRQGH OD ILORVRILD H OD VFLHQ]D QHO PRQGR RFFLGHQWDOH� *OL
DUDEL VYROJRQR XQ
LPSRUWDQWH RSHUD GL WUDVPLVVLRQH GHOOD ILORVRILD H GHOOD
VFLHQ]D GHL SRSROL FKH FRQTXLVWDQR� H FKH GLIIRQGRQR GD TXHVWH FLYLOWj
DOO
RFFLGHQWH ODWLQR� 2FFLGHQWH ODWLQR ULGRWWR D SRFKL WHUULWRUL� LQ TXHVWR QXRYR
PRQGR JOL DUDEL VYROJHUDQQR TXHVWD IXQ]LRQH� 4XHVWR PRYLPHQWR GL
WUDVPLVVLRQH LQL]LD QHO ,; VHFROR FRQ OD IRQGD]LRQH D %DJGDG GHOOD FDVD GHOOD
VDSLHQ]D� $OWUR DVSHWWR FROOHJDWR FRQ TXHVWR PD FRPSOHWDPHQWH QXRYR q
O
RSHUD GL $O�.KDZDUL]PL� (JOL q XQ DVWURQRPR FKH YLYH DOOD FRUWH GL
$O�PDPXQ� LO TXDOH ROWUH DL WHVWL DVWURQRPLFL VFULYH GXH OLEUHWWL�

�� $OJRULVPL GH QXPHUR LQGRUXP� LQ FXL q LOOXVWUDWR LO VLVWHPD GL
QXPHUD]LRQH SRVL]LRQDOH H JOL DOJRULWPL FRQ FXL VL SRVVRQR IDUH L
FDOFROL SHUYHQXWR D QRL VROR SHU WUDGX]LRQH ODWLQD

�� /LEUR GHOO
 $O�MDEU H $O�0XTDEDOD

,O VLVWHPD SRVL]LRQDOH LQ FKH PRGR FRQWULEXLVFH DO FDPELDPHQWR GHO
FRQFHWWR GL QXPHUR"

*UD]LH DO VLVWHPD SRVL]LRQDOH YLHQH LQWURGRWWR OR ]HUR FRPH VHJQDSRVWR� PD
DSSOLFDWR DJOL DOJRULWPL DFTXLVLVFH XQ YDORUH QXPHULFR� GD TXL VL KD OR
VOLWWDPHQWR GHO FRQFHWWR GL QXPHUR GD QXPHUR SHU FRQWDUH D QXPHUR SHU
RSHUDUH� *OL DOJRULWPL SHUPHWWRQR GL DXWRPDWL]]DUH LO FDOFROR TXLQGL UHQGRQR
SRVVLELOH LO FDOFROR DQFKH D JHQWH PHQR HVSHUWD� 4XLQGL VL KD XQD
GHPRFUDWL]]D]LRQH GHO QXPHUR �LQ XQ TXDOFKH VHQVR�� ,O WHVWR GL $OJHEUD
LQYHFH FL q SHUYHQXWR LQ DUDER� FRQ OD SULPD HGL]LRQH FULWLFD QHO ���� IDWWD GD



XQ DUDELVWD HJL]LDQR� 5RVKGL 5DVKHG� (JOL YD LO PHULWR GL DYHU IDWWR PROWLVVLPH
HGL]LRQL GL WHVWL DUDEL GHOOD PDWHPDWLFD� D OXL GREELDPR DQFKH OD VFRSHUWD GL
WUH OLEUL GL 'LRIDQWR SHUGXWL LQ JUHFR� KD IDWWR OD YHUVLRQH DUDED GHOOH FRQLFKH
GL $SROORQLR� KD IDWWR LQ XQD VHULH GL YROXPL LQWLWRODWL �0DWHPDWLFKH
,QILQLWHVLPDOL� XQD UDFFROWD GL WHVWL DUDEL GL LVSLUD]LRQH DUFKLPHGHD� TXHVWR
ODYRUR q FRORVVDOH� DO GL Oj GHOOH VXH LQWHUSUHWD]LRQL GLVFXWLELOL� 3HQVD FKH OD
PDWHPDWLFD RFFLGHQWDOH GHULYL GLUHWWDPHQWH GD TXHOOD DUDED� $FFDQWR D TXHVWR
WLSR GL LQWHUSUHWD]LRQH 5DVKHG IRUQLVFH XQD WUDGX]LRQH LQ DUDER H SRL DQFKH LQ
IUDQFHVH� /
DOJHEUD GL $O�NKZDUL]PL KD XQD SDUWLFRODUH ULOHYDQ]D QRQ WDQWR SHU
FRVD HVVD VL DSSOLFD �VL DSSOLFD D SUREOHPL EHQ QRWL� PD SHU XQ
FDSRYROJLPHQWR GHO SXQWR GL YLVWD� (JOL SDUWH GDO GLUH FKH FL VRQR � WLSL GL
HTXD]LRQL� SHUFKp FL VRQR WUH WLSL GL QXPHUR� LO QXPHUR SXUR� OD UDGLFH R
LQFRJQLWD H LO PDO �MLGU DO TXDGUDWR�� FKH OXL FKLDPD ULVSHWWLYDPHQWH
GLUKDP� MLGU�VKD\ �UDGLFH R FRVD LQFRJQLWD� H LO PDO� WUDGRWWL SRL LQ ODWLQR
FRPH� QXPHUXV� UDGLV H FRPH FHQVR ULVSHWWLYDPHQWH�

3HUFKp VHL WLSL GL HTXD]LRQH" 3HUFKp DEELDPR WUH WLSL GL QXPHUL H GD TXHVWL
PHGLDQWH XQ UDJLRQDPHQWR FRPELQDWRULR� 2WWHQLDPR � HTXD]LRQL
,O UHVWR GHO OLEUR q GHGLFDWR DOOD UDFFROWD GHL SUREOHPL FKH YHQJRQR ULVROWL
ULFRQGXFHQGROL D XQD GHL WLSL GL HTXD]LRQL� GD TXL XQ QXRYR RJJHWWR HQWUD QHOOH
SUDWLFKH PDWHPDWLFKH RYYHUR O
HTXD]LRQH� XQ
LPSRUWDQWH VXR VXFFHVVRUH $EX
.DPLO SURGXUUj XQD YHUD H SURSULD WHRULD GHOOH HTXD]LRQL ILQR D FKH QHO ;,,
VHFROR 2PDU .KD\\DP VWXGLHUj DQFKH HTXD]LRQL GL WHU]R JUDGR� $OWUR DVSHWWR
GD VRWWROLQHDUH q LO IDWWR FKH TXHVWH UHJROH GL VROX]LRQH GHOO
HTXD]LRQH� IDQQR
VL FKH LO FRQFHWWR GL QXPHUR VL DPSOLL FRPH QXPHUR SHU RSHUDUH� LQIDWWL
YHQJRQR LQWURGRWWR DQFKH L QXPHUL LUUD]LRQDOL� ( TXHVWR SURGXUUj WXWWD XQD
FRUUHQWH GL ULFHUFD FKH FRQGXUUj DOOD DOJHEUL]]D]LRQH GHO ; OLEUR GL (XFOLGH� R
XQD ULOHWWXUD DOJHEULFD GHOO
 $ULWPHWLFD GL 'LRIDQWR�
$OWUR DVSHWWR LPSRUWDQWH FRPH JLj DFFHQQDWR SULPD q FKH TXHVWH UHJROH IDQQR
Vu FKH�

�� LO FRQFHWWR GL QXPHUR VL JHQHUDOL]]D�,O QXPHUR GLYHQWD QXPHUR SHU
RSHUDUH�'D TXHVWR SXQWR GL YLVWD $EX .DPLO VWXGLHUj DQFKH HTXD]LRQL LQ
FXL LO FRHIILFLHQWH q LUUD]LRQDOH�

�� (QWUDQR QHOO
 DULWPHWLFD�DOJHEUD L QXPHUL LUUD]LRQDOL�
�� 6L ULVWXGLHUj LO ; OLEUR GL (XFOLGH�
�� 6L DYUj XQD ULOHWWXUD DOJHEULFD GHOO
 DULWPHWLFD GL 'LRIDQWR�
�� 2PDU .KD\\DP ULVROYHUj WXWWL L WLSL GL HTXD]LRQL GL VHFRQGR JUDGR

LQWHUVHFDQGR FXUYH JHRPHWULFKH RSSRUWXQH�
�� ,QWURGX]LRQH GHOO¶HTXD]LRQH
�� 6L DSUH XQ QXRYR ILORQH GL ULFHUFD



$OWUD FRVD GHOOD YROWD VFRUVD� QHO WHVWR GL $O�.KZDUL]PL VL SUHVHQWDQR L VHL WLSL
GL HTXD]LRQH FRQ OH ORUR UHJROH� VHQ]D PRGR GL SRWHU GLPRVWUDUH TXHVWH
UHJROH� 'REELDPR DVSHWWDUH 9LHWH SHU JLXVWLILFDUH OH RSHUD]LRQL DOJHEULFKH
DOO
LQWHUQR GHOO
DOJHEUD VWHVVD� 4XLQGL SHU JLXVWLILFDUH WDOL UHJROH ELVRJQD
ULFRUUHUH DO OLQJXDJJLR GHOOD JHRPHWULD� ,QROWUH VL XVDQR VHPSUH HTXD]LRQL
VSHFLILFKH FRQ QXPHUL� GRSRGLFKq VL IDQQR RSHUD]LRQL FKH VL DSSRJJLDQR D
WHRUHPL GL JHRPHWULD FKH HVVHQ]LDOPHQWH VHUYRQR SHU FRPSOHWDUH XQ
TXDGUDWR� 4XLQGL O
DOJHEUD FKH VWD QDVFHQGR q XQ
DOJHEUD FKH q DQFRUD
VXERUGLQDWD DOOD YHUD GLVFLSOLQD PDWHPDWLFD FKH UHVWD OD JHRPHWULD R
O
DULWPHWLFD GHL OLEUL GL (XFOLGH� 4XHVWR SRUWD XQ VHPH GL QRYLWj PROWR
LPSRUWDQWH SHUFKp TXHVWD QXRYD YLVLRQH DOJHEULFD KD GHOOH LPPHGLDWH ULFDGXWH
QHOOD YLWD TXRWLGLDQD� OH HTXD]LRQL VRQR PROWR XWLOL SHU SUREOHPL SUDWLFL�

2SHUD GL WUDVPLVVLRQH GHJOL DUDEL YHUVR O¶RFFLGHQWH ODWLQR
1HO ���� XQR VWRULFR DPHULFDQR &KDUOHV +RPHU +DVNLQV SXEEOLFz XQ OLEUR
LQWLWRODWR �,O 5LQDVFLPHQWR GHO ;,, VHFROR�� ,O WHUPLQH 5LQDVFLPHQWR YLHQH
FRQLDWR QRQ PROWR WHPSR SULPD GD %XUFNKDUGW QHO OLEUR �/D &LYLOWj GHO
5LQDVFLPHQWR LQ ,WDOLD�FKH IDFHYD LQL]LDUH LO ULQDVFLPHQWR FRQ )HGHULFR ,, �;,,
VHFROR�� /D YLVLRQH GL +DVNLQV q FRQFHQWUDWD VXOO
(XURSD� HJOL YHGH QHOO
(XURSD
ODWLQD TXHVWD ULQDVFLWD QHL FDPSL SL� YDVWL� GDOOH FURFLDWH� ULVFRVVD
GHOO
RFFLGHQWH QHL FRQIURQWL GHOO
LVODP� DOOD IRQGD]LRQH GHOOH SULPH XQLYHUVLWj�
GDOOD UHOLJLRQH DOOD QDVFLWD GHOOD OHWWHUDWXUD YROJDUH H FRVu YLD� ,O SXQWR GL YLVWD
GL +DVNLQV q GD SUHQGHUH LQ FRQVLGHUD]LRQH� LO ULQDVFLPHQWR GHOOD
PDWHPDWLFD LQL]LD QHO ;,, VHFROR SHU FRQFOXGHUVL QHO ;9,�
$ SDUWLUH GDO ;,, VHFROR� DYYLHQH XQR VYLOXSSR GHOOD PDWHPDWLFD LQ RFFLGHQWH
FKH q EDVDWR VX � DVSHWWL�

�� UHFXSHUR GHO FRUSXV GHOOD PDWHPDWLFD JUHFD
�� $SSURSULD]LRQH GHOOD PDWHPDWLFD DUDED�

$ SDUWLUH GD TXHVWL GXH DVSHWWL H GDO ORUR LQWUHFFLR VL SURGXUUj QHO ;,, VHFROR� OD
QDVFLWD GHOOD PDWHPDWLFD PRGHUQD�4XHVWD KD XQ SDGUH H XQD PDGUH�
PDWHPDWLFD GL WUDGL]LRQH DUDED H PDWHPDWLFD JUHFD� $QFKH VH TXHVWD QRQ q
XQD WHVL XQDQLPHPHQWH FRQGLYLVD�
3HUFKp LO ;,, VHFROR"
1HO ;,, VHFROR VL VYLOXSSD LQ 6LFLOLD QRUPDQQD H QHOO
DUHD ,EHULFR�3URYHQ]DOH
�SHQLVROD LEHULFD� 6SDJQD� &DWDORJQD� 3URYHQ]D� XQ DFFHQWXDWR IHQRPHQR GL
UHFXSHUR GL WHVWL� , QRUPDQQL DYHYD FRQTXLVWDWR OD VLFLOLD FKH HUD VWDWD
FRQTXLVWDWD GDL URPDQL� OD TXDOH GLYHQWD XQ FURJLROR GL FLYLOWj� ,Q TXHVWR
FRQWHVWR YHQJRQR WUDGRWWH YDULH RSHUH VLD GDOO
DUDER FKH GDO JUHFR� 9LHQH
WUDGRWWR GDO JUHFR JOL (OHPHQWL GL (XFOLGH� YLHQH DQFKH IDWWD OD WUDGX]LRQH



GHOO
$OPDJHVWR GL 7RORPHR� YHQJRQR WUDGRWWL DQFKH WHVWL DUDEL� 6L KDQQR
DQFKH WUDWWDWL VX FRQLFKH LSHUEROH� DQFKH VH LO YHUR SROR GL LUUDGLDPHQWR GHOOD
FXOWXUD VFLHQWLILFD q LO PRQGR ,EHULFR�3URYHQ]DOH� 1HO FRUVR GHO ;,, VHFROR VL
KDQQR DOFXQL WUDGXWWRUL LPSRUWDQWL FKH VRQR�

�� 3ODWRQH GD 7LYROL
�� (UPDQQR GL &DULQ]LD
�� $GHODUGR GL %DWK �YHGL WUDGL]LRQH (XFOLGH� JOL (OHPHQWL� FKH VDUj

DOOD EDVH GHOOD WUDGX]LRQH IDWWD GD &DPSDQR 'D 1RYDUD�
�� *LRYDQQL GD 6LYLJOLD
�� 5REHUWR GL &KHVWHU� HJOL WUDGXFH O
$OJHEUD GL $O�.KDZDUL]PL H IRUVH

WUDGXFH DQFKH LO WHVWR $OJRULVPL GH QXPHUL LQGRUXP

,O SHUVRQDJJLR GL VSLFFR GHOOH WUDGX]LRQL FKH YHQJRQR HIIHWWXDWH LQ DPELWR
LEHULFR q *HUDUGR GD &UHPRQD FRQ OD VFXROD GHOOH WUDGX]LRQL GL 7ROHGR�
PXRUH QHO �����
6LWXD]LRQH GHOOD 6SDJQD LQ TXHOO
HSRFD
6XFFHGH FKH QHO ;� ;,� ;,, VHFROR TXHVWL SLFFROL VWDWHUHOOL VSDJQROL VL UDIIRU]DQR
VHPSUH GL SL� H LQL]LDQR XQD SROLWLFD GL ULFRQTXLVWD FKH� QHO FRUVR GHO ;,,
VHFROR� O
XOWLPR UHJQR PXVXOPDQR YHUUj VFRQILWWR GD ,VDEHOOD GL &DVWLJOLD H
$OIRQVR G
$UDJRQD FKH VSRVDQGRVL GDUDQQR RULJLQH DO UHJQR GL 6SDJQD�
7ROHGR YLHQH ULFRQTXLVWDWD TXLQGL� H DWWRUQR DOOD FDWWHGUDOH GL 7ROHGR VL DSUH
XQD VFXROD FKH SURGXUUj XQD VHULH GL WUDGX]LRQL �*LRYDQQL GL 6LYLJOLD q OHJDWR
D TXHVWD VFXROD� LQ SDUWLFRODUH *HUDUGR GD &UHPRQD WUDGXUUj DOPHQR ��
RSHUH GDOO
DUDER� $EELDPR XQD VXD YLWD UHGDWWD GDL VRFL� FROOHJKL� 4XHVWL FL
UDFFRQWDQR FKH HJOL QRQ ULXVFLYD D WURYDUH VFXROH FRQ XQ FHUWR VSHVVRUH
FXOWXUDOH SHU FRPSUHQGHUH OH ILORVRILH H OH VFLHQ]H� TXLQGL DWWLUDWR GDOOH QRWL]LH
FKH YHQJRQR GDOOD 6SDJQD VL UHFD D 7ROHGR VSLQWR DQFKH GD FRQRVFHUH
O
DOPDJHVWR GL 7ROHGR� 8QD YROWD JLXQWR LQ 6SDJQD HJOL WUDGXUUj QXPHURVH
RSHUH� GL GRWWULQD ILVLFD� H GL PROWLVVLPL DOWUL FDPSL� WUD FXL ILORVRILD� PHGLFLQD�
RWWLFD�
2SHUH GL 0DWHPDWLFD FKH WUDGXFH�

�� $OPDJHVWR GL 7RORPHR
�� 0LVXUD GHO FHUFKLR GL $UFKLPHGH
�� 9HUED ILJOLRUXP R OLEHU WULXPSKDWXP� FKH q XQD FRPSLOD]LRQH VFULWWD

GD WUH IUDWHOOL FKH VFULYRQR WHVWL GL JHRPHWULD GL PLVXUD FKH ULPDQGDQR D
VIHUD H FLOLQGUR IRUPXOD GL (URQH� /D OHWWXUD GL TXHVWL WUH IUDWHOOL IDWWD VX
$UFKLPHGH VDUj SRL TXHOOD XVDWD ILQR DOOD ULVFRSHUWD GL $UFKLPHGH
VWHVVR�

�� 7UDGX]LRQH GHJOL (OHPHQWL GL (XFOLGH
�� $OJHEUD GL $O�NKZDUL]PL



8Q HOHPHQWR LPSRUWDQWH GL TXHVWR SHULRGR q OD FXOWXUD FKH VL GLIIRQGH QHOOH

XQLYHUVLWj� ,Q TXHVWH O
DWWHQ]LRQH q FRQFHQWUDWD QHO GLULWWR� QHOOD WHRORJLD H QHOOD
PHGLFLQD� /D PHGLFLQD FRQWLHQH LQROWUH OD ILORVRILD� 1HOOH XQLYHUVLWj OD
PDWHPDWLFD QRQ YLHQH PDL DSSURIRQGLWD� OD FRQRVFHQ]D PDWHPDWLFD q
SUHWWDPHQWH OHJDWD DOO
RURVFRSR� *OL DVSHWWL DOJRULWPLFL H OD QRWD]LRQH
SRVL]LRQDOH LQL]LDQR D GLIIRQGHUVL LQ RFFLGHQWH JLj DOOD ILQH GHO ; VHFROR H LQL]L
GHO ;,� 6L GLIIRQGRQR DQFKH VLVWHPL GL FDOFROR FRQ VDVVROLQL� FDPEL GL PRQHWH
HFF�� ( TXHVWR q DWWULEXLELOH VL SHQVD D *LRYDQQL GD 6LYLJOLD QHO �OLEHU
0DKDPHOHW� GL FXL q VWDWD IDWWD UHFHQWHPHQWH XQD HGL]LRQH GD -DFTXHV
6HVLDQR FKH q XQ WUDWWDWR DEEDVWDQ]D FDRWLFR� SUREDELOPHQWH SURYHQLHQWH GD
IRQWL DUDEH� ,Q FXL YHQJRQR JLj XWLOL]]DWH WHFQLFKH QXRYH� QXRYH SHU PRGR GL
GLUH GDWR FKH TXHVWH WHFQLFKH� R DOFXQH GL TXHVWH OH WURYLDPR DQFKH LQ
$O�.KDZDUL]PL FKH q GHO ,;� TXLQGL OD GLIIXVLRQH LQ RFFLGHQWH ODWLQR GHOOD
PDWHPDWLFD DUDED DUULYD LQ ULWDUGR� 1HO FRUVR GHO ;,, VHFROR FL VRQR YDUL
VHJQDOL FKH QHOO
DUHD LEHULFR SURYHQ]DOH H SRL DQFKH QHOOD 6LFLOLD QRUPDQQD
TXHVWH WHFQLFKH DYHVVHUR FRQRVFLXWR XQD GLIIXVLRQH� DQFKH VH QRQ
DSSURIRQGLWD�
,Q ,WDOLD LO JUDQGH GLIIXVRUH GL TXHVWH WHFQLFKH H GL TXHVWH QRYLWj PDWHPDWLFKH
VDUj /HRQDUGR 3LVDQR GHWWR )LERQDFFL FKH FRPSLOHUj D SURSRVLWR GL TXHVWR
XQD JUDQGH RSHUD LO �/LEHU $EDFL� �WUDG� OLEUR GHO FDOFROR� FKH VDUj OD EDVH
GHOOR VYLOXSSR GHOOD PDWHPDWLFD LQ RFFLGHQWH H SULQFLSDOPHQWH LQ ,WDOLD FHQWUR
VHWWHQWULRQDOH�

/(=,21( ��ĺ ����������

&RPH VFULWWR GD &KDUOHV +RPHU +DVNLQV LQ (XURSD DEELDPR XQD ULQDVFLWD
FKH FRLQYROJH YDVWL FDPSL WUD FXL TXHOOR UHOLJLRVR� HFRQRPLFR VRFLDOH H PROWR
DOWUR� ,Q TXHVWR SHULRGR DOFXQL IDWWRUL PROWR LPSRUWDQWL VRQR OD FUHD]LRQH GHOOH
XQLYHUVLWj H WDOH ULQDVFLPHQWR SRUWD FRQ Vp DWWUDYHUVR OD PHGLD]LRQH DUDED
WXWWD XQD VHULH GL WHVWL VFLHQWLILFL� 6L GLIIRQGRQR L GXH WUDWWDWL GL $O�.KZDUL]PL�
4XHOOR GL DOJHEUD H TXHOOR VXOOD QRWD]LRQH SRVL]LRQDOH ROWUH D TXHVWR OD
WUDGL]LRQH DUDER�ODWLQD ID WRUQDUH QHOO
RFFLGHQWH ODWLQR WXWWR XQ FRUSXV GL
PDWHPDWLFD JUHFD�
,O ULQDVFLPHQWR VFLHQWLILFR LQL]LD QHO ;,, VHFROR� 0D F
q XQ
DOWUD FRUUHQWH GL
SHQVLHUR FRQ D FDSR 3LHUUH 'XKHP �HUD XQ ILVLFR� SULPD PHWj GHO ����� LO
TXDOH VWXGLDQGR PDQRVFULWWL GHOOD ELEOLRWHFD QD]LRQDOH GL 3DULJL GHO ;,9 VHFROR�
SHQVD FKH OD VFLHQ]D PRGHUQD LQ SDUWLFRODUH TXHOOD JDOLOHLDQD DEELD RULJLQH
VFRODVWLFD� (JOL FRQGXVVH VWXGL VX /HRQDUGR GD 9LQFL� /XL YHGH OH UDGLFL GHOOD
QDVFLWD GHOOD VFLHQ]D PRGHUQD H LQ SDUWLFRODUH GHOOD ILVLFD JDOLOHLDQD QHL
FRVLGGHWWL &DOFXODWRUHV GL 2[IRUG�



8QR GL TXHVWL IDPRVL FDOFXODWRUHV IX 1LFROD 2UHVPH �;,9 VHFROR��

/D ORUR DWWLYLWj
/
LGHD GL IRQGR GHOOD ORUR DWWLYLWj q TXHOOD GL ULVROYHUH SUREOHPL ULVSHWWR DOOD
ILVLFD DULVWRWHOLFD XWLOL]]DQGR WHFQLFKH PDWHPDWLFKH FKH VL ULFRQGXFRQR DOOD
WHRULD GHOOH SURSRU]LRQL GL (XFOLGH� &RQWLQXDWRUH GL 2UHVPH q DG HVHPSLR
0DUVKDOO &ODJHWW �PRUWR DOO
LQL]LR GHJOL DQQL ����� HJOL KD SXEEOLFDWR�

�� µ¶$UFKLPHGH LQ WKH PLGGOH DJHV¶¶ � RSHUD FRPSRVWD GL � YROXPL
ULYROWD D YROHU IDU YHGHUH FRPH OR VWHVVR $UFKLPHGH FRQRVFLXWR QHO
PHGLRHYR HUD TXHOOR FKH DYHYD HIIHWWLYDPHQWH LQIOXHQ]DWR O
RULJLQH
GHOOD VFLHQ]D PRGHUQD

�� 8QR VWXGLR GHOOD PHFFDQLFD QHO PHGLRHYR
�� $OWUL OLEUL PLQRUL

2OWUH DOOD FRUUHQWH GL SHQVLHUR FKH YHGH HVVHQ]LDOH O
XPDQHVLPR� DEELDPR
TXHVWD FKH YHGH O
XPDQHVLPR FRPH XQD SDUHQWHVL� 6HFRQGR TXHVWD OLQHD GL
SHQVLHUR LO ULQDVFLPHQWR VDUHEEH XQD SDUHQWHVL WUD LO ���� H LO ���� SHU OD
FRPSRQHQWH VFLHQWLILFD� /D FRUUHQWH JUHFR�XPDQLVWLFD SHU FXL OD PDWHPDWLFD
PRGHUQD VLD GLUHWWD FRQVHJXHQ]D GHOOD PDWHPDWLFD JUHFD KD SUHVR PROWR
SLHGH� 4XHVWD PDWHPDWLFD PRGHUQD KD XQ OXQJR SHULRGR GL LQFXED]LRQH� H KD
XQD PDGUH H XQ SDGUH� ,O SDGUH VDUj O
DOJHEUD FRQ IRUWH LQIOXHQ]D DUDED�
0HQWUH OD PDGUH DUULYHUj D PDWXUD]LRQH VROWDQWR QHOO
XPDQHVLPR� 4XHVWD
PLQRULWj GHOOD PDGUH q VSLHJDWR GDO IDWWR FKH TXHVWL FDPSL KDQQR VFDUVD
DSSOLFD]LRQH SHU OD PDWHPDWLFD� FLRq GLULWWR� WHRORJLD� ILORVRILD HFF�� $QFKH QHL
FDOFXODWRUHV QRQ VL VYLOXSSD OD PDWHPDWLFD� VL SUHQGH VROR TXHO SRFR FKH
VHUYH SHU DSSOLFDUOD D GHWHUPLQDWL FRQWHVWL�
/D VRFLHWj GHO ;,, VHFROR YXROH XQD PDWHPDWLFD SURQWD DOO
XVR H FKH VHUYD D
TXHOOD FKH q OD JUDQGH HVSDQVLRQH GHOO
RFFLGHQWH �ILQH FURFLDWH HFF���� 8Q DOWUR
HOHPHQWR LPSRUWDQWH q FKH OD PDWHPDWLFD WHRULFD VL VYLOXSSD EHQH GRYH
HVLVWRQR GHL FHQWUL GL SRWHUH FKH VRVWHQJRQR OD FXOWXUD H OD WUDGL]LRQH
PDWHPDWLFD � VFXROH LQ VHQVR DPSLR D SURSRVLWR GL TXHVWL FHQWUL� 1HOO
DQWLFKLWj
DEELDPR $WHQH� $OHVVDQGULD QHO PRQGR DUDER DEELDPR %DJGDG� SDUODQGR GL
$UFKLPHGH DEELDPR OD FRUWH GL 9LWHUER FRQ &DPSDQR H 9LWHOR� *XJOLHOPR GL
0RHUEHNH� /D ULDSSURSULD]LRQH GHOOD PDWHPDWLFD TXLQGL SXz DYYHQLUH VROR RYH
FL VRQR FHQWUL FKH OR SHUPHWWRQR�

4XLQGL ULDVVXPHQGR DEELDPR TXHVWL GXH ILORQL�
�� )LORQH DUDER
�� )LORQH JUHFR



6DUj GDOO
LQWUHFFLR WUD TXHVWH GXH SUDWLFKH PDWHPDWLFKH FKH DOOD ILQH GHO ���
QDVFHUj TXDOFRVD GL QXRYR�
/D VRFLHWj GHO ;,, H ;,,, VHFROR q XQD VRFLHWj FKH KD IDPH GL PDWHPDWLFD� JLj
QHO FRUVR GHO ;,, VHFROR VL LQL]LDQR D GLIIRQGHUVL LO VLVWHPD LQGLDQR� O
DOJHEUD D
IDUQH WHVWLPRQLDQ]D q LO /LEHU 0DKDPHOHW GL *LRYDQQL GD 6LYLJOLD� ,Q
SDUWLFRODUH D FRQWULEXLUH DOOD GLIIXVLRQH GL TXHVWD PDWHPDWLFD q /HRQDUGR
3LVDQR GHWWR )LERQDFFL�

/HRQDUGR 3LVDQR
1RQ VDSSLDPR QLHQWH R TXDVL� GL TXHVWD ILJXUD� ,O SDGUH VL FKLDPD *XJOLHOPR�
HUD XQ IXQ]LRQDULR LPSRUWDQWH GHOOD UHSXEEOLFD SLVDQD� 6DSSLDPR FKH LO SDGUH
TXDQGR )LERQDFFL HUD EDPELQR� HUD XQ IXQ]LRQDULR LQ $OJHULD H LVFULVVH LO ILJOLR
D OH]LRQL GL PDWHPDWLFD� )LERQDFFL IX PROWR VRGGLVIDWWR H OR VFULVVH QHO VXR
/LEHU $EDFL� 4XHVWR FRQREEH XQD SULPD SXEEOLFD]LRQH QHO ���� H SRL XQD
VHFRQGD YHUVLRQH� OR GLFH /HRQDUGR VWHVVR� GHGLFDWD D XQ PHPEUR GHOOD FRUWH
GL )HGHULFR ,,� 0LFKHOH 6FLRWR GHO ����� (QULFR *LXVWL VWXGLDQGR LO
PDQRVFULWWR QRWD FKH OD GDWD ���� FRPSDUH VROR LQ XQ PDQRVFULWWR� QHJOL DOWUL
FRPSDUH VROR ��� FKH SXz YROHU GLUH TXDOVLDVL FRVD� TXLQGL QRQ VL q VLFXUL GHOOD
YHULGLFLWj GL TXHVWD GDWD� /
HGL]LRQH FULWLFD GL *LXVWL q FRPSRVWD GD ��� SDJLQH�
/D SULPD HGL]LRQH D VWDPSD IDWWD QHO ���� GD %DOGDVVDUUH %RQFRPSDJQL
FRQVLVWH LQ SL� GL ��� FRQ IRJOL PDJJLRUL GHL IRJOL $�� 4XHVWD RSHUD SXz HVVHUH
GLYLVD LQ � SDUWL�

�� 1XPHUD]LRQH LQGLDQD H DOJRULWPL� FKH FRPLQFLD FRQ OD PROWLSOLFD]LRQH
H OD GLYLVLRQH

�� 0DWHPDWLFD FRPPHUFLDOH RYYHUR WXWWL TXHL SUREOHPL FKH TXHVWD
JUDQGH HVSDQVLRQH GHO FRPPHUFLR SRVVLHGH� 4XHVWR FRPPHUFLR
ULFRSUH XQD YDVWD DUHD TXLQGL F
q OD QHFHVVLWj GL WHQHUH XQD
FRUULVSRQGHQ]D VFULWWD� , SUREOHPL GHOOD PDWHPDWLFD FRPPHUFLDOH
VRQR� FDPEL GL PRQHWH� FDPEL GL XQLWj GL PLVXUD� EDUDWWL«

�� 0DWHPDWLFD GLOHWWHYROH H FXULRVD� 6L WURYD DG HVHPSLR LO IDPRVR
SUREOHPD GHL FRQLJOL �GD FXL QDVFH OD VXFFHVVLRQH GL )LERQDFFL�

6L WURYD DQFKH LO SUREOHPD GHOOD VFDFFKLHUD GL FXL )LERQDFFL SURSRQH XQD
VROX]LRQH�

1HO OLEHU DEDFL VL ULWURYD WXWWD XQD WUDGL]LRQH GL SUREOHPL FKH ULVDOH DOOD QRWWH
GHL WHPSL GHOOD PDWHPDWLFD�
1HO FDSLWROR ;,, VL WURYD LO SUREOHPD GHJOL DOEHUL

GDWD [ K DOWH]]D GHOO¶ DOEHUR
Ɋ
ɍ Փ

Ɋ
Ɍ Փ ࡙ ɋɊ ࡓ ɐ

Ɋɋ Փ ࡙ ɋɊ ࡓ Փ ࡙ ɋɊ
ɐ Ɋɋ ࡙ Ɍɏ

&RQ FXL )LERQDFFL ULVROYH FRQ LO PHWRGR GHOOD IDOVD ULGX]LRQH�



�� /D GRSSLD IDOVD ULGX]LRQH FKH YLHQH LQWURGRWWD QHO ;,, FDSLWROR VX
SUREOHPL GLOHWWHYROL� DOJRULWPL SHU UDGLFL TXDGUDWH H FXELFKH H DOJHEUD�
*OL DOJRULWPL VRQR GL GHULYD]LRQH DUDED

&RVD KD D FKH IDUH DOJHEUD FRQ L PHUFDQWL"
3HUFKp SHUPHWWH GL DYHUH XQR VFKHPD JHQHUDOH VHPSOLILFDWR� PD DQFKH
O
DOJHEUD VWHVVD /HRQDUGR OD DSSOLFD DO SUREOHPD GHJOL LQWHUHVVL�

/(=,21( ��ĺ ����������

1RPH
)LERQDFFL D 3LVD HUD FRQRVFLXWR FRPH /HRQDUGR %LJROOR FKH LQ SLVDQR YXRO
GLUH /HRQDUGR LO *LUDPRQGR� FRPH WHVWLPRQLDWR GD WXWWL L PDQRVFULWWL GHO /LEHU
$EDFL� 0HQWUH )LERQDFFL GHULYD GD �ILJOLR GL %RQDFFLR��
'HO /LEHU $EDFL VDSSLDPR FKH /HRQDUGR QH VFULVVH XQD YHUVLRQH QHO ����
FKH IX SRL FRUUHWWD GRSR DYHU FRQRVFLXWR )HGHULFR ,, QHO ���� �"� LQ SDUWLFRODUH
OD FRUUH]LRQH DYYLHQH SHU OD ULFKLHVWD GD SDUWH GL 0LFKHOH 6FRWR �PROWR YLFLQR D
)HGHULFR ,,�� 1HOOD VWRULD FRVu FRPH VL q GLIIXVR LO IDWWR FKH /HRQDUGR VL
FKLDPDVVH )LERQDFFL� VL q GLIIXVR DQFKH LO IDWWR FKH OD VHFRQGD HGL]LRQH GHO
/LEHU $EDFL IRVVH FRPSRVWD QHO ����� ,Q HIIHWWL L WHVWLPRQL GHO WHVWR QRQ FL
GLFRQR TXHVWR� LO QXPHUR ���� SXz HVVHUH FROOHJDWD D XQD FDWDORJD]LRQH�
6XFFHGH FKH *LXVWL ODYRUDQGR DOO
HGL]LRQH FULWLFD GHO /LEHU $EDFL� VYROJH OD
UHFHQVLRQH GHL WHVWLPRQL GHL PDQRVFULWWL SRVVLELOL� 7UD TXHVWL F
q LO FRGLFH GHOOD
ELEOLRWHFD /DXUHQ]LDQD GL )LUHQ]H� FRPH q IDWWR"
4XHVWR FRGLFH FRPLQFLD GDO FDSLWROR ;,,� PDQFDQR L SULPL �� FKH WUDWWDQR GHOOD
PDWHPDWLFD PHUFDQWLOH H GHOOD QXPHUD]LRQH LQGLDQD� 'D TXHVWR FDSLWROR
FRPLQFLDQR FRVH SL� VHULH� QRQRVWDQWH VLD OLEUR GL PDWHPDWLFD FUHDWLYD�
(QWUDQR LQIDWWL FRVH GHO WLSR OD IDOVD ULGX]LRQH GL VHULH HFF« TXDVL FRPH
SUHSDUD]LRQH GHJOL XOWLPL FDSLWROL FKH VRQR SL� FRPSOLFDWL �YHGL YROWD VFRUVD��
*LXVWL VL q UHVR FRQWR FKH�

�� 4XHVWR FDSLWROR q GLYLVR LQ �� SDUWL� PHQWUH LO UHVWR GHOOD WUDGL]LRQH
FKH FRQWLHQH TXHVWH FDSLWROR q GLYLVR LQ � SDUWL

�� &L VRQR XQD VHULH GL DWWHJJLDPHQWL GHL FRSLVWL FKH QHO IDUH O
LQGLFH GHO
FDSLWROR ULSRUWDQR �� SDUWL

�� ,QROWUH FL VRQR HUURUL FKH PRVWUDQR FRPH VL VLD SDVVDWL D HUURUL
SUHVHQWL QHOOD YHUVLRQH GHO /DXUHQ]LDQR DOOD VXD FRUUH]LRQH QHOOH
YHUVLRQL VXFFHVVLYH� QRQ VL SXz SHQVDUH LO FRQWUDULR RYYHUR FKH LO
/DXUHQ]LDQR UDSSUHVHQWL XQD HYROX]LRQH GHOO
HGL]LRQH GHO �����



4XHVWR q LPSRUWDQWH SHUFKp OD ELRJUDILD GL )LERQDFFL q FRVWHOODWD GD
LQFHUWH]]H� $G HVHPSLR LO /LEHU 4XDGUDWRUXP q WUDVPHVVR GD XQ XQLFR
PDQRVFULWWR ODWLQR GDWDWR ���� FKH q GHGLFDWR D )HGHULFR ,,� SHFFDWR SHUz FKH
)LERQDFFL QRQ DEELD FRQRVFLXWR )HGHULFR ,, SULPD GHO ���� TXLQGL PROWH FRVH
ULPDQJRQR QHO YDJR�

$OWUH RSHUH GL /HRQDUGR�
�3UDFWLFD *HRPHWULH� GDWDWD ����� QRQ q PROWR VLFXUR QHSSXUH TXHVWD GDWD
SHUFKp D 3LVD VL GDWDYD LQ XQ PRGR LQYHFH D )LUHQ]H LQ XQ DOWUR� 4XHVWR WHVWR
q PROWR LPSRUWDQWH LQ TXDQWR /HRQDUGR ULSUHQGH WXWWD XQD VHULH GL WHPDWLFKH GL
JHRPHWULD FRQ ULQYLL D WHVWL� DG HVHPSLR SHU OD PLVXUD GHO FHUFKLR OXL FLWD
$UFKLPHGH� PHGLDQWH OD WUDGX]LRQH GL *HUDUGR GD &UHPRQD� 8Q DOWUR
VWXGLRVR LPSRUWDQWH KD GLPRVWUDWR FKH O
(XFOLGH FKH )LERQDFFL XWLOL]]D q
O
(XFOLGH QRUPDQQR FKH VL SHQVD FKH DEELD FRQRVFLXWR GXUDQWH L VXRL YLDJJL�
/D 3UDFWLFD *HRPHWULH LQVLHPH DO /LEHU $EDFL FL GDQQR O
LGHD FKH /HRQDUGR VLD
D FRQRVFHQ]D GHOOD PDWHPDWLFD DUDED H GHL WHVWL FODVVLFL�

&RPH JLj DFFHQQDWR LQ SUHFHGHQ]D LO /LEHU $EDFL q XQ OLEUR PRQXPHQWDOH
�YHGL HGL]LRQH GL *LXVWL�� GHGXFLDPR DQFKH FKH QRQ HUD XQ OLEUR GHVWLQDWR DL
PROWL PD VROR D XQD ULVWUHWWD FHUFKLD GL SHUVRQH D XQ DPELHQWH FROWR� $O WHPSR
VWHVVR q SUHVHQWH GHOOD PDWHPDWLFD PHUFDQWLOH PROWR SUDWLFD� /HRQDUGR VWHVVR
OR FLWD XQ SDLR GL YROWH QHO /LEHU $EDFL DYHYD FRPSRVWR XQ /LEHU GH 1XPHUR
'L 0LQRULV 6TXLVH� XQ OLEUR GL �FRQGHQVDWR� GL FXL QRQ DEELDPR QHVVXQD
WUDFFLD� 4XHVWR OLEUR SXz HVVHUH LQWHUSUHWDWR FRPH XQ OLEUR SUDWLFR PD FRQ XQ
IRQGDPHQWR WHRULFR� LQ FXL YHQJRQR PHVVH LQ OXFH OH UHJROH VSLFFH� XQD VRUWD
GL OLEUR SHU LQJHJQHUL�
6ROR YHUVR OD ILQH GHO ���� L SULPL �� FDSLWROL YHQJRQR WUDGRWWL LQ YROJDUH LQ XQ
OLEUR FKLDPDWR /LEHU GH /¶$EDFR ���� VFULWWR SHU O
DSSXQWR LQ YROJDUH XPEUR�
(¶ XQ PDQRVFULWWR OXVVXRVR� FLRq WXWWR PLQLDWR H VFULWWR EHQH� PDJDUL FRQ WDQWL
HUURUL� $PSLH VXH SDUWL VRQR WUDGRWWH GLUHWWDPHQWH GDO /LEHU $EDFL�
8QD HGL]LRQH FULWLFD GL TXHVWR OLEUR YLHQH IDWWD GD $QGUHD %RFFKL XQ
LWDOLDQLVWD� FKH KD GLPRVWUDWR SURSULR FKH DOFXQH SDUWL VRQR VWDWH WUDGRWWH GD
/LEHU $EDFL� OR YHGH SHUFKp VRQR VWDWL FRQVHUYDWL JOL HUURUL� 1HOO
,WDOLD GHO 
��� H

��� LO FHWR PHUFDQWLOH GLYHQWD SURWDJRQLVWD H FLz JLXVWLILFD DQFKH OD GLIIXVLRQH
GHO OLEUR�

/HRQDUGR LQVHJQDQWH
©&RQVLGHUDQGR�O¶RQRUH�H�LO�SURILWWR�GHOOD�QRVWUD�FLWWj H�GHL�FLWWDGLQL��FKH�GHULYDQR�ORUR
GDOOD�GRWWULQD�H�GDL�GLOLJHQWL�VHUYLJL�GHO�GLVFUHWR H�VDSLHQWH�PDHVWUR�/HRQDUGR�%LJROOR
QHOOH�VWLPH�H�UDJLRQL�G¶DEDFR�QHFHVVDULH�DOOD�FLWWj H�DL�VXRL�IXQ]LRQDUL��H�LQ�DOWUH�FRVH
TXDQGR�RFFRUUH��GHOLEHULDPR�FRO�SUHVHQWH�DWWR�FKH DOOR�VWHVVR�/HRQDUGR��SHU�OD�VXD



GHGL]LRQH�H�VFLHQ]D�H�LQ�ULFRPSHQVD�GHO�ODYRUR�FKH�VRVWLHQH�SHU�VWXGLDUH�H
GHWHUPLQDUH�OH�VWLPH�H�OH�UDJLRQL�VRSUDGGHWWH��YHQJDQR DVVHJQDWH�GDO�FRPXQH�H�GDO
WHVRUR�SXEEOLFR�YHQWL�OLUH�D�WLWROR�GL�PHUFHGH�R�VDODULR DQQXR��ROWUH�DL�FRQVXHWL
EHQHILFL��H�FKH�LQROWUH�OR�VWHVVR�>/HRQDUGR@�VHUYD FRPH�DO�VROLWR�LO�FRPXQH�SLVDQR�H�L
VXRL�IXQ]LRQDUL�QHOOH�SUDWLFKH�G¶DEDFRª
'D �KWWSV���LW�ZLNLSHGLD�RUJ�ZLNL�/HRQDUGRB)LERQDFFL! �

6L SHQVD FKH /HRQDUGR VLD VWDWR XQ LQVHJQDWH SUHVVR LO FRPXQH SLVDQR H
DEELD LQVHJQDWR DL IXQ]LRQDUL SLVDQL�
$ SDUWLUH GDOOD ILQH GHO 
���� LO /LEHU $EDFL SHU LQJHJQHUL VL q GLIIXVR LQ YDUL
YROJDUL LQ ,WDOLD FHQWUR VHWWHQWULRQDOH�

7UD FKL VL GLIIRQGH TXHVWD FRVD"
7UD LO ;,, H LO ;,,, VHFROR VL HEEH XQD IRUWH HVSDQVLRQH TXLQGL VL YHQJRQR D
FUHDUH UHWL FRPPHUFLDOL PROWR YDVWH GL FXL L EDQFKLHUL H L FRPPHUFLDQWL HUDQR
SURWDJRQLVWL� $G HVHPSLR LQ TXHVWL FRPPHUFL DYYHQLYDQR PROWL VFDPEL WUD PROL
SRVWL SHUWDQWR TXHOOL FKH DOO
LQL]LR HUDQR VFULWWXUH FRQWDELOL GLYHQWDQR VWUXPHQWL
IRQGDPHQWDOL SHU LO FRPPHUFLR H OR VFDPELR� $G HVHPSLR D 3UDWR QHO ����
VIRQGDQGR XQD SDUHWH q HPHUVR O
DUFKLYLR GL XQ PHUFDQWH SUDWHVH� )UDQFHVFR
GL 0DUFR /DWLQL� LQ TXHVWR DUFKLYLR FL VRQR ������� GRFXPHQWL VFLROWL H ���
UHJLVWUL GL FRUULVSRQGHQ]D H TXHVWR PHUFDQWH QRQ q PLQLPDPHQWH
SDUDJRQDELOH FRQ XQ 3HUX]LR R FRQ XQ 0HGLFL� )UDQFHVFR GL 0DUFR /DWLQL
DYHYD ILOLDOL DG $YLJQRQH� )LUHQ]H� 3UDWR� 3LVD H LQ RJQL FLWWj FL GRYHYD HVVHUH
XQ
DJHQWH FKH WHQHYD L FRQWL H OR LQIRUPDYD� ,Q TXHVWR FHWR PHUFDQWLOH VL
VYLOXSSD XQ PRGR GL VFULYHUH SDUWLFRODUH �OD VFULWWXUD PHUFDQWHVFD� FKH
SHUPHWWH GL FDSLUH GD FKH WLSR GL FODVVH VRFLDOH SURYHQJD XQ FHUWR
GRFXPHQWR�

'RYH VWXGLDQR TXHVWL PHUFDQWL�EDQFKLHUL"
6WXGLDQR LQ TXHOOL FKH VL FKLDPDQR VFXROH G
DEDFR�

4XHVWR SDVVR VLJQLILFD FKH O
HGXFD]LRQH FKH VL VYLOXSSD QHOO
,WDOLD GHO 
��� KD
GXH ILORQL�



4XHOOD HOHPHQWDUH LQ FXL VL LQVHJQDYD D OHJJHUH H VFULYHUH LQ /DWLQR H
O
DULWPHWLFD HOHPHQWDUH� YHUVR L �� DQQL VL DSULYDQR GXH VWUDGH�

�� OD VFXROD G
DEDFR
�� OD JUDPPDWLFD

� XQR QRQ HVFOXGH O
DOWUR �
&KL DQGDYD QHOOD VFXROD GL JUDPPDWLFD LPSDUDYD LO ODWLQR VHULDPHQWH H SRL
YHUVR L ����� DQQL DQGDYD DOO
XQLYHUVLWj SHU SRL SRWHU VFHJOLHUH XQD GHOOH WUH
IDFROWj�
1HOOH VFXROH G
DEDFR LQYHFH VL SDUOD LQ YROJDUH H VL WURYD LO PDWHULDOH GHL SULPL
XQGLFL FDSLWROL GHO /LEHU $EDFL� LO /LEHU $EDFL 0LQRUHV SXz HVVHUH XQ /LEHU
$EDFL SHU DEDFKLVWL�
,O &DOFROR YLHQH IDWWR FRQ O
DEDFR

6FXROD G
DEDFR� FKL OH IUHTXHQWDYD"
$OOD VFXROD G
DEDFR VL HQWUDYD DOO¶HWj GL �� DQQL� 6L KD XQD VFRODUL]]D]LRQH GL
PDVVD H OLYHOOL GL DOIDEHWL]]D]LRQH DXPHQWDQR WDQWLVVLPR LQIDWWL WXWWL L EDPELQL
ILRUHQWLQL DQGDYDQR D VFXROD� &DUOR 0DFFDJQL VL q LQYHQWDWR XQ QRPH SHU L
IUHTXHQWDQWL GL TXHVWH VFXROH� �OR VWUDWR FXOWXUDOH LQWHUPHGLR�� Ê XQR VWUDWR
FKH ULJXDUGD LO WLSR GL FXOWXUD FKH YLHQH FRQGLYLVD� LQWHUPHGLR� RYYHUR SHU XQ
FHUWR WLSR GL SHUVRQH WUD OD PDVVD GHJOL DQDOIDEHWL H O
HOLWH FKH LPSDUDYD LO
/DWLQR H DQGDYD DOO
XQLYHUVLWj� VL DQGDYD GDO SLFFROR DUWLJLDQR ILQR DO ILJOLR GHO
QRELOH� &KH WLSR GL FXOWXUD YLHQH GLIIXVR" 4XHVWR VWUDWR GL FXOWXUD QRQ LPSDUD
VROR XQ FHUWR WLSR GL PDWHPDWLFD� PD LPSDUD H FRQGLYLGH XQD FXOWXUD SLXWWRVWR
YDVWD� LQ YROJDUH�
/D IUHTXHQWDYDQR IXWXUL LGUDXOLFL� DJULPHQVRUL� WHFQLFL� LQJHJQHUL HFF« WXWWL
TXHVWL DYHYDQR ELVRJQR GL XQD FXOWXUD PDWHPDWLFD FKH DQGDVVH VXO SUDWLFR�
&
q WXWWR TXHVWR PRQGR FKH QRQ DVSLUD D XQD SURIHVVLRQH OLEHUDOH FKH VL IRUPD
LQ TXHVWR DPELHQWH� LO SDVVR VXFFHVVLYR q HQWUDUH LQ XQD ERWWHJD� )DFHYD
O
DSSUHQGLVWD FRPH SLWWRUH� FDUWRJUDIR� QRWDLR DYYRFDWR HFF«

&KH PDWHPDWLFD YHQLYD LQVHJQDWD"
9HQLYDQR LQVHJQDWH OH � RSHUD]LRQL H OD PDWHPDWLFD PHUFDQWLOH� OR VWUXPHQWR
SULQFLSH q OD WHRULD GHOOH SURSRU]LRQL� 9HQJRQR LQVHJQDWH DQFKH WXWWD XQD VHULH
GL UHJROH ULJXDUGDQWH OD JHRPHWULD SUDWLFD SHU OH PLVXUH GL FDPSL� ERWWL HFF«
7XWWD O
LPSDOFDWXUD WHRULFD FKH DQFRUD VL ULWURYD QHO /LEHU $EDFL HYDSRUD
FRPSOHWDPHQWH� LO PHWRGR GLGDWWLFR q TXHOOR GHOOD WRWDOH ULSHWL]LRQL GL HVHPSL
�XQ SURFHVVR FRPSOHWDPHQWH PHFFDQLFR�� OR VWUXPHQWR FRQ FXL VL LQVHJQD q LO
FRVu GHWWR OLEUR G
DEDFR� 4XHVWR q XQR VWUXPHQWR GHVWLQDWR DO PDHVWUR SHUFKp
FRQWLHQH TXHVWH OLVWH GL SUREOHPL H OD VWHVVD WUDGL]LRQH GHOOH ERWWHJKH G
DEDFR
q FKH OD ERWWHJD SDVVL DO ILJOLR R D XQ VRFLR H FRVu YLD� FRQWHPSRUDQHDPHQWH LO



OLEUR G
DEDFR YD PRGLILFDQGRVL� LQ TXHVWR PRGR VL GLIIRQGRQR XQD TXDQWLWj GL
OLEUL G
DEDFR PROWR YDVWD�:DUUHQ %UDQFK KD UHFHQVLWR WXWWL L OLEUL G
DEDFR
WURYDWL LQ ,WDOLD H QH KD WURYDWL ����

'XH DVSHWWL LPSRUWDQWL GL TXHVWD PDWHPDWLFD�
�� 3HU OD SULPD YROWD QHOOD VWRULD� VLFXUDPHQWH QHOO
RFFLGHQWH ODWLQR VL KD

XQD DOIDEHWL]]D]LRQH PDWHPDWLFD DVVDL GLIIXVD
�� /D PDWHPDWLFD FKH VL LQVHJQD q GHO WXWWR HOHPHQWDUH PD XQD SLFFROD

IUD]LRQH GHL OLEUL G
DEDFR SUHVHQWD DUJRPHQWL SL� FRPSOHVVL WLSR
O
DOJHEUD� LQIDWWL SURSULR QHOOH VFXROH G
DEDFR GHO 
����
��� VL ID OD
VFRSHUWD GL FRPH ULVROYHUH DOJHEULFDPHQWH OH HTXD]LRQL WHU]R H
TXDUWR JUDGR� FKH QHSSXUH JOL DUDEL HUDQR ULXVFLWL D WURYDUH� ( QRQ q
VROR O
DOJHEUD� LQIDWWL XQ SHUVRQDJJLR FRPH 3LHUR GHOOD )UDQFHVFD
FKH YLHQH GD XQ DPELHQWH GHOOD VFXROH G
DEDFR H FROWLYD O
DUWH GHOOD
SURVSHWWLYD VFULYH OXL VWHVVR XQ WUDWWDWR G
DEDFR DQFKH PROWR
DYDQ]DWR SHUFKp FHUFD GL DIIURQWDUH VWXGL GL HTXD]LRQL DQFKH GL ��
JUDGR� 3LHUR GHOOD )UDQFHVFD q LO SULPR D IDUH XQD WUDWWD]LRQH
PDWHPDWLFD WHRULFD GHOOD SURVSHWWLYD� LO �GH SURVSHFWLYD SLQJHQGL�
VFULWWR LQ YROJDUH �OD WUDGX]LRQH LQ ODWLQR YLHQH GRSR� q XQD VXD RSHUD
FKH WUDWWD GL TXHVWR�

/D PDWHPDWLFD DEDFKLVWD TXLQGL SURGXFH H VL VYLOXSSD�

/(=,21( ��ĺ ����������

6YLOXSSL QHO FDPSR GHOO
DOJHEUD
/
DOJHEUD DUDED q XQ
 DOJHEUD UHWRULFD LQ FXL QRQ FRPSDLRQR Qp VLPEROL Qp
IRUPXOH� VRQR UHJROH HVSRVWH D SDUROH� 1HO FRUVR GHL VHFROL VL LQL]LD DG DYHUH
XQR VYLOXSSR FKH GD XQD SDUWH YD YHUVR OD SURJUHVVLYD VLPEROL]]D]LRQH GHJOL
RJJHWWL WUDWWDWL H GDOO
DOWUD VL VYLOXSSD XQD ULFHUFD GL FHUFDUH GL WUDWWDUH DQFKH OH
HTXD]LRQL GL WHU]R JUDGR� 4XL HQWUD LQ JLRFR XQ SURFHVVR FKH GXUHUj SHU
WXWWR LO ;,9 ILQR DO ;9 VHFROR� /
LGHD q GL ULXVFLUH D WURYDUH UHJROH VLPLOL D
TXHOOH XVDWH QHOOH HTXD]LRQL GL VHFRQGR JUDGR DQFKH SHU TXHOOH GL WHU]R R
JUDGR VXSHULRUH� 4XHVWR q SUHVHQWH DQFKH LQ /HRQDUGR VWHVVR QHOOD VXD
RSHUD LO �)ORVV�� *LRYDQQL GD 3DOHUPR XQ PHPEUR GHOOD FRUWH GL )HGHULFR ,,
������ SURSRQH D )LERQDFFL� GL WURYDUH XQD VROX]LRQH D HTXD]LRQL GL WHU]R
JUDGR� /HRQDUGR SULPD GLPRVWUD FKH WDOH HTXD]LRQL QRQ KD VROX]LRQH LQ
QXPHUL LQWHUL� SRL LQ QXPHUL UD]LRQDOL� SRL LQ UDGLFDOL TXDGUDWLFL H LQILQH GD XQD
VROX]LRQH DSSURVVLPDWD FRQ XQD EXRQD DSSURVVLPD]LRQH VHQ]D SHUz
VSLHJDUOR� 6HPSUH QHO /LEHU $EDFL WURYLDPR WUDWWDWR LO SUREOHPD GHJOL LQWHUHVVL
FKH q DOOD EDVH GHOO¶LQWHUHVVH GHOOD FXOWXUD GHOO¶DEDFR YHUVR O¶HTXD]LRQH GL



JUDGR VXSHULRUH � VXSSRQLDPR GL DYHUH XQ FDSLWDOH FRQ XQ FHUWR LQWHUHVVH
DOORUD GRSR XQ FHUWR QXPHUR GL DQQL RWWHQLDPR LO PRQWDQWH GHO FDSLWDOH�

3UREOHPD VWXGLDWR GD /HRQDUGR� VH KD XQ FHUWR FDSLWDOH H YXRLԤɊ ࡒ ՓՉ ࡙ Ԯ
RWWHQHUH XQ GDWR PRQWDQWH LQ WUH DQQL� D TXDOH WDVVR GL LQWHUHVVH GHYH HVVHUH
LPSLHJDWR"

� &¶q XQ SUREOHPD TXHVWD SXz HVVHUHԤɊ ࡒ ՓɌ ࡙ Ԯ ࡓࡓ Փ ࡙ Ɍ Ԯ
Ԥ ࡓ Ɋ

YLVWD FRPH XQ¶HTXD]LRQH SHU HVWHVR

4XLQGLԤɊ ࡒ ՓɌ ࡙ Ԥş Ɋ ࡒ ɌՓ ࡒ ɌՓɋ ࡒ ՓɌ ࡙ Ԯ

ԤɊ ࡒ ՓɌ ࡙ ԤՓɌ ࡒ ɌԤՓɋ ࡒ ɌԤՓ ࡒ Ԥ ࡙ Ԯ

/H HTXD]LRQL GL WHU]R JUDGR GHO WLSR VRSUD YLVWR KDQQR TXHVWD SDUWLFRODUH

UHJROD ULVROXWLYD� ,Q TXHVWL DQQL TXLQGL VL YXROH YHGHUH VH GDWDՓ ࡙ Ɍ Ԯ
Ԥ ࡓ Ɋ

XQD FHUWD HTXD]LRQH q SRVVLELOH DYHUH XQD UHJROD JHQHUDOH SHU ULVROYHUOD� ,Q
TXHVWR WLSR GL ULFHUFD FKH FRPLQFLD QHO 
��� H GXUD ILQR DO 
��� YLHQH VFRSHUWR
FKH GDWD XQ
HTXD]LRQH GL WHU]R JUDGR VL SXz ULGXUUH VHPSUH LQ�

ՓɌ ࡒ ՋՓɋ ࡙ Ռ

( DOO
LQL]LR GHO 
��� VXFFHGH FKH D %RORJQD YHQJRQR VFRSHUWH OD UHJROD
JHQHUDOH SHU ULVROYHUH HTXD]LRQL GHO WLSR�

ՓɌ ࡒ ՋՓ ࡙ Ռ

ՓɌ ࡒ Ռ ࡙ ՋՓ

ՓɌ ࡙ ՋՓ ࡒ Ռ
%RORJQD q XQD GHOOH SRFKH VHGL XQLYHUVLWDULH LQ FXL F
q XQD OHWWXUD GL
0DWHPDWLFD H XQD GL 0DWHPDWLFD DEDFKLVWD� TXHVWL ULVXOWDWL YHQJRQR VFRSHUWL
GD 6FLSLRQH GHO )HUUR VHQ]D SHUz SXEEOLFDUOL� 4XDOFKH DQQR GRSR XQ DOOLHYR
GL 6FLSLRQH VILGD 7DUWDJOLD �XQ PDHVWUR G
DEDFR D 9HQH]LD� D ULVROYHUH XQD
VHULH GL SUREOHPL� 7DUWDJOLD VL UHQGH FRQWR FKH L SUREOHPL FKH WDOH DOOLHYL JOL
SURSRQH VL ULFROOHJDQR D HTXD]LRQL GL WHU]R JUDGR FKH HJOL DYHYD JLj
SUHFHGHQWHPHQWH VWXGLDWR� H GD FXL QH GHGXFH XQD UHJROD JHQHUDOH SHU OD

ULVROX]LRQH GL� ՓɌ ࡒ ՋՓɋ ࡙ Ռ

,O FDSLWROR GL FXEL H FRVH  D QXPHUR� 3RL VDUj OR VWHVVR 7DUWDJOLD D SURSRUUH D
WDOH DOOLHYR XQ SUREOHPD VX FXL 7DUWDJOLD DYHYD JLj WUDWWDWR H LO SRYHUR DOOLHYR
QRQ ULXVFLYD DG XVFLUQH� /
DOWUR DVSHWWR LQWHUHVVDQWH q OD TXHVWLRQH GHOOH VILGH
HG LQROWUH L PDHVWUL G
DEDFR VRQR XQD FODVVH PROWR RPRJHQHD� VL YD GD
SHUVRQH FKH LQVHJQDQR OH � RSHUD]LRQL EDVH H QRQ GL SL� ILQR D SHUVRQDJJL GHO



FDOLEUR GL 7DUWDJOLD� 8Q PDHVWUR G
DEDFR VDUj WDQWR SL� IDPRVR TXDQWR OD VXD
IDPD GL ULVROXWRUH GL SUREOHPL VL GLIIRQGH� FRVu FRPH OD IDPD GL 7DUWDJOLD FKH
DUULYD DG XQ DOWUR PDWHPDWLFR LPSRUWDQWH *HURODPR &DUGDQR� (JOL q ILJOLR
LOOHJLWWLPR GL XQ XPDQLVWD H PHGLFR PLODQHVH )D]LR &DUGDQR� VWXGLD PHGLFLQD
PD HVVHQGR ILJOLR LOOHJLWWLPR LO FROOHJLR PLODQHVH QRQ OR YXROH DPPHWWHUH WUD L
VXRL PHPEUL� *HURODPR WURYD XQ LPSLHJR D 0LODQR QHOOH VFXROH SLDWWLQH� H QHO
VXR LQVHJQDPHQWR GHFLGH GL SXEEOLFDUH XQD SLDWWLFD DULWPHWLFKH� 9HQXWR D
VDSHUH GL FLz FKH q VXFFHVVR D 9HQH]LD FRPLQFLD D WRUPHQWDUH 7DUWDJOLD SHU
VDSHUH GHOOH IRUPXOH GD OXL VFRSHUWH� 7DUWDJOLD YD D WURYDUH FDUGDQR D 0LODQR H
DOOD ILQH &DUGDQR ULHVFH D HVWRUFHUJOL OD IRUPXOD FKH 7DUWDJOLD JOL GD VRWWR
IRUPD GL VRQHWWR�
&DUGDQR KD LQ FDVD XQ UDJD]]HWWR� /XGRYLFR )HUUDUL FKH GDWD OD VXD
QRWHYROH LQWHOOLJHQ]D GD VHUYR OR SURPXRYH D VHJUHWDULR SRL OR SUHQGH FRPH
DOOLHYR HG LQILQH /XGRYLFR )HUUDUL VXSHUD LO PDHVWUR ULXVFHQGR D ULVROYHUH
HTXD]LRQL GL TXDUWR JUDGR� &DUGDQR H )HUUDUL YDQQR D %RORJQD GRYH
FRQRVFRQR %DUWRORPHR GHOOD 1DYH FKH q LO JHQHUR GL 6FLSLRQH GHO )HUUR FKH ID
O
LQVHJQDQWH GL PDWHPDWLFD DEDFKLVWD DOO
XQLYHUVLWj GL %RORJQD� H GD FXL
SXEEOLFD O
 $UV 0DJQD� 4XHVWR q XQ HYHQWR HSRFDOH H FRQWLHQH OD VXPPD GL
WXWWD O
DOJHEUD FKH VL SRWHYD FRQRVFHUH� YLHQH SXEEOLFDWD FRQ OD VWDPSD H LQ
ODWLQR�

8PDQHVLPR 	 VWDPSD
/D VWDPSD D FDUDWWHUL PRELOL YHQQH LQYHQWDWD YHUVR LO ���� GD *XWHPEHUJ�
4XHVWD KD GHJOL HIIHWWL IRQGDPHQWDOL SHU WXWWR� LQ SDUWLFRODUH SHU LO FDPSR GHOOD
PDWHPDWLFD� ,O OLEUR D VWDPSD KD XQ LPSDWWR PROWR GLYHUVR GDO PDQRVFULWWR�

�� &RVWD PROWR PHQR
�� +D XQD GLIIXVLRQH PROWR PDJJLRUH

,O SXQWR � q SDUWLFRODUPHQWH YHUR SHU LO FDPSR PDWHPDWLFR� $G HVHPSLR SHU
$UFKLPHGH VXSSRQLDPR FKH HVLVWHVVHUR ����� FRSLH GHOOH RSHUH GL
$UFKLPHGH� TXHVWH FRSLH VDUHEEH VSDUVH SHU O
(XURSD H LQROWUH WXWWH GLYHUVH
GDOO
DOWUD� &ROXL FKH YROHVVH VWXGLDUH $UFKLPHGH GRYUHEEH DQGDUH D SUHQGHUH
XQD GL TXHVWH FRSLH LQ XQR GL TXHVWL OXRJKL�
&RQ OD VWDPSD TXDQGR OH ���� YLHQH VWDPSDWD O
(GLWLR 3ULQFHSV GL $UFKLPHGH
QH YHQJRQR VWDPSDWH ��� FRSLH� TXL DOORUD q LO OLEUR FKH FHUFD LO OHWWRUH H QRQ
YLFHYHUVD� DQFKH SHUFKp F
q XQ LQYHVWLPHQWR WHFQRORJLFR H FXOWXUDOH�
8Q HVHPSLR GL LPSRUWDQ]D GL TXHVWD ULYROX]LRQH q OD GLIIXVLRQH GHO
SURWHVWDQWHVLPR� LQROWUH OD VWDPSD VL GLIIRQGH LQ XQ SHULRGR GRYH F
q XQD
ULQDVFLWD GHJOL VWXGL� LQ TXDQWR LO ULQDVFLPHQWR VFLHQWLILFR q JLj LQL]LDWR �;,,
VHFROR�� $ SDUWLUH GDOOD ILQH GHO ;,9 VHFROR LQL]LD O
XPDQHVLPR� FL VL
FRQYLQFH VHPSUH SL� FKH LO PRQGR FODVVLFR DEELD UHDOL]]DWR GHOOH FRQTXLVWH



FKH VRQR PROWR SL� GL FLz FKH FL FLUFRQGD� GD TXL OD ULFHUFD GL WHVWL� OD ULSUHVD GL
PRGHOOL� QHO FRUVR VWHVVR GHO 
��� YLHQH ULVFRSHUWR $UFKLPHGH VWHVVR� VHPSUH
QHO 
��� VL GLIIRQGH O
RSHUD GH $UFKLWHFWXUD GL 9LWUXYLR H WXWWR TXHVWR VHFROR q
SHUYDVR GDOOD ULFHUFD GHOO
DQWLFR� (VLVWH XQ XPDQHVLPR VFLHQWLILFR FKH KD XQD
LPSRUWDQ]D GHFLVLYD� SHU HVHPSLR /RUHQ]R 9DOOD JUD]LH DJOL VWUXPHQWL GHOOD
ILORORJLD GLPRVWUD OD IDOVLWj GHOOD GRQD]LRQH GL &RVWDQWLQR� RSSXUH DOWUHWWDQWR
LPSRUWDQWH q )UDQFHVFR )LOHOIR FKH LQ ,WDOLD SRUWD OH FRQLFKH GL $SROORQLR�
LPSRUWDQWH q DQFKH LO IDWWR FKH QHOOH ELEOLRWHFKH VL DFFXPXOLQR WHVWL GL
PDWHPDWLFD JUHFD DVWURQRPLD HFF«
/D QDVFLWD GL TXHVWR PRYLPHQWR VL VSRVD FRQ LO SURWR�ULQDVFLPHQWR H FRQ OD
ULYROX]LRQH GHOOD VWDPSD FKH UHQGH SRVVLELOH OD GLIIXVLRQH GL YHFFKL H QXRYL
WHVWL� TXHVWR ID VL FKH QHOO
DUFR GL XQ VHFROR ����� H ����� GLYHQWLQR GLVSRQLELOL
D VWDPSD O
LQWHUR FRUSXV GHOOD PDWHPDWLFD JUHFD GL FXL GLVSRQLDPR QRL RJJL� H
QRQ VROR PD VL FRPLQFLD DQFKH XQ ODYRUR GL ULDSSURSULD]LRQH GL TXHVWD
PDWHPDWLFD FKH VL EDVD DQFKH VX XQ SXEEOLFR PROWR SL� YDVWR GHO SUHFHGHQWH�
*OL VWHVVL DPELHQWL GHOOD FXOWXUD GHOO
DEDFR VRQR DPELHQWL PROWR VHQVLELOL D
TXHVWR QXRYR WLSR GL PDWHPDWLFD

1LFFROz 7DUWDJOLD
9LHQH GD XQD IDPLJOLD SRYHULVVLPD� LO SDGUH IDFHYD LO ULGHUV� 3UREDELOPHQWH HUD
DQFKH RUIDQR GL SDGUH� LQ TXDQWR TXDQGR QHO ���� DOOD VHGH GL %UHVFLD L
IUDQFHVL LUURPSRQR QHOOD FKLHVD H DPPD]]DQR WXWWL TXHOOL FKH FL VRQR� LQ
SDUWLFRODUH GDQQR XQD VFLDERODWD D WDUWDJOLD FKH JOL FUHD XQ JUDYH GDQQR QHOOD
IDFFLD H OD PDGUH FHUFD GL FXUDUOR OHFFDQGROR �QRQ DYHYDQR VROGL SHU FXUDUVL�
IDFHYDQR XQ SR
 FRPH IDQQR L FDQL� GD TXHVWR HYHQWL 1LFFROz 7DUWDJOLD ULPDVH
EDOEX]LHQWH� GD FXL LO FRJQRPH� 3RL YD DOOD VFXROD G
DEDFR� PD QRQ IUHTXHQWD
ILQR DOOD ILQH SHUFKp QRQ KD VROGL H LO PDHVWUR VL ID SDJDUH � TXLQGL FRQWLQXD JOL
VWXGL DXWRQRPDPHQWH� RWWLHQH VXFFHVVR H RWWLHQH DQFKH XQD FDWWHGUD FRPH
PDHVWUR G
DEDFR� 6XFFHVVLYDPHQWH VL VSRVWD D 9HQH]LD GRYH HQWUD LQ FRQWDWWR
FRQ LPSRUWDQWL PHUFDQWL� WUD FXL 0DQX]LR� (JOL q LO GLIIXVRUH GHO FDUDWWHUH
FRUVLYR H GHO ORJR�
7DUWDJOLD HVVHQGR D 9HQH]LD GHYH DFFUHGLWDUVL DQFKH FRPH XPDQLVWD� GD FXL
VFULYH LQ ODWLQR XQD WUDGX]LRQH GL (XFOLGH LQ PRGR GD DFFUHGLWDUVL DQFKH FRPH
EUDYR XPDQLVWD� 4XLQGL OXL DOOD ILQH VL q IDWWR XQD IDPD FRPH ULVROXWRUH GL
HTXD]LRQL GL �� JUDGR PD DQFKH FRPH XPDQLVWD� 1HO FRUVR GHO 
��� VL FUHD
TXHVWR LQWUHFFLR WUD TXHOOR FKH q OD FXOWXUD GHOO
DEDFR �FKH YLHQH GDOOD
PDWHPDWLFD DUDED� SUDWLFKH GHJOL DUWLVWL GHL PHUFDQWL� H LO ULWRUQR GHOOD
PDWHPDWLFD *UHFD� 7DUWDJOLD LQ XQD VXD SDUDIUDVL GHL *DOOHJJLDQWL FHUFD GL
XWLOL]]DUH OD WHRULD GL $UFKLPHGH VX XQD VXD LGHD SUDWLFD SHU VROOHYDUH XQD
QDYH DIIRQGDWD�



6L FHUFD GL DFFRVWDUH TXHVWD �QXRYD PDWHPDWLFD DQWLFD� LQ FRQWHVWL
SUDWLFL�DEDFKLVWL� 4XHOOR FKH VXFFHGHUj QHO FRUVR GHO 
��� VDUj DQFKH LO
SURFHVVR LQYHUVR� RYYHUR GL FRPH L SUREOHPL SRVWL GDOOD PDWHPDWLFD DEDFKLVWD
H GDO UHFXSHUR GHOOD PDWHPDWLFD FODVVLFD SRUWHUDQQR D XQD IXVLRQH GL TXHVWL
GXH SXQWL GL YLVWD FKH GDUj YLWD D TXDOFRVD GL FRPSOHWDPHQWH QXRYR�

,O WLSR GL PDWHPDWLFD FKH VL LPSDUD QHOOH VFXROH G
DEDFR q XQD PDWHPDWLFD LQ
FXL KDL PROWD SL� OLEHUWj� QRQRVWDQWH VLD �PHQR� HYROXWD GHOOD PDWHPDWLFD
*UHFD GL $UFKLPHGH H (XFOLGH� LQROWUH TXDVL WXWWH OH FLWWj GHOO
,WDOLD FHQWUR
VHWWHQWULRQDOH KDQQR OH ORUR VFXROH G
DEDFR� TXLQGL DEELDPR DQFKH PROWL SL�
�PDWHPDWLFL� GL TXDQWR QRQ FH QH IRVVHUR QHO SDVVDWR�

/(=,21( ��ĺ ����������

(GL]LRQH FULWLFD� DWWHQ]LRQH DL WHVWL FRUURWWL�
3HU DQQL VL q FUHGXWR FKH OD SURSRVL]LRQH � GHOOD TXDGUDWXUD GHOOD SDUDEROD
IRVVH PROWR LPSRUWDQWH LQ TXDQWR FL DYUHEEH IRUQLWR LPSRUWDQWL VSXQWL SHU
FDSLUH FRVD QH SHQVDVVH $UFKLPHGH VXOO
HTXLOLEULR R VXO FHQWUR GL JUDYLWj� PD
OD SDUWH GRYH VL SDUOD GHOO
HTXLOLEULR H GHO FHQWUR GL JUDYLWj q XQD SDUWH FRUURWWD�
H TXHVWR OR WURYD +HLEHUJ QHOOD VXD HGL]LRQH FULWLFD� SHU TXHVWR OH (GL]LRQL
&ULWLFKH VRQR PROWR LPSRUWDQWL� 4XHVWR ODYRUR GL HGL]LRQH FULWLFD q PROWR
LPSRUWDQWH TXLQGL SHU TXHOOR FKH ULJXDUGD LO SHULRGR DOPHQR ILQR DOOD VWDPSD�

9ROWD VFRUVD�
6L q DFFHQQDWR DOOD VWRULD GHOO
DOJHEUD� PD FL VRQR GXH IDWWL IRQGDPHQWDOL�

�� ,QYHQ]LRQH GHOOD VWDPSD FRQ UXROR FUXFLDOH SHU OD GLIIXVLRQH GHOOD
FXOWXUD VFLHQWLILFD

�� 8PDQHVLPR H OD VXD ULFHUFD GL ULFRVWUX]LRQH GHO VDSHUH DQWLFR�
TXHVWD ULFRVWUX]LRQH QRQ q XQD FRVD DUFKHRORJLFD R DPPXIILWD� ,O
ULDSSURSULDUVL GHO PRQGR FODVVLFR SRUWD D XQD UHLQWHUSUHWD]LRQH GHO
PRQGR FODVVLFR VWHVVR� $G HVHPSLR 0DFKLDYHOOL� H OD VXD LGHD GHO
�ILQH JLXVWLILFD L PH]]L� q QDWD SURSULR GDOOD ULOHWWXUD GHO PRQGR
FODVVLFR



6WDPSD
/D VWDPSD PDWHPDWLFD LQL]LD FRQ LO UHFXSHUR GHOOD WUDGL]LRQH GHO ;,, H ;,,,
VHFROR H GHOOD WUDGL]LRQH GHOO
DEDFR� /D SULPD VWDPSD LPSRUWDQWH q

�� O¶(OHPHQWD JHRPHWULDH GL (XFOLGH IDWWD GD &DPSDQR H VWDPSDWD QHO
���� D 9HQH]LD �(UDVPR 5DWGROW�

�� O¶(XFOLGH GL 7DUWDJOLD GHO �����
�� O
$UFKLPHGH GL *XJOLHOPR�
�� 1HO ��������� YLHQH VWDPSDWR LO 7HRGRVLR QHOOD WUDGX]LRQH GL 3ODWRQH

GD 7LYROL
�� 1HO ���� TXDQGR /XFD 3DFLROL VWDPSD OD 6XPPD GH DULWKPHWLFD�

JHRPHWULD� SURSRUWLRQL HW SURSRUWLRQDOLWD � 4XHVWD q XQD UDFFROWD GL
WHVWL FKH OXL SUHVHQWD FRPH VXRL PD LQ UHDOWj VRQR ULSUHVL GD WUDWWDWL
G
DEDFR PHGLHYDOL� GD (XFOLGH�

4XHVWL HVHPSL FL GLFRQR FKH OD VWDPSD PDWHPDWLFD YD YHUVR LO UHFXSHUR GHOOH
IRQWL FODVVLFKH DWWUDYHUVR OD WUDGL]LRQH DUDER ODWLQD FKH HUD FRPLQFLDWD QHO ;,,
;,,, VHFROR� 4XDQGR VL FRPLQFLD D WUDGXUUH GDO *UHFR DG HVHPSLR QHO ����
TXDQGR %DUWRORPHR =DPEHUWL SXEEOLFD XQD RSHUD GL (XFOLGH� H SRL QHO ����
TXDQGR YLHQH SXEEOLFDWD XQD WUDGX]LRQH GHL SULPL � OLEUL GL $SROORQLR� VL WUDWWD
GL FRVH LPSHUIHWWH� /D ILQH GHO 
��� H OD SULPD PHWj GHO 
��� VRQR GHGLFDWH GD
XQD SDUWH DO UHFXSHUR GHOOD WUDGL]LRQH FODVVLFD� H GDOO
DOWUD O
LQL]LR GL XQD IDVH
QXRYD� RYYHUR QXRYH WUDGX]LRQL GLUHWWH GDO JUHFR FRPH DG HVHPSLR =DPEHUWL H
0HPPR� FKH DQFKH VH VRQR DQFRUD LPPDWXUH VHJQDQR O
LQJUHVVR VXO QXRYR
PHUFDWR PDWHPDWLFR� H VXOOD QXRYD FRPXQLWj GL VWXGLRVL�RSHUH QXRYH FRPH
QXRYH WUDGX]LRQL GL (XFOLGH H $SROORQLR� /
DOWUR DVSHWWR GHOO
XPDQHVLPR H GHOOD
VWDPSD q LO IDWWR FKH O
XPDQHVLPR KD UHVR GLVSRQLELOL XQD VHULH GL PDQRVFULWWL
JUHFL� FRVu QHO ���� 6LPRQ *\UDQHXV SXEEOLFD LO WHVWR JUHFR GL (XFOLGH�
RSSXUH QHO ���� D %DVLOHD HVFH $UFKLPHGH (GLWLR 3ULQFHSV JUHFR ODWLQD�
'LHWUR D TXHVWH DWWLYLWj F
q LO ODYRUR GHJOL XPDQLVWL� LQ SDUWLFRODUH GLHWUR OD
SXEEOLFD]LRQH GL $UFKLPHGH F
q XQR GHL SHUVRQDJJL SL� LPSRUWDQWL GHOOD VWRULD
GHOOD PDWHPDWLFD FKH q *LRYDQQL 5HJLRPRQWDQR �-RKDQQHV 0�OOHU YRQ
.|QLJVEHUJ� �PRUWR QHO ������ 4XHVWL HUD XQ JLRYDQH PROWR GRWDWR� ODXUHDWRVL
D �� DQQL YD D 9LHQQD D ODYRUDUH FRQ XQ DVWURQRPR FKH HUD XQR GHJOL
LPPHGLDWL SUHGHFHVVRUL GL &RSHUQLFR� 5HJLRPRQWDQR YHUUj LQ ,WDOLD D VHJXLWR
GHO FDUGLQDOH %HVVDULRQH� VL LPSDGURQLUj PROWR EHQH GHO JUHFR H VFULYHUj GHL
WUDWWDWL GL PDWHPDWLFD QHO FDPSR GHOO
DOJHEUD � WULJRQRPHWULD HFF�� OD FRVD SL�
LPSRUWDQWH q FKH GRSR DYHU YLDJJLDWR LQ PROWL SRVWL G
(XURSD H DFFXPXODWL
DEEDVWDQ]D VROGL� WRUQD LQ .RQLJVEHUJ �LQ )UDQFLD� H QHO ���� LPSLDQWD XQD
WLSRJUDILD� HJOL VL UHQGH FRQWR GHOO
LPSRUWDQ]D GL TXHVWR QXRYR VWUXPHQWR� /D
SULPD FRVD FKH ID q SXEEOLFDUH XQ YRODQWLQR SXEEOLFLWDULR� TXHVWR q GLYLVR LQ
GXH SDUWL�



�� RSHUH DOWUXL
�� , SURSULD

1HOOD SDUWH � VL ULWURYDQR WXWWL L PDWHPDWLFL FKH OXL KD SRWXWR VWXGLDUH VRWWR OD
JXLGD %HVVDULRQH� *LRYDQQL DOOD VXD PRUWH ODVFLD GHJOL DOOLHYL FKH
VXFFHVVLYDPHQWH ULSUHQGHUDQQR OD VXD WUDGL]LRQH H O
$UFKLPHGH FKH HVFH GD
%DVLOHD q OD WUDGX]LRQH GL -DFRSR GL 6DQ &DVVLDQR FKH OXL KD DYXWR GD
%HVVDULRQH H FKH KD FRUUHWWR� 1HOOD SULPD PHWj GHO VHFROR�L ULVXOWDWL
GHOO
XPDQHVLPR� L WHVRUL DFFXPXODWL QHOOH ELEOLRWHFKH H LO QXRYR VWUXPHQWR GHOOD
VWDPSD ID Vu FKH SUHVWR q GLVSRQLELOH TXDVL WXWWR LO FRUSXV GHOOD PDWHPDWLFD
JUHFD�

/D VWDPSD FKH HIIHWWR KD VXOOD PDWHPDWLFD GHOO
DEDFR GHO ;,,�;9 VHFROR"
�� /D VWDPSD KD XQ HIIHWWR PLFLGLDOH VXOOD WUDGL]LRQH DEDFKLVWD� LO PRQGR

GHOOD FXOWXUD GHOO
DEDFR VDUj REOLWHUDWR GDOOD VWDPSD �q XQ SURFHVVR
FKH GXUHUj GHFLQH GL DQQL�� 4XHVWR SHUFKp QRQ F
q SL� ELVRJQR GL
DQGDUH QHOOH VFXROH G
DEDFR SHU LPSDUDUH� RUD FL VRQR L OLEUL� VL SXz
LPSDUDUH �DXWRQRPDPHQWH�� 1HO FRUVR GHO 
��� FDPELD UDGLFDOPHQWH
OD VWUXWWXUD GHOO
LQVHJQDPHQWR� 1RQ GREELDPR GLPHQWLFDUH FKH LO 
���
q XQ VHFROR GL SURIRQGL FDPELDPHQWL� YHGL VFRSHUWD GHOO
$PHULFD H
WXWWR TXHOOR FKH SRUWD GLHWUR� LQIOD]LRQH� VFRQYROJLPHQWL VRFLDOL H
DOWUR�

�� /D GLIIXVLRQH GL XQ QXRYR PRGHOOR GL PDWHPDWLFD FKH DYYLHQH
VHPSUH DWWUDYHUVR OD VWDPSD RYYHUR LO UHFXSHUR GHOOD PDWHPDWLFD
FODVVLFD�

�� /
DOWUR JUDQGH HYHQWR q OD ULIRUPD SURWHVWDQWH FKH SRUWHUj D JXHUUH H
ODFHUD]LRQL H ULGLVHJQDUH OD FDUWD G
(XURSD ILQR DOOD ILQH GHOOD JXHUUD
GHL WUHQW
DQQL ������ WDOH ULIRUPD D VXD YROWD DYUj OD ULVSRVWD GHOOD
ULIRUPD FDWWROLFD R FRQWURULIRUPD� H TXHVWH GXH ULIRUPH FDPELDQR OH
FDUWH LQ WDYROD GHOO
LQVHJQDPHQWR�

1HO FDPSR FDWWROLFR VL YHQJRQR D IRUPDUH RUGLQL UHOLJLRVL FKH VL GHGLFDQR
DOO
LQVHJQDPHQWR WUD FXL L *HVXLWL IRQGDWL GD XQ H[ PLOLWDUH VSDJQROR ,JQD]LR GL
/R\ROD �FRPSDJQLD q XQ WHUPLQH PLOLWDUH�� 4XHVWR q XQ RUGLQH DOOH GLUHWWH
GLSHQGHQ]H GHO SDSD� /R VFRSR GHOOD FRPSDJQLD �GRSR DOFXQH HVLWD]LRQL� q
TXHOOR GL LPSDGURQLUVL GHOO
HGXFD]LRQH GHOO
HOLWH� ,Q SRFKL DQQL LQ WXWWD (XURSD
PD DQFKH LQ WXWWR LO PRQGR VL YLHQH D FUHDUH XQD UHWH GL FROOHJL GHVWLQDWL DL
JHVXLWL VWHVVL H DQFKH SHU OD IRUPD]LRQH GL TXHVWH FODVVL GL HOLWq� ,O SULPR q LO
FROOHJLR URPDQR� LQ TXHVWL FROOHJL YLHQH IRUQLWD XQ
HGXFD]LRQH FODVVLFD� WXWWR
GHQWUR O
DWULR GHL SDOHWWL PHVVL D SXQWR GDOOD FRQWURULIRUPD� 0D GHQWUR TXHVWR
DWULR VL KD XQ IRUWH VYLOXSSR GHOO
LQVHJQDPHQWR VFLHQWLILFR� ,Q SDUWLFRODUH XQ
SHUVRQDJJLR LPSRUWDQWH q &ULVWRIRUR &ODYLR� R PHJOLR &KULVWRSK &ODYLXV



������������ LO TXDOH GLYHQWHUj LO PDWHPDWLFR GHO FROOHJLR URPDQR� FKH LQ
TXHVWR SHULRGR OD FKLHVD HUD LPSHJQDWD QHOOD ULIRUPD GHO FDOHQGDULR �LO
FDOHQGDULR JUHJRULDQR� GDO QRPH GL SDSD *UHJRULR ;,,,� FKH OR SURPXOJz QHO
������ 3ULPD GHO FDOHQGDULR *UHJRULDQR YHQLYD XVDWR TXHOOR *LXOLDQR FKH
SUHYHGH XQD OXQJKH]]D GHOO
DQQR SLXWWRVWR LPSUHFLVD TXLQGL SRUWDYD D GHOOH
LQFRQJUXHQ]H VXOOD GDWD GHOOD SDVTXD �O
HTXLQR]LR GL SULPDYHUD VL VSRVWDYD
VHPSUH SL� LQGLHWUR H OD SDVTXD q FROOHJDWD D TXHVWR� H VX DOWUL DVSHWWL
GRJPDWLFL� TXHVWD LQFRQJUXHQ]D HUD VWDWD ULVROWD GD XQ PDWHPDWLFR FDODEUHVH
FKH SHUz HUD PRUWR SULPD GHO FRPSLPHQWR GHO FDOHQGDULR� O
LGHD GL WDOH
PDWHPDWLFR HUD GL FRQVLGHUDUH ELVHVWLOL VROR � VHFROR VX �� TXLQGL QHO ����
SDSD *UHJRULR ;,,, SURPXOJD OD EROOD GL ULIRUPD GHO FDOHQGDULR� FKH SHUz L
SURWHVWDQWL QRQ DFFHWWDURQR� H TXLQGL F
q GD GLIHQGHUH TXHVWD FRVD� DQFKH GDL
FDWWROLFL �DOFXQL FDWWROLFL QRQ DFFHWWDURQR�� &ULVWRIRUR &ODYLR FKH HUD VWDWR
LPPHVVR QHO FRQVLJOLR SHU SURPXOJDUH LO FDOHQGDULR GLYHQWD LO PDWHPDWLFR GL
VDQWD URPDQD FKLHVD� RYYHUR FROXL FKH GLIHQGH OD ULIRUPD SL� LPSRUWDQWH FKH
ULJXDUGD WXWWD OD FULVWLDQLWj �q FROOHJDWD DOOD SDVTXD�� &ODYLR GLYHQWD PROWR
IDPRVR H TXHVWR IDFLOLWD LO VXR ODYRUR FKH q GL GLYXOJD]LRQH� (JOL SXEEOLFKHUj
XQ (XFOLGH ULSUHVR GD XQ WHVWR IUDQFHVH FRQ GHL FRPPHQWL� &L VDUj XQD
HGL]LRQH GHO ����� ����� ���� LQWHUYDOODWH SRL GD YDULH HGL]LRQL SLUDWD ILQR D
TXHOOD GHO ��������� D 0DJRQ]D� YLD YLD FKH ID OH QXRYH HGL]LRQL DJJLXQJH GHO
PDWHULDOH� VL KDQQR GLPRVWUD]LRQL H FRPPHQWL FKH ULPDQGDQR DOOD PDWHPDWLFD
DQWLFD FKH q ULVROWD H VWD ULVRUJHQGR LQ TXHVWL DQQL� 'LYHQWD XQD VRUWD GL
PDQXDOH SHU LO GLVFHQWH�GLVFHSROR� FKH YRJOLD DSSURIRQGLUH OD PDWHULD� /R
VWHVVR GLVFRUVR OR VL SXz IDUH SHU LO FRPPHQWR DOOD 6IHUD GL 6DFURERVFR �HUD
XQ PDWHPDWLFR� QRWR DQFKH FRPH -RKQ +ROO\ZRRG� HUD XQ WHVWR GL DVWURQRPLD
PROWR HOHPHQWDUH FRQ GLYHUVL HUURUL� &ODYLR YLD YLD LQ TXHVWD RSHUD YD
DJJLXQJHQGR WXWWH OH QRYLWj DVWURQRPLFKH D WDO SXQWR DOOD ILQH GHOOD VXD YLWD OXL
DJJLXQJH DQFKH OH VFRSHUWH IDWWH GD *DOLOHR�
1HO FRUVR GHO 
��� O
RSHUD GHL PDWHPDWLFL GHO ��� ID VL FKH LO UHFXSHUR FKH VWD
DYYHQHQGR QHOOD PDWHPDWLFD FODVVLFD VL SRVVD GLIIRQGHUH D OLYHOOR GL
LQVHJQDPHQWR�

5LDSSURSULD]LRQH GHOOD PDWHPDWLFD FODVVLFD GLYLVD LQ WUH SDUWL�
�� 5LDSSURSULD]LRQH EUXWD GHO WHVWR
�� 9HQJRQR IDWWH QXRYH WUDGX]LRQL HV =DPEHUWL R 0HPPR
�� $FFDQWR DOOH QXRYH WUDGX]LRQL DYYLHQH DQFKH XQD IDVH GL FRPPHQWR�

TXHVWR PDWHULDOH KD ELVRJQR GL HVVHUH UHLQWHUSUHWDWR� 6L KD LO ELVRJQR
GL DYHUH XQD LQWHJUD]LRQH VXO SLDQR ILORORJLFR �YHGL LPSRUWDQ]D GHOOH
HGL]LRQL FULWLFKH� KDL LO WHVWR FHUFKL L ULIHULPHQWL HFF�H O
DOWUD q XQD
LQWHJUD]LRQH GL WLSR PDWHPDWLFD� $UFKLPHGH SDUOD GHOOD SDUDEROD LR



QRQ VR FRVD q H GD TXHOOR FKH GLFH FHUFR GL FDSLUOR� 6L WUDWWD GL GXH
HWLFKHWWH DVWUDWWH� H FL VDUHEEH XQD WHU]D� XQD LQWHJUD]LRQH VHOI
VHUYLFH �XQ SR
 FRPH ID 7DUWDJOLD��

,QWHJUD]LRQH VXO SLDQR ILORORJLFR 	 LQWHJUD]LRQH GL WLSR PDWHPDWLFD�
4XHVWH GXH HWLFKHWWH SRVVRQR HVVHUH DWWULEXLELOL D GXH SHUVRQDJJL
IRQGDPHQWDOL FKH VRQR )UDQFHVFR 0DXUROLFR �0HVVLQD ���������� H
)HGHULFR &RPPDQGLQR �8UELQR �����������
0DXUROLFR
0DXUROLFR YLYH LQ XQ DPELHQWH SHULIHULFR� XQ SR
 FRPH $UFKLPHGH� &RVu FRPH
6LUDFXVD QRQ q $OHVVDQGULD PD q FRPXQTXH XQD PHWURSROL HOOHQLVWLFD OD
VWHVVD FRVD OD SRVVLDPR GLUH GL 0HVVLQD� FRQWHVWXDOL]]DWD DO WHPSR GL
0DXUROLFR� $ 0HVVLQD SRFR SULPD GL 0DXUROLFR DEELDPR XQD LPSRUWDQWLVVLPR
VFXROD JUHFD� 0D DOOR VWHVVR WHPSR 0HVVLQD QRQ q 8UELQR� QRQ q XQD GHOOH
JUDQGL FDSLWDOL GHOO
XPDQHVLPR GHO 
��� SHU FXL 0DXUROLFR VL PHULWD O
HWLFKHWWD
GHOO
LQWHJUD]LRQH PDWHPDWLFD H O
DOWUR GHOO
LQWHJUD]LRQH VXO SLDQR ILORORJLFR�
0DXUROLFR LQL]LD L VXRL VWXGL VWXGLDQGR O
(XFOLGH GL =DPEHUWL H LO 'H
H[SHWHQGLV HW IXJLHQGLV UHEXV GL *LRUJLR 9DOOD ������� HJOL HUD XQ XPDQLVWD
SLDFHQWLQR FKH YLYHYD D 9HQH]LD GRYH DYHYD XQD VFXROD� ,Q TXHVWD RSHUD OXL
SXEEOLFD OD WUDGX]LRQH GL PROWLVVLPL WHVWL JUHFL FKH KD D GLVSRVL]LRQH� H SLDQR
SLDQR YD VYLOXSSDQGR XQ SURJUDPPD GL HQFLFORSHGLD PDWHPDWLFD� FKH YD
FRQWLQXDPHQWH D PRGLILFDUH SHUFKp DYYHQJRQR FRQWLQXH QRYLWj QHOOD ELEOLRWHFD
GL 0HVVLQD� SHU HVHPSLR

D� QHO ���� HJOL q FRQYLQWR GL DYHU ULFRVWUXLWR OD PLVXUD GHO FHUFKLR
HTXLOLEULR GHL SLDQL� 6& �SHU $UFKLPHGH� TXDQGR HVFH O¶HGLWLR SULQFHSV D
%DVLOHD VL WURYD GL IURQWH 6SLUDOL FRQRLGL H VIHURLGL� VFRSUH FKH /
(3 FKH
DYHYD ULFRVWUXLWR VXOOD EDVH GL QRWL]LH GL 9DOOD q FRPSOHWDPHQWH GLYHUVR
GDOO
HTXLOLEULR GHL SLDQL GL %DVLOHD�

E� 6HPSUH QHO ���� q DUULYDWR D FRPSRUUH WUH OLEUL GL (OHPHQWD
&RQLFRUXP PD QHO ���� HVFH OD WUDGX]LRQH GL 0HPR� GHOOH FRQLFKH GL
$SROORQLR� q FRVWUHWWR D EXWWDUH L WUH OLEUL FKH DYHYD VFULWWR� 4XHVWR ODYRUR
GL FRQWLQXR ULIDFLPHQWR IDUj VL FKH QHO FRUVR GHOOD VXD YLWD SXEEOLFD
SRFKLVVLPR�

F� /XL QHO ���� KD XQ WHVWR VX FXL KD LQL]LDWR D ODYRUDUH YHUVR LO ����
RYYHUR LO �PRPHQWXV OLEHOOXV GH PRPHQWLV DHTXDOLEXV�� LO FRQFHWWR GL
PRPHQWR OR ULSUHQGH GD 9DOOD� ( QHO ���� VFRSUH O
(3 � H � H VL
DFFRUJH FKH LO VXR ODYRUR q GD XQD SDUWH SL� YDVWR H SL� SUHFLVR GL
TXHOOR GL $UFKLPHGH� SHUFKp LQ $UFKLPHGH QRQ F
q XQD WHRULD
GHOO
HTXLOLEULR R GHO PRPHQWR �DOPHQR HVSOLFLWD� FKH 0DXUROLFR KD
HODERUDWR FRPH SHVR SHU GLVWDQ]D� QRQ F
q OD WUDWWD]LRQH GHO FHQWUR GL
JUDYLWj GL ILJXUH VROLGH� FRVD FKH 0DXUROLFR KD IDWWR� TXLQGL GHFLGH GL



WUDVIRUPDUH LO VXR OLEUR LQ �'H PRPHQWL DHTXDOLEXV OLEUL TXDWXRU�� LQ
FXL PDQWLHQH OH VXH FRVH DJJLXQJHQGR WXWWD OD WUDWWD]LRQH $UFKLPHGHD
GHO FHQWUR GL JUDYLWj GHO VHJPHQWR GL SDUDEROD�

G� 1HO ���� KD XQD LGHD QXRYD �KD TXDVL �� DQQL� VFRSUH LO FHQWUR GL
JUDYLWj GHO SDUDERORLGH� ULXVFHQGR D FDSLUH FKH LO FHQWUR GL JUDYLWj GLYLGH
O
DVVH FRPH LQ TXHOOR GHO WULDQJROR QHO UDSSRUWL ���� 4XLQGL DJJLXQJH
TXHVWD GLPRVWUD]LRQH DL VXRL � OLEUL FKH KD JLj HODERUDWR� ODYRUDQGR
FRQWLQXDPHQWH LQ TXHVWR PRGR LO VXR ODYRUR GLIILFLOPHQWH YLHQH
VWDPSDWR�

H� 0DXUROLFR KD HODERUDWR DQFKH WHVWL VXOOH FRQLFKH� VXL QXPHUL ILJXUDWL� GL
DVWURQRPLD� XQ WUDWWDWR GL FRVWUX]LRQL GL RURORJL VRODUL�

I� (JOL LQ WXWWD OD VXD YLWD SXEEOLFKHUj VROR QHO ���� XQD VXD UHYLVLRQH GL
WUDWWDWL GL JHRPHWULD VIHULFD GL 7HRGRVLR H 0HQHODR� 4XHVWR ODYRUR
DYUj XQD LQIOXHQ]D SLXWWRVWR VFDUVD LQ TXDQWR QHOOD VWDPSD DUULYHUj SRFR
R QLHQWH� DQFKH VH KD FRQWDWWL FRQ &RPPDQGLQR� FRQ L *HVXLWL H FRQ
&ULVWRIRUR &ODYLR�

J� $WWUDYHUVR &ODYLR DOFXQH VXH LGHH WURYHUDQQR XQ PLQLPR GL GLIIXVLRQH� H
DWWUDYHUVR L JHVXLWL L VXRL WUDWWDWL VXJOL RURORJL VRODUL �DVWURQRPLD� H VXO
WUDWWDWR GL DULWPHWLFD YHUUDQQR SXEEOLFDWL D 9HQH]LD QHO �����

K� $OWUH RSHUH SXEEOLFDWH VRQR QHO ���� 9ROXPH GL VIHULFD� 7HRGRVLR�
0HQHODR� 0DXUROLFR VWHVVR�

L� ( QHO ���� DYHYD SXEEOLFDWR XQ VXR WUDWWDWR GL FRVPRJUDILD �VRQR GHL
GLDORJKL�

M� ULPDQH LQHGLWR LO VXR $UFKLPHGH H LO VXR $SROORQLR FKH DYUHEEHUR DXWR
XQD YDVWD LQIOXHQ]D VH IRVVHUR VWDWL SXEEOLFDWL�

)HGHULFR &RPPDQGLQR
(JOL QDVFH DG 8UELQR� VDUj DO VHUYL]LR GHL GXFKL G
8UELQR� SRL SDVVD DL )DUQHVH
�IDPLJOLD PROWR SRWHQWH� H VXFFHVVLYDPHQWH WRUQHUj DG 8UELQR GRYH IRQGHUj
XQD VFXROD PDWHPDWLFD� YLYHQGR QHOOH SL� LPSRUWDQWL FDSLWDOL XPDQLVWH� 4XHVWR
LQIOXHQ]HUj SDUWLFRODUPHQWH LO VXR HVVHUH PDWHPDWLFR�

/(=,21( ��ĺ ����������
9ROWD VFRUVD�
$ SDUWLUH GDO 
��� VL DVVLVWH DO

�� UHFXSHUR GHO FRUSXV GHOOD PDWHPDWLFD JUHFD
�� OD WUDGL]LRQH DEDFKLVWD GHOOD PDWHPDWLFD H GHOOD FXOWXUD GHOO
DEDFR

�DVFHQGHQ]H DUDEH� FRQRVFH XQR VYLOXSSR QRWHYROLVVLPR GRYXWR DOOR
VWXGLR GHOOH HTXD]LRQL GL WHU]R H TXDUWR JUDGR�



7UD OD PHWj GHO 
��� H L SULPL GHO 
��� OD FXOWXUD XPDQLVWLFD SHUPHWWH LO
UHFXSHUR GHO TXDVL LQWHUR FRUSXV GHOOD PDWHPDWLFD JUHFD� VRQR GLVSRQLELOL�

�� (XFOLGH QHOOD WUDGX]LRQH GL &DPSDQR H =DPEHUWL�
�� $SROORQLR QHOOD WUDGX]LRQH GL 0DPPR�
�� 'LRIDQWR FKH YLHQH SXEEOLFDWR QHO ���
�� $UFKLPHGH FKH HVFH LQ %DVLOHD�
�� &RPPDQGLQR FRQ YDULH RSHUH HVFH QHO 
�� HVFRQR RSHUH GL (URQH�

7HRGRVLR H 0HQHODR YHQJRQR SXEEOLFDWL GHL ULIDFLPHQWL GD SDUWH GL
0DXUROLFR� YLHQH IDWWD QXRYD WUDGX]LRQH GL 7HRGRVLR�

�� /
XQLFD HFFH]LRQH D WXWWR TXHVWR q 3DSSR FKH YLHQH SXEEOLFDWR D ILQH
VHFROR� WUDGRWWR GD &RPPDQGLQR� 3DSSR VDUj XQ LPSRUWDQWH SXQWR GL
VYROWD�

�� $EELDPR VRWWROLQHDWR SL� YROWH DQFKH O
LPSRUWDQ]D FKH KD OD VWDPSD�
4XHVWD SHUPHWWH XQ �FROORTXLR� WUD L ILORQL GHOO
DEDFR H GHOOH FRUWL
XPDQLVWLFKH �DQFKH VH XQR QRQ q DOOLHYR GL PDHVWUL G
DEDFR SXz OHJJHUVL
O
$UV 0DJQD GL &DUGDQR� H SHUPHWWH OD FUHD]LRQH GL FRPXQLWj GL
PDWHPDWLFL QRQ SL� OHJDWD DG XQ FHQWUR� FRPH HUD VWDWR ILQR D SULPD� 8Q
HVHPSLR PROWR FKLDUR q )UDQFHVFR 0DXUROLFR FKH VWD D 0HVVLQD� FKH
QRQ q XQ LPSRUWDQWH FHQWUR XPDQLVWLFR TXLQGL QRQ KD D GLVSRVL]LRQH
WDQWLVVLPL OLEUL� PD JUD]LH DOOD VWDPSD HJOL SXz VWXGLDUH GLYHUVH RSHUH
FKH DOWULPHQWL QRQ DYUHEEH SRWXWR� 4XLQGL 0DXUROLFR QHO 
�� VXOOD EDVH GL
QRWL]LH UDFFROWH FRVWUXLVFH GLYHUVH RSHUH� WUD FXL ,O �GH PRPHQWLV
DHTXDOLEXV«� FKH FRQWLQXHUj D VYLOXSSDUOR SHU WXWWD OD VXD YLWD� 1HO ��
VFRSUH XQ PRGR SHU WURYDUH LO FHQWUR GL JUDYLWj GL XQ VROLGR GL URWD]LRQH�
0DXUROLFR q XQ HVHPSLR GL DSSURFFLR GL LQWHJUDUH SDUWHQGR GD QRWL]LH
SUHVH �D JLUR� H FRVWUXHQGRVL GD ]HUR WHRULH �DG HVHPSLR GHILQLVFH LO
PRPHQWR�� 6HPSUH SDUODQGR GL 0DXUROLFR TXHVWD ULDSSURSULD]LRQH
DYYLHQH LQ WUH IDVL�

�� 0DWHULDOH GL DFFXPXOR GHL WHVWL
�� 3ULPD GLIIXVLRQH GL TXHVWL WHVWL FRQ OH WUDGX]LRQL DQFKH LQ ODWLQR R L

JUHFR
�� 4XHVWD QXRYD FRPXQLWj GL PDWHPDWLFL FHUFDQR GL FDSLUH H GL

LQWHJUDUH WXWWD TXHVWD PDVVD GL QRWL]LH� 9HGL L FRQRLGL H VIHURLGL GL
$UFKLPHGH� SHU FDSLUOL ELVRJQD VWXGLDUH $SROORQLR� FRVu SHU OD
TXDGUDWXUD GHOOD SDUDEROD� 0DXUROLFR ULVROYH TXHVWR SUREOHPD
LQYHQWDQGRVL GHOOH WHRULH�



0DXUROLFR YLHQH D FRQWDWWR FRQ TXHVW¶RSHUD EHQ SULPD FKH OD WHRULD GHOOH
FRQLFKH VLD GLVSRQLELOH� ,QIDWWL� OD SULPD YROWD FKH OD WHRULD GHOOH FRQLFKH VDUj
GLVSRQLELOH VDUj QHO ���� GL 0HPPR� 6XOOD EDVH GL 6HUHQR H 9DOOD H VXOOD
TXDGUDWXUD GHOOD SDUDEROD XVFLWD QHO ����� 0DXUROLFR SURGXFH (OHPHQWD
&RQLFRUXP�SHUGXWR�� GD FXL VL FDSLVFH FKH DYHYD FRVWUXLWR SDUWH GHOOD WHRULD
DSROORQLDQD VXOOH FRQLFKH� XQD YROWD XVFLWD TXHOOD GL 0HPPR QHO ���� VL UHQGH
FRQWR FKH OD VXD q LPSHUIHWWD H SUHQGH OD WUDGX]LRQH GL 0HPPR H OD ULVFULYH
VXOOD EDVH GL 0DWHPDWLFD�

)HGHULFR &RPPDQGLQR �8UELQR ��������� 8UELQR�
8UELQR q OD FDSLWDOH GL XQ GXFDWR FKH q XQR GHL JUDQGL FHQWUL GHOO
XPDQHVLPR
LWDOLDQR� /D ULFFKH]]D GL 8UELQR VL IRQGD VXOOD JXHUUD� ,O IRQGDWRUH )HGHULFR GD
0RQWHIHOWUR q VWDWR HGXFDWR LQ XQR GHL FHQWUL SL� UDIILQDWL GHOO
XPDQHVLPR
LWDOLDQR� RYYHUR OD VFXROD GL YLWWRULQR GD )HOWUH FKH D 0DQWRYD DYHYD
RUJDQL]]DWR OD VFXROD �*LRFRVD�� SHU JLRYDQL PHULWHYROL� 4XHVWD VFXROD q XQD
GHOOH SL� LPSRUWDQWL WUD L FHQWUL XPDQLVWLFL LQ TXHVWD VFXROD VWXGLD H ODYRUD
-DFRSR GL 6DQ &DVVLDQR �YHGL $UFKLPHGH��
/D JLRFRVD q XQ SRVWR GRYH OD PDWHPDWLFD q GL JUDQGH VWLPD� )HGHULFR q ILJOLR
GL XQ DUFKLWHWWR GHO GXFD LO TXDOH SDUWHFLSD DOOD FRVWUX]LRQH GHOOH IRUWLILFD]LRQL GL
8UELQR� 6L FKLDPD )HGHULFR SHUFKp VXR QRQQR q VWDWR DO VHUYL]LR GL )HGHULFR
GD 0RQWHIHOWUR �LO SULPR GXFD�� HG q XQD IDPLJOLD SLHQDPHQWH LQVHULWD QHL
PHFFDQLVPL GL SRWHUH GHO GXFDWR� ,QIDWWL VXFFHVVLYDPHQWH HQWUD DO VHUYL]LR GL
*XLGREDOGR ,, H FRQ OXL SXz YLDJJLDUH PROWR H IUHTXHQWDUH LPSRUWDQWL FHQWUL
FXOWXUDOL ROWUH 8UELQR� 'RSR *XLGREDOGR� )HGHULFR SDVVD DOOD IDPLJOLD )DUQHVH�
GRYH DOO
HSRFD SDSD 3DROR ,,, DYHYD GXH QLSRWL FDUGLQDOL $OHVVDQGUR H
5DQXFFLR� LQ SDUWLFRODUH )HGHULFR SDVVHUj DO VHUYL]LR GL 5DQXFFLR
$EELDPR D FKH IDUH FRQ XQ SHUVRQDJJLR OD FXL ELRJUDILD q FRPSOHWDPHQWH
GLYHUVD GD TXHOOD GL 0DXUROLFR�
0HQWUH &RPPDQGLQR q DO VHUYL]LR GL 5DQXFFLR� FRQRVFH LO FDUGLQDOH 0DUFHOOR
&HUYLQL FKH HUD ELEOLRWHFDULR GHOOD ELEOLRWHFD YDWLFDQD H WDOH FDUGLQDOH q LQ
SRVVHVVR GHOOD WUDGX]LRQH GL *XJOLHOPR GL 0RHUEHNH� DUULYDWD D OXL LQWRUQR DO
����� FKH FRQWLHQH OD WUDGX]LRQH GHL JDOOHJJLDQWL �QHO FRGLFH %� DQGDWR
SHUGXWR GRSR LO ����� H LQ TXHVWL DPELHQWL FROWL H UDIILQDWL FL VL SRQH LO SUREOHPD



GL FDSLUH TXDOFRVD GDO WHVWR GHL JDOOHJJLDQWL� 1HO ���� 7DUWDJOLD SXEEOLFD LO VXR
$UFKLPHGH� HJOL SXEEOLFD VROR LO SULPR OLEUR SHUFKp VL UHVH FRQWR FKH LO
VHFRQGR OLEUR HUD LQ FRQGL]LRQL SLHWRVH� QRQ VL SRWHYD SXEEOLFDUH� 4XLQGL
&HUYLQL FKLHGH D &RPPDQGLQR VH OXL q LQ JUDGR GL ULSRUWDUH DOO
DQWLFR VSOHQGRUH
LO VXR WHVWR� 'L IURQWH D TXHVWR FRPSLWR� &RPPDQGLQR VL PHWWH D VWXGLDUH SL�
PDWHPDWLFD JUHFD SRVVLELOH� SHU IDUH TXHVWR YD D 9HQH]LD GRYH FKLHGH LQ
SUHVWLWR XQ $UFKLPHGH H XQ $SROORQLR� YXROH DQGDUH DIIRQGR VX TXHVWL
*DOOHJJLDQWL� 1HO ���� GRSR QXPHURVL VWXGL� SXEEOLFD JOL �$UFKLPHGLV RSHUD
QRQ QXOOD� FL VRQR WXWWH OH RSHUH FKH QRQ KDQQR LO FRPPHQWR GL (XWRFLR
RYYHUR &RQRLGL H VIHURLGL� VSLUDOL� TXDGUDWXUD GHOOD SDUDEROD H PLVXUD GHO
FHUFKLR� WXWWR TXHVWR FRQ FRPPHQWR�

4XHVWD q XQ
RSHUD FRQFHSLWD LQ PDQLHUD XQLFD� DG HVHPSLR QHOOD PLVXUD GHO
FHUFKLR �DQFKH VH OD SULPD SDUWH q GLIHWWRVD� FKH VL FDSLVFH VH VL VD OD ���� GL
(XFOLGH�� QHOOD WHU]D SDUWH GRYH SDUOD GHO R PHJOLR SDUOD GHO UDSSRUWR WUDƫ
FLUFRQIHUHQ]D H GLDPHWUR H FLRq � � 4XHVWR WHVWR LQ WXWWD ODɌ Ɋɉ

ɐɊ  ԾŞ Կ  Ɍ Ɋ
ɐ

WUDGL]LRQH JUHFD q SLHQR GL HUURUL SHUFKp $UFKLPHGH SHU GHWHUPLQDUH TXHVWD
FRVD FDOFROD LO SHULPHWUR SULPD GL XQ

�� HVDJRQR �XQ HVDJRQR KD LO SHULPHWUR S ��U�UDJJLR� H LO GLDPHWUR G ��U ĺ

�
Ջ
Կ ࡙ ɏՍ

ɋՍ ࡙ Ɍ
�� GRGHFDJRQR
�� YHQWLTXDWWUDJRQR
�� H FRVu YLD UDGGRSSLD RJQL YROWD ILQR DG DUULYDUH D ��

3HU IDUH LO FDOFROR GHO SHULPHWUR GHYH IDUH FDOFROL QXPHULFL PROWR FRPSOLFDWL H
QRL VDSSLDPR FKH L *UHFL DYHYDQR XQ VLVWHPD QXPHULFR EDVDWR VXOOH OHWWHUH
GHOO¶DOIDEHWR� 3RL FRQ VLVWHPL GL DSLFL VL SRVVRQR DYHUH OH PLJOLDLD ILQR DG

DUULYDUH D � 4XHVWR VLVWHPD KD LO GLIHWWR FKH L QXPHUL VL FRQIRQGRQR FRQ OHɊɉɑ

OHWWHUH H TXLQGL FL VRQR WDQWL HUURUL GL FRSLDWXUD� 2UD OD UHYLVLRQH FKH
&RPPDQGLQR ID q LO SULPR WHVWR SXEEOLFDWR FKH QRQ FRQWHQJD QHDQFKH XQ
QXPHUR VEDJOLDWR� q OD UHVWLWX]LRQH GHO WHVWR JUHFR VHQ]D HUURUL� 4XHVWD q OD



ILORORJLD FLRq LQWHJUDUH WXWWD OD URED JUHFD FKH FL q DUULYDWD ULFRPSRQHQGROD FRQ
JOL VWUXPHQWL DGDWWL�
/D GLIIHUHQ]D FRQ 0DXUROLFR q HYLGHQWH�$G HVHPSLR QHOOD PLVXUD GHO FHUFKLR
0DXUROLFR GD � SURSRVL]LRQL QH ID �� DOODUJDQGR WXWWD OD GHVFUL]LRQH GHO WHVWR H
DJJLXQJHQGR DOWUH FRVH� 2SSXUH DQFKH 5HJLRPRQWDQR QHOOH VXH RSHUH
JLRYDQLOL HUD JLXQWR D WURYDUH OD GLPRVWUD]LRQH FRUUHWWD GL TXHVWR ULVXOWDWR PD
TXDQGR KD D FKH IDUH FRQ OD WUDGL]LRQH GL &DVVDQR YHGHQGR WXWWH TXHOOH
LQFRQJUXHQ]H ODVFLD SHUGHUH LO WHVWR�
4XLQGL OD PLVXUD GHO FHUFKLR &RPPDQGLQR OD SXEEOLFD XVDQGR QXPHUL
DUDEL�LQGLDQL H ULPXRYHQGR O
DPELJXLWj WUD OHWWHUH H QXPHUL GDWD GDO VLVWHPD
QXPHULFR JUHFR� 6XOOD VWHVVD VFLD GL TXHVWR QHO ���� SXEEOLFD OH &RQLFKH GL
$SROORQLR LQVLHPH D 6HUHQR� FRPPHQWR GL (XWRFLR H L OHPPL GL 3DSSR QHO
�� OLEUR GHOOD &ROOH]LRQH�
$O GL Oj GL TXHVWR� O
RSHUD GL &RPPDQGLQR q PROWR LPSRUWDQWH SHUFKp UHQGH
GLVSRQLELOL FRPPHQWDWL LO FRUSXV GHOOD PDWHPDWLFD DQWLFD� ROWUH D TXHVWR
&RPPDQGLQR SXEEOLFKHUj XQD VXD WUDGX]LRQH GL (XFOLGH������WUDGRWWD SRL LQ
,WDOLDQR ����� � SXEEOLFKHUj LO 'H $QDOHPPD GL 7RORPHR XQ WHVWR VXOOD
SURLH]LRQH VWHUHRJUDILFD GHOOD VIHUD� SUHSDUHUj XQD HGL]LRQH VXOOD FROOH]LRQH
GL 3DSSR DQFKH VH PRULUj SULPD GL SRWHUOD SXEEOLFDUH YHUUj SXEEOLFDWD QHO
����� 3XEEOLFKHUj DQFKH VXH RSHUH RULJLQDOL� WUD FXL XQ WUDWWDWR GL
SURVSHWWLYD FKH DYUj XQD QRWHYROH LQIOXHQ]D VX *XLGXEDOGR GDO 0RQWH �VXR
DOOLHYR H JUDQGH HVSRQHQWH GHOOD VFXROD GL 8UELQR�� H SRL SQHXPDWLFD GL
(URQH � /H PDFFKLQH D YDSRUH GHOO¶DQWLFKLWj�

4XDQGR 5DQXFFLR PXRUH QHO ��� )HGHULFR WRUQD D 8UELQR H GLYHQWD SUHFHWWRUH
GHOO¶HUHGH DO WURQR GHO GXFDWR )UDQFHVFR 0DULD ,, SHU LO TXDOH WUDGXFH (XFOLGH�
JUD]LH DOO
DSSRJJLR GHO GXFD LPSLDQWHUj XQD WLSRJUDILD D FDVD VXD H GDOOD
WLSRJUDILD VWHVVD XVFLUj (XFOLGH� SRL PXRUH QHO ��� 0D LQWRUQR D &RPPDQGLQR
VL IRUPD XQD YHUD H SURSULR VFXROD GL FXL VL ULFRUGD XQ VXR DOOLHYR *XLGXEDOGR
GDO 0RQWH LPSRUWDQWH VXO FDPSR GHOOD PHFFDQLFD H VXO FDPSR GHOOD
SURVSHWWLYD� &L VDUj SRL XQD WHU]D JHQHUD]LRQH GHOOD VFXROD GL 8UELQR �DOFXQL
HVSRQHQWL VRQR %DOGL H 2GGL��

&RPPDQGLQR SXEEOLFD DQFKH XQ WUDWWDWR VXJOL RURORJL VRODUL� 6RQR
LPSRUWDQWL LQ TXDQWR FRPLQFLDQR DG DQGDUH GL PRGD JOL RURORJL PHFFDQLFL FKH
GHYRQR HVVHUH UHJRODWL� SHUFKp SHUGRQR PROWR �� PLQXWL DO JLRUQR� H TXL
LQWHUYHQJRQR JOL RURORJL VRODUL�
,QROWUH FRVD LPSRUWDQWH q FKH VL LQWHUHVVD D RSHUH GHOOD WUDGL]LRQH DEDFKLVWD�
KD LQWHQ]LRQH GL SXEEOLFDUH XQ
HGL]LRQH FRPPHQWDWD GHOOD SUDFWLFD
JHRPHWULDH GL /HRQDUGR 3LVDQR�



6WXGLD DQFKH DOJHEUD� SUREOHPL UHODWLYL DO ; OLEUR GL (XFOLGH �JUDQGH]]H
LQFRPPHQVXUDELOL��

,O FRQWULEXWR SL� LPSRUWDQWH q LQ GXH RSHUH FKH KD SXEEOLFDWR QHO ����� XQD L
*DOOHJJLDQWL GD OXL ULYLVWL� SUHQGH LO WHVWR GL *XJOLHOPR H OR LQWHJUD LQ TXDQWR
F
HUDQR PROWH LQFRQJUXHQ]H� ,O VHFRQGR OLEUR HUD PROWR GLVRUGLQDWR� LQ WDOH
OLEUR� QHOOD SURSRVL]LRQH �� LO FHQWUR GL JUDYLWj GL XQ SDUDERORLGH GLYLGH O
DVVH
QHO UDSSRUWR ���� &RPPDQGLQR VL UHQGH FRQWR FKH TXHVWD SURSRVL]LRQH QRQ q
GLPRVWUDWD� YD GLPRVWUDWD� 4XLQGL DFFDQWR DL *DOOHJJLDQWL GL *XJOLHOPR
SXEEOLFD �OLEHU GH FHQWUR JUDYLWDWLV VROLGRUXP�� LQ FXL QHOOD OHWWHUD GL GHGLFD
D 5DQXFFLR R $OHVVDQGUR� GLFH FKH QRQ q SRVVLELOH LPPDJLQDUVL FKH
$UFKLPHGH DEELD GHWWR TXDOFRVD VHQ]D GLPRVWUDUOR� %LVRJQD FRQRVFHUH
TXDOFRVD VXO FHQWUR GL JUDYLWj GHL VROLGL� GD TXL VL YLHQH D FUHDUH XQD QXRYD
WHRULD FKH JOL DQWLFKL DYHYDQR PD QRL QRQ DEELDPR� TXHVWR q LO SULPR HVHPSLR
LQ FXL LO ULWURYDPHQWR GL RSHUH DQWLFKH SRUWD DOOR VYLOXSSR GL TXDOFRVD GL QXRYR�

0DWHULDOL GD FXL &RPPDQGLQR SXz SDUWLUH VRQR (3 , SURSRVL]LRQH ��� (3 ,,
SURSRVL]LRQH �
1HOOD SURSRVL]LRQH ���

9LD YLD DSSURVVLPDQGR LO UHVLGXR WHQGH D ]HUR H O¶DSSURVVLPDQWH WHQGH DO
WULDQJROR� 4XLQGL LO UDSSRUWR 5�$SSURVVLPDQWH WHQGH D ]HUR� 0D W q ILVVR H D VL
PXRYH VXOOD UHWWD TXLQGL DW q XQD TXDQWLWj OLPLWDWD QRQ SXz DQGDUH D LQILQLWR ĺ



DW WHQGH D � H WU WHQGH D LQILQLWR� 4XLQGL DSSURVVLPDQGR VXIILFLHQWHPHQWH LO
QRVWUR SXQWR 5 FDGUj IXRUL GDO WULDQJROR�
8Q UDJLRQDPHQWR DQDORJR OR ID QHO �� OLEUR SURS �

&RPPDQGLQR SDUWH GD TXHVWH GXH SURSRVL]LRQL�

&RPH VL SXz DSSOLFDUH TXHVWR WLSR GL LGHD LQ XQ VROLGR"
3HU DSSOLFDUOD D XQ VROLGR KR ELVRJQR GL DSSURVVLPDUH XQ VROLGR�



&RPPDQGLQR XVD TXHVWR OHPPD SHU O¶LQVHULPHQWR GL 6IHUD R SHU O¶HPLVIHUR VL
DFFRUJH FKH OD VWHVVD GLPRVWUD]LRQH SXz YDOHUH SHU WXWWH OH DOWUH ILJXUH� 4XL
F¶q XQ SXQWR LPSRUWDQWH FKH UDSSUHVHQWD LO SULPR GLVWDFFR FKH XQD FHUWD
GLPRVWUD]LRQH VL DSSOLFD D WXWWD XQD VHULH GL ILJXUH� &RQ /XFD 9DOHULR��� DQQL
GRSR� DEELDPR XQ VDOWR GHILQLWLYR GD TXHVWR DSSURFFLR FODVVLFR�



  
LEZIONE   20→   30-11-2020     

  
volta   scorsa   
Volta   scorsa   abbiamo   visto   il   fenomeno   del   ritorno   dei   grandi   classici.   Questa   
matematica   deve   essere   integrata   e   dominata,   per   capirla   tutta.   Sono   presenti   
due   o   più   strade:     

1) integrazione   matematica   (Maurolico)   
2)   integrazione   filologica   (Commando).     

  
Commandino     pubblica   una   serie   di   opere,   e   questo   ha   un'importanza   enorme   
perché   rende   disponibili   sul   mercato   matematico   una   grande   quantità   di   testi   
commentati   che   si   prestano   a   essere   studiati,   e   vanno   oltre   il   testo   stesso   (in   
quanto   sono   commentati   e   comprensibili   molto   meglio).     
Commandino   ha   una   importanza   particolare   perché   oltre   questo   ruolo   di   
diffusione   della   matematica   classica,   egli   è   il   primo   a   pubblicare   un   
lavoro   originale   in   cui   cerca   di   riprendere   la   tradizione   della   matematica   
antica.    Dovendo   cercare   di   riportare   alla   chiarezza   originaria   il   testo   originale   
di   Archimede   (sotto   incarico   di   Marcello   Cervini),   non   solo   si   studia   Archimede   
e   Apollonio,   ma   rendendosi   conto   che   è   necessaria   una   teoria   dei   centri   di   
gravità   dei   solidi,   pubblica   un   libretto   intitolato    "Liber   de   centro   gravitatis   
solidorum"    (1565),     in   cui   dice   che   non   è   concepibile   che   Archimede   possa   
dire   qualcosa   senza   dimostrarlo,   quindi   cerca   di   ricostruire   una   teoria   
adeguata   per   giustificare   tale   risultato.   Per   fare   questo   si   ispira   ai   lavori   di   
Archimede.     
Per   quanto   riguarda   invece   il   secondo   libro   fa   una   cosa   simile.   Commandino   
si   rende   conto   che   tale   ragionamento   vale   in   entrambi   i   casi,   quindi   per   il   
centro   di   gravità   di   altre   figure   basta   trovare   degli   approssimanti   giusti.     
Dato   un   paraboloide   di   rotazione   o   conoide   parabolico   vuole   dimostrare   
che   il   centro   di   gravità   sta   nel   punto   individuato   da   Archimede   ovvero   
sta   nell’asse   nel   rapporto   1:2.    Comincia   col   dimostrare   che   se   tu   hai   una   
figura   fatta   da   cilindri   circoscritti   e   gamma   è   il   centro   di   gravità   del   paraboloide   
si   può   costruire   una   figura   fatta   di   cilindri   inscritti   tale   che   la   differenza   tra   
gamma   e   gamma   n   sia   piccola   a   piacere-   l’ho   scritto   in   maniera   anacronistico.   
Commandino   ha   scritto   gamma   n   perché   si   può   dare   per   certo   che   il   centro   di   
gravità   della   figura   circoscritta   (gamma   n)   stia   sopra   il   centro   di   gravità   del   
paraboloide   (gamma).   Questa   cosa   non   è   scontata.   Poi   dimostra   anche   che   si   
può   costruire   una   figura   fatta   di   cilindri   il   cui   centro   di   gravità   disti   da   quello   del   
paraboloide   per   una   piccola   quantità   



  
Questa   cosa   non   è   scontata   perché   si   può   dimostrare   che   

 n sta sopra γ e γm sta sotto γγ  
 n  centro di gravità approssimante esterno e γm centro di gravità approssimante internoγ  

Nel   nostro   linguaggio   si   ricava   che   la   successione   dei   centri   di   gravità   delle   
figure   circoscritte   e   inscritte   converge   al   centro   di   gravità   del   paraboloide.   
Poi   fa   un   ragionamento   buffo.     

  

  e   cioè      2 4   e  γ 2 4  Γ − γ > Γ − γ − γ > γ − γ  Γ
2n+1 − γ > Γ − γ  

Ma   lui   dimostra   il   caso   particolare   e   non   quello   generale   
Il   secondo   merito   di   quest'opera   sta   nei   difetti,   lui   lascia   il   problema   aperto.   
Quindi   con   Commandino   si   apre   il   filone   di   ricerca   di   determinare   i   centri   
di   gravità   delle   figure   studiate   da   Archimede .   Questo   sarà   un   problema   
che   interesserà   molti   matematici   negli   ultimi   anni   del   '500   tra   cui    Cristoforo   
Clavio   e   Galileo    (sceglie   il   problema   di   determinare   il   centro   di   gravità   dei   
solidi   per   affermarsi).   Ma   colui   che   darà   un   contributo   chiave   introducendo   un   
nuovo   punto   di   vista   sarà   un   allievo   di   Clavio,    Luca   Valerio    1553-1618.     
  
  



Luca   Valerio     
Entra   a   17   anni   nella   compagnia   di   Gesù   e   si   contraddistingue   per   le   sue   
capacità   nel   campo   della   logica   del   greco   e   della   matematica.   È   al   servizio   di   
alcune   potenti   famiglie   romane   come   i   Colonna   o   gli   Aldobrandini   e   in   
particolare   Ippolito   Aldobrandini   diventa   Papa   Clemente   VIII   e   grazie   a   lui,   
Valerio   diventa   lettore   alla   Sapienza   di   Roma,   prima   di   Greco    e   di   Matematica   
e   poi   di   filosofia   morale   e   matematica   e   manterrà   il   suo   posto   fino   alla   morte.     
    

Approccio   di   Valerio     
(Opera     Subtitium   indagationes   liber   primus   seu   quadratura   circuli    et   
aliorum   curvilineorum"     (1558)    è   un   testo   immaturo.   La   cosa   importante   è   la   
parte   evidenziata.   Valerio   vuole   quadrare   il   cerchio   usando   il   filo   a   piombo.   
Valerio   per   arrivare   alla   quadratura   del   cerchio   (molto   importante   per   i   
matematici   di   quel   tempo)   inventa   un   metodo   che   gli   permette   di   quadrare   
qualunque   figura,   questa   è   la   cosa   importante.     
  Lui   la   nasconde   questa   opera.   Galileo   glielo   chiede   ma   lui   risponde   di   non   
saperne   niente.   Attenzione:   le   figure   non   sono   proprio   tutte,   sono   quelle   che   
hanno   determinate   proprietà:   frontiera   convessa/concava.     
Ragionamento :     
Uso   il   filo   a   piombo,   posso   quadrare   qualunque   figura,   non   proprio   tutte,   solo   
quelle   con   determinate   proprietà   e   quindi   studio   quelle   con   le   proprietà   
interessate.     

  
De   centro   gravitatis   solidorum   libri   tres     
Questo   tipo   di   ispirazione   lo   si   vede   nella   sua   opera   più   importante:     "I   de   
centro   gravitatis   solidorum   libri   tres"    pubblicato   a   Roma   nel    1604.      
Valerio   invece   di   partire   dalle   singole   figure   che   hanno   una   certa   proprietà,   
prende   quella   certa   proprietà   e   la   trasforma   nella   definizione   di   una   classe   di   
figure,   quale   è   tale   proprietà?    La   proprietà   interessata   è   quella   che   ci   
permette   di   dimostrare   la   proposizione   19   di   Archimede.    Mi   serve   che   le   
sezioni   vadano   uniformemente   decrescendo   dal   basso   verso   l'alto .   Così   
nella   proposizione   6   del   primo   libro   considera   le   figure   piane   e   le   figure   solide   
e   dimostra   che   le   figure   piane   che   godono   della   proprietà   detta(che   la   figura   
digrada   uniformemente)   possono   essere   approssimate   con   figure   piane   la   cui   
differenza   tra   esterno   e   interno   sia   piccola   a   piacere,   una   volta   identificata   
questa   classe   di   figure   che   lui   chiama   figure   digradanti   attorno   ad   un'asse   (per   
le   solide)   o   attorno   ad   un   diametro   (per   le   piane),   ha   il   lemma   di   
approssimazione   e   il   teorema   che   di   dice   che   il   centro   stia   sull'asse.    Figurae   
circa   axim   in     partem   deficentes .    L'innovazione   è   il   fatto   che   l'oggetto   
non   sia   più   la   figura   ma   la   proprietà,   una   classe   di   figure.     



Inoltre   in   questo   modo   Valerio   riesce   a   ricoprire   una   gamma   di   figure   anche   
oltre   a   quelle   che   studia   Archimede   ,   in   quanto   vanno   bene   anche   le   figure   
concave.   Archimede   studiava   solo   figure   convesse.     
  

In   I.22   
Dimostra   che   ogni   figura   digradante(in   termini   moderni   vuol   dire   che   la   
funzione   è   monotona)(circa   axim   in     partem   deficentes. )   ha   il   centro   di   gravità   
sull'asse.     

  
Valerio   fa   una   grande   rivoluzione,   ma   tuttavia   resta   sostanzialmente   dentro   
quel   mondo   (il   mondo   greco),   non   arriva   a   pensare   che   vanno   bene   tutte   le  
figure,   pensa   che   vadano   bene   solo   le   figure   di   rotazione.     
    

Cosa   fa   Valerio   di   Nuovo?     
Trova   il   centro   di   gravità   di   molte   figure,   altra   cosa   importante   è   che   in   questa   
sua   tendenza   alla   generalizzazione   presenta   una   proposizione   in   cui   
condensa   le   varie   tecniche   usate   nell'antichità   e   in   qualche   modo    è   
l'inventore   del   metodo   di   esaustione .   (funzione   con   doppia   riduzione   ad   
assurdo).   Lui   dimostra   che   :     
II   libro   proposizione   1,2,3,   
date   due   grandezze   A   e   X   di   cui   X   è   ignota   e   A   è   nota   e   vogliamo   studiare   il   
rapporto   X:A.   Se   noi   abbiamo   delle   grandezze   E   e   F   che   approssimano  
rispettivamente   X   e   A   e   sai   che   E:F   stanno   in   un   rapporto   dato   →   anche   X:   A   
sono   in   quel   rapporto.   
Questo   è   un   risultato   notevole   perchè   da   adesso   tutte   le   volte   che   mi   trovo   in   
una   situazione   esaustiva   non   devo   ricostruire   tutta   la   riduzione   ad   assurdo   
come   nella   XII.2   di   Euclide.   Rispetto   ad   Euclide   e   Archimede   lo   fa   in   generale:   
Valerio   dimostra   libro   II   prop   32:     



supponiamo   di   avere   due   figure(solide   o   piane   o   una   e   una)   F,G   (circa   axim)   
digradanti   circa   un   medesimo   asse   o   diametro   +   proprietà   X   tale   che   se   
prendiamo   due   sezioni   abbiamo   che   la   sezione   1   di   F   e   la   sezione   2   di   G   
siano   proporzionali   cioè    S1(F):S2(F)   =   S1(G):S2(G)   →   centro   di   gravità   di   
F=   centro   di   gravità   di   G.     E’   un   teorema   generale   di   riduzione   di   centro   di   
gravità   di   una   figura   a   un’altra   figura   che   si   conosce.    L’esempio   che   sta   
dietro   è   che   questo   è   il   paraboloide.     
Supponiamo   che   F   sia   un   paraboloide   e   G   un   triangolo.   questa   proprietà   è   
soddisfatta   perché   le   sezioni   di   F   sono   cerchi(in   verde)   e   i   cerchi   stanno   fra   
loro   come   i   quadrati   dei   raggi   cioè→     
S1(F):S2(F)   =     rr1

2 :  2
2  

Ma   questa   è   una   parabola   e   r1   e   r2   sono   le   ordinate   della   parabola   e   le   
ordinate   stanno   fra   loro   come   le   ascisse   
S1(F):S2(F)   =     r  x1 2  r1

2 :  2
2 =  : x  

Ma   x1   e   x2   stanno   fra   loro   come   i   due   segmenti   in   rosso,   perchè   questi   due   
sono   triangoli   simili   ovvero   come   le   sezioni   di   G   
S1(F):S2(F)   =     r  x1 2 S1(G) 2(G) r1

2 :  2
2 =  : x =  : S  

Quindi   la   dimostrazione   che   il   centro   di   gravità   del    paraboloide   coincide   con   
quello   del   triangolo   ammessa   la   proposizione   32   del   libro   II   è   immediata   e   cioè   
il   centro   di   gravità   del   paraboloide   divide   l’asse   nel   rapporto   1:2.   

  
Inoltre   questo   affermerà   la   veridicità   del   problema   che   aveva   esasperato   
Commandino   e   cioè   che   il   centro   di   gravità   del   tronco   di   paraboloide   è   uguale   
a   quello   del   trapezio.   Prendo   il   tronco   (in   giallo)   

  
Lo   aveva   già   fatto   Maurolico   è   possibile   che   ha   copiato   da   lui?   No   
Valerio   stabilisce   qualcosa   che   nessuno   prima   di   lui   aveva   fatto:   



1) determinare   usando   la   prop   32   il   centro   di   gravità   dell’emisfero,   del   
segmento   di   sfera   e   dell’ellissoide   

2)   il   teorema   è   generale   che   vale   per   quasi   tutte   le   figure   (circa   axim   o   
circa   diametro)di   rotazione.     
  

La   dimostrazione   che   Valerio   fa   si   basa   sul   fatto   che   se   io   prendo   degli   
approssimanti   delle   figure   F   e   G   i   centri   di   gravità    degli   approssimanti   devono   
comportarsi   allo   stesso   modo   perché   gli   approssimanti   li   prendo   dalle   sezioni   
e   quindi    siccome   le   sezioni   di   F   e   G   sono   proporzionali   allora   la   successione   
dei   centri   di   gravità    degli   approssimanti   di   F   e   G   converge   nello   stesso   punto   
Quello   di   cui   Valerio   ha   bisogno   è   di   dimostrare   che   i   centri   di   gravità   
degli   approssimanti   a   delle   figure   circa   axim   e   diametro   convergono   al   
centro   di   gravità   della   figura   in   questione.   
Questo   lo   aveva   fatto   Commandino   nel   paraboloide   e   anche   Maurolico   però   
Commandino   aveva   dei   limiti   nel   suo   approccio   Maurolico   limiti   non   ne   aveva   
se   non   il   fatto   che   faceva   un   calcolo   esplicito.   Cioè   lui   diceva   che   ogni   volta   
che   raddoppiavo   la   divisione   il   centro   di   gravità   delle   figure   si   avvicinava   di   ⅙   
dell’altezza   del   cilindro   approssimante.     
Valerio   è   in   un   caso   più   difficile   perché   non   ha   nessuna   proprietà   delle   figure   
che   vuole   studiare.   Comincia   dal   II.29   e   II.30   e   II.31   
II.30   
Data   una   figura   circa   axim/diametro   (triangolo)   digradante   con   il   centro   di   
gravità      allora   il   centro   di   gravità   delle   figure   approssimanti   dall’esterno     γ iΓ  
sta   sempre   sopra    γ  

  
e   noi   diremmo   che     superiore   per     è una limitazioneγ iΓ  
Che   è   quello   che   Commandino   non   aveva   dimostrato.   Valerio   lo   dice   nella   
prefazione.   
II.29   
Dimostra   che   la   successione   è   monotona   cioè   che   se   io   passa   da     →     iΓ 2iΓ  

  >      Cioè   se   io   raddoppio   tutto   quanto  2iΓ iΓ  
II.31   
Dimostra   che     è   un   estremo   superiore   di    iΓ γ  
La   prop   32   deriva   da   queste.   



In   particolare   il   problema   di   Commandino   è   che   non   si   rende   conto   che   la   
dimostrazione   che   lui   fa   per   il   paraboloide   è   in   realtà   generale   l’unica   cosa   che   
non   dimostra   è   che     sta   sopra   .   Quindi   Valerio   deve   far   vedere   questa  nγ γ  
ultima   cosa.   Come   fa?   
Noi   abbiamo   la   nostra   figura   e   vorremmo   far   vedere   che   ogni   volta   che   
raddoppio   il   centro   di   gravità   scende.   Basta   far   vedere   che   quando   passo   da   
una   divisione   a   quella   doppia   il   cdg   scende.   Devo   far   vedere   che    quando   io   
passo   dalla   divisione   rossa   a   quella   nera   quello   che   tolgo   di   sotto   è    <   di   
quello   che   ho   tolto   di   sopra.   Cioè   perché   scenda   il   cdg   quando   passo   al   nero   
vuol   dire   che   levo   più   di   sotto   che   di   sopra.     

  
Quindi   lui   dice   che   se   io   ho   una   figura   circa   axim   e   la   divido   in   3   parti   

  
perchè   succeda   che   il   cdg   scenda   basta   chiedere   che    smin

smedia < smax
smedia  

Il   teorema   II-32   si   applica   non   a   tutte   le   figure   digradanti   ma   a   una   sottoclasse   
di   quelle   li.      Questa   è   una   condizione   sufficiente   ma   non  smin

smedia < smax
smedia  

necessaria.     
Questo   fatto   è   significativo,   perché   dà   l'idea   che   Valerio   più   di   cercare   il   centro   
di   gravità   del   paraboloide,   dell’iperboloide   e   dell’emisfero,   cerchi   delle   
dimostrazioni   per   figure   più   generali,   anche   se   alla   fine   abbandona   l'idea.   
Lui   ha   inventato   il   metodo   di   esaustione   come   vero   e   proprio   metodo.   Vede   
cosa   c’è   di   comune   nelle   dimostrazioni   di   Euclide,   Archimede   e   le   trasforma   in   
un   teorema   ma   lui   ha   un’attitudine   metodologica   come   si   vede   nella   II.32.    Ora   
abbiamo   il   metodo   per   ridurci   al   cdg   di   una   figura   che   non   conosco   a   
uno   che   conosco.     
  

LEZIONE   21→   04-12-2020   
Volta   scorsa   



La   volta   scorsa   abbiamo   visto   come   Valerio   ispirandosi   alle   opere   di   
Commandino   o   forse   anche   Maurolico,   sicuramente   all'opera   dell'equilibrio   dei   
piani   e   conoidi   e   sferoidi,   compie   un   passo   decisivo   che   distacca   la   sua   opera   
da   tutta   la   matematica   precedente.   La   sua   ricerca   ha   come   oggetto   una   
proprietà,   in   particolare   una   classe   di   figure:   quelle   monotone,   la   cosa   
importante   è   che   le   sezioni   vadano   digradando   dal   basso   verso   l'alto.   Questa   
è   una   classe   di   figure   piuttosto   vasta   e   con   un   solo   teorema   dimostra   che   tutti   
i   solidi   Archimedei   hanno   il   centro   di   gravità   sull'asse.     
Osserviamo   inoltre   che   Valerio   nella   dimostrazione   del   Teorema   II.32   (vedi   
lezione   scorsa)   ha   la   necessità   di   limitare   la   classe   di   figure   da   prendere   in   
esame.   Il   teorema   da   lui   trattato   non   è   semplicissimo   a   causa   del   linguaggio   e   
degli   strumenti   che   possiede   inoltre   deve   introdurre   delle   ipotesi   che   
restringono   il   campo   di   interesse.   Per   dimostrare   il   suo   teorema:   

ha   bisogno   che    smin
smedia < smax

smedia  
Queste   sezioni   possono   essere   cerchi,ellissi,segmenti   a   seconda   della   figure   
che   stiamo   trattando.   Se   noi   abbiamo   la   classe   di   tutte   le   figure   digradanti   il   
suo   teorema   si   applica   a   una   sottoclasse   M.   Lui   quando   deve   trattare   di   una   
figura   precisa   come   l’iperboloide   deve   dimostrare   che   I(iperboloide)   
appartiene   a   M   .   All'inizio   del   III   libro    si   accorge   che   le   figure   convesse   C   
rientrano   nella   classe   delle   figure   a   cui   è   applicabile   il   teorema→   C   contenuto   
in   M.   E   quindi   la   dimostrazione   dell’iperboloide   è   nulla   perchè   è   chiaro   che   
l’iperboloide   è   convessa.   In   Valerio   c'è   la   consapevolezza   che   tra   gli   oggetti   
della   matematica   ci   POSSONO   essere   classi   di   figure.   Questo   perché   Valerio   
è   fortemente   condizionato   dalla   matematica   cha   ha   a   che   fare.     
COME   TROVA   IL   CDG   DELL'IPERBOLOIDE:     

  
Data   la   nostra   iperbole   (rosso)   la   faccio   ruotare   attorno   al   diametro   (verde)   e   



al   suo   asse(azzurro)   e   vogliamo   trovare   il   centro   di   gravità.   
Prendiamo   una   sezione   dell’iperboloide   in   x   che   è   proporzionale   al   quadrato   
dell’   ordinata   ,   cioè   del   raggio   che   è   y.   
Si(x)::   y^2     
Ma   il   quadrato   di   un’ordinata   di   un’iperbole   è   uguale(Secondo   Apollonio)   
y^2=px+qx^2   dove   p   è   il   lato   retto   e   q=   p/t   dove   t   è   il   diametro   
Ora   questa   y^2=px+qx^2     la   posso   scomporre   in   due   pezzi:     
1)    y^2=px   →   Sezione   di   un   paraboloide   in   x   Sp(x)   
2)   y^2=qx^2→   Sezione   di   un   cono   in   x   Sk(x)   
quindi   la   sezione   dell’iperboloide   in   x   è   proporzionale   a   Sezione   di   un   
paraboloide   in   x   +   Sezione   di   un   cono   in   x     
  

Si(x)::   Sp(x)+Sk(x)   
Qui   Valerio   dimostra   che    cono,   paraboloide   e   iperboloide    sono   figure   per   cui   
vale     smin

smedia < smax
smedia  

Po i    posso   applicare   il   teorema   II.32   e   si   applica    da   una   parte   al   solido   
iperboloide   e   dall’altro   al   paraboloide   sommato   con   il   cono   cioè   una   figura   un   
po’   fantastica.   Che   figura   si   ottiene   con   P+K?   
Valerio   si   rende   conto   di   questa   cosa   infatti   dopo   II.32   c’è   un   grande   corollario   
che   spiega   che   può   applicarsi   anche   alla   somma   di   due   figure.     
Quindi   lo   usa   qui   e   dice   che   il   centro   di   gravità   dell’iperboloide   è   uguale   al   
centro   di   gravità   del   solido   che   si   ottiene   con   la   somma   di   un   cono   e   di   un   
paraboloide.   Quest’ultimo   si   può   provare.   

  
Procedure   che   lo   portano   fuori   dal   modus   operandi   della   geometria   
greca:     

1. Questo   teorema   è   ottenuto   applicando   un   teorema   di   carattere   
generale:   da   fig.   ignota   a   fig.   nota.     

2. Fa   intervenire   in   maniera   NON   euristica   (come   non   fa   Archimede   nel   
Metodo   con   la   sfera)   all'interno   della   dimostrazione   un   solido   
impossibile,   come   visto   prima.     

    
Valerio   a   questo   punto   si   spaventa.   Il   terzo   libro   è   dedicato   a   ri-dimostrare   il   
risultato   sopra   analizzato   senza   far   intervenire   la   somma   di   un   paraboloide   e   
di   un   cono.   In   questa   appendice   lui   abbandona   tutto   l'approccio   sopra   



descritto,   e   dice   che   preferisce   una   "via   più   naturale"   diciamo   che   quasi   
spaventato   dalla   sua   audacia   rifluisce   sui   metodi   archimedei.     

  
Bonaventura   Cavalieri.     
Egli   è   un   matematico   nato   nel   1598   a   Suna   (forse)   in   Verbania   (sul   lago   
maggiore)   piccola   cittadina.   Entra   nell’ordine   dei   Gesuati   (ordine   molto   più   
antico   dei   gesuiti   creato   nel   medioevo)   è   appassionato   di   matematica,   e   
successivamente   viene   mandato   a   Pisa.   Lì   insegna   Benedetto   Castelli,   un   
allievo   di   Galileo.   Castelli   gli   affida   il   compito   di   tenere   lezioni   al   posto   suo,   
vede   che   è   in   gamba   e   lo   presenta   a   Galileo.   Proprio   in   questi   anni,   forse   
influenzato   da   Galileo,   (1620)   concepisce   una   teoria   che   chiamerà    "teoria   
degli   Indivisibili" .   Successivamente   grazie   all’appoggio   di   Galileo   ottiene   la   
cattedra   di   matematica   a   Bologna.   Nel    1630    (forse)   pubblica    “geometria   
invisibilibus   nuova   cadam   retione   promota”    (=geometria   sviluppata   grazie   
agli   indivisibili   con   un   certo   metodo   nuovo).     
Questo   nuovo   metodo   di   Cavalieri   consiste   di   obiettivi   più   generali   di   quelle   di   
Valerio,   che   ha   comunque   studiato   e   per   cui   porta   grande   rispetto,   lo   
descriverà   come   “l’Archimede   dell'età   nostra”.   La   classe   di   figura   a   cui   
Cavalieri   vuol   fare   riferimento   è   la   classe   di   qualunque   figura   (è   un   po'   tanto).   
Con   questa   classe   lui   prende   in   considerazioni   anche   figure   con   buchi,   figure   
del   tutto   irregolari   e   bucherellate…   andiamo   a   finire   in   un   ambito   molto   
complicato   nel   quale   gli   strumenti   del   600   non   sono   sufficienti   per   trattare   
figure   di   questo   tipo.   L’idea   di   Cavalieri   è   quella   di   accostare   alle   figure   altri  
oggetti   (   ad   esempio   da   una   figura   puoi   distaccare   il   suo   volume,   il   suo   peso)   
ed   usare   una   specie   di   teoria   delle   proporzioni   che   sta   prendendo   sempre   più   
piede.   (lo   stesso   Galileo   nella   descrizione   della   legge   oraria,   distacca   la   
velocità   lo   spazio   e   il   tempo,   viste   come   grandezze   geometrizzate)   La   
grandezza   che   vuole   staccare   Cavalieri   è   la   collezione   di   tutte   le   sezioni   delle   
figure   (o   tutte   le   linee   della   figura)   o   i   suoi   indivisibili,   nel   caso   di   un   fig.   solida   
sono   tutti   i   piani.      

  
Problema:     
una   figura   non   è   fatta   dai   suoi   indivisibili   (una   retta   non   è   fatta   di   punti,   è   un   
segmento   prolungabile).   L’ambizione   di   Cavalieri   sarebbe   di   mostrare   che:   



“ due   figure   stanno   tra   loro   come   tutte   le   linee   della   prima   figura   stanno   a   
tutte   le   linee   della   seconda ”,    cioè   F1   :   F2   =   OL1   :   OL2   (OL=omnes   linee)   in   
questa   maniera   non   si   afferma   che   il   continuo   sia   costituito   dagli   indivisibili,   
ma   si   tirano   fuori   dal   continuo   i   suoi   divisibili. Se   prendiamo   un   ellisse   e   un   
cerchio,   tutte   le   linee   dell’ellisse   hanno   un   rapporto   costante   con   tutte   le   linee   
del   cerchio,   quindi   l’ellisse   sta   al   cerchio   come   asse   maggiore   sta   al   diametro.     

  
Punto   importante:   La   classe   OL   (collezione   di   tutte   le   linee)   è   tale   da   
poter   applicare   ai   suoi   oggetti   la   teoria   delle   proporzioni? ,   da   cui   viene   la   
seconda   domanda:   “cosa   è   un   multiplo   di   tutte   le   linee   della   figura?” Una   
soluzione   parziale   alla   prima   domanda   è   confrontare   le   linee   a   due   a   due,   in   
altre   parole   appoggiarsi   a   quello   che   faceva   Archimede   nel   Metodo   pur   senza   
saperlo.   Sullo   sviluppo   di   questa   teoria   rimangono   però   molteplici   interrogativi,   
la   domanda   due   suscita   molti   dubbi.   Qui   Cavalieri   si   infila   in   problemi   non   da   
poco,   dove   i   ragionamenti   sono    zoppicanti .   Uno   degli   scogli   di   fronte   a   cui   
Cavalieri   si   arena   è   un   teorema   di   questo   tipo   (che   è   costretto   a   usare   in   molte   
sue   dimostrazioni):    “se   →      Questo   risultato   per   b

a = a1
b1 

= a2
a 2

=  bn
an

Σbi
Σai =  b

a  

Cavalieri   è   vitale   in   molte   situazioni,   ma    deve   riuscire   a   passare   dal   finito   
all’infinito,    lo   fa   ma   senza   mai   dimostrare   la   validità   di   questo   
passaggio. Questo   assomiglia   molto   al   lemma   11   del   Metodo,   hai   dei   rapporti   
che   valgano   sezione   per   sezione,   vuoi   che   valgano   tutti   insieme.     
Nonostante   il   fatto   che   la   teoria   sia   fallimentare   e   nonostante   le   forti   critiche   
venute   fuori   esempio   quelle   degli   indivisibili   di   un   triangolo   :     

  



Al   di   là   di   tutto   questo   il   metodo   degli   indivisibili   di   Cavalieri   ha   avuto   molto   
successo.   Questo   metodo   ha   fatto   sì   che     

1. si   possano   classificare   figure   simili   in   maniera   generale,     
2. ottenere   risultati   molto   generali,     
3. creare   figure   nuove    ha   dato   la   luce   a   parabole   di   ordine   superiore   (vedi   

primitiva   di   integrale)     
4. studiare   problemi   strani   cioè   data   una   placca   trovare   il   centro   di   gravità   

in   cui   il   peso   specifico   della   placca   varia   in   maniera   uniformemente   
accelerata   cioè   col   quadrato   della   distanza   e   sarà   una   delle   teorie   più   in   
voga   fino   alla   fine   del   '600,   sarà   ripresa   da   Pascal,   Leibniz   stesso.   

Il   fatto   importante   è   che   in   un   certo   senso:    “Archimede   sta   a   Valerio   come   
Valerio   sta   a   Cavalieri”    questo   perché   Cavalieri   nel   1647   ( de   esercitatione   
matematica)    cercherà   di   dimostrare   il   suo   principio   del   metodo   degli   
indivisibili.   Prende   una   figura   qualsiasi   e   rifacendosi   a   quello   che   aveva   fatto   
Valerio   cerca   di   scomporla   in   un   numero   finito   di   parti   monotone   (simile   
Funzione   monotona   è   integrabile).    Quindi    Il   recupero   della   geometria   
classica   produce   sì   un   nuovo   punto   di   vista   (Archimede,   
commandino/maurolico,   valerio,   cavalieri),   però   nella   produzione   di   
questo   nuovo   punto   di   vista   si   ha   un   reflusso   sullo   step   precedente:   
Archimede   tratta   una   figura   alla   volta,   Valerio   tratta   classi   di   figure   solo   
monotone,   troppo   precise   (quelle   digradanti)   Cavalieri   fa   il   passo   più   
lungo   della   gamba   e   la   sua   teoria   ricade   su   quella   valeriana   
afflosciandosi   si   su   stessa,   così   come   quella   valeriana   ricade   alla   fine   su   
Archimede.   È   come   se   la   nuova   matematica   archimedea   entra   in   un   
vicolo   cieco.    Anche   perché   questi   nuovi   metodi   si   applicano   a   ben   poche   
cose,   il   metodo   degli   indivisibili   di   Cavalieri   non   si   applica   a   molto,   bisogna   
inventarsi   cose   strane:   placche   con   densità   che   varia   in   maniera   
uniformemente   accelerata.   Un   allievo   Castelli,   altro   matematico   geniale   (forse   
il   più   tra   quelli   trattati   qui)     Evangelista   Torricelli     (muore   giovane,    1648    circa)   
che   applicando   e   sviluppando   i   metodi   di   Cavalieri   arriverà   a   sviluppare   un   
tipo   di   matematica   barocca   scrivere    "de   quadratura   parabola "   dove   propone   
20/40   quadratura   delle   parabola   fatte   con   metodi   archimedei   e   degli   
indivisibili,   studierà   la   spirale   logaritmica,   il   solido   acutissimo   (solido   di   
rotazione   fatto   ruotare   da   una   iperbole).   

  



  
il   recupero   della   matematica   archimedea   produce   un   nuovo   approccio   
generale   della   matematica   ,    bisogna   studiare   classi   di   figure   ma   questo   porta   
a   un   vicolo   cieco .   Parallelamente   a   questo   vicolo   cieco   ne   abbiamo   un   altro:   
diverso   dalla   matematica   umanistica   che   abbiamo   affrontato   ultimamente,   
ovvero   quello   della   matematica   dell'abaco.     

  
Matematica   dell’abaco     
Anche   qui   ci   si   trova   di   fronte   a   una   situazione   di   difficile   soluzione.    
Sia   un'equazione   di   terzo   grado,   la   formula   è   un   radicale   complicato.     

  xx3 + p + q = 0   

    √3

− 2
q + √  4

q2
+ p3

27 + √3

− 2
q

 
 − √  4 

q2
+ p3

27  

Il   discriminante   di   un'equazione   di   terzo   grado   può   essere   sia   positivo  4
q2

+ p3

27  
che   negativo,    in   particolare   il   delta   è   negativo    se   e   solo   se  xx3 + p + q = 0  
ha   tre   radici   reali.    È   una   situazione   imbarazzante   perché   gli   algebristi   a   
partire   da   Cardano   riescono   a   trovare   le   soluzioni,   nonostante   la   formula   
risolutiva   non   gliele   fornisca.     
Cosa   può   essere   la   radice   quadrata   di   un   numero   negativo?     In   modo   che   
la   formula   risolutiva   abbia   sempre   senso.    Il   vero   punto   in   gioco   è   cosa   è   
una   radice   cubica?    Per   loro   una   radice   cubica   ha   una   sola   soluzione.     
A   questa   domanda   risponde   un   grande   matematico:     Rafael   Bombelli,    egli   era   
di   Bologna   (nato   nel   1526,   morto   nel   1572).   Bombelli   è   un   ingegnere   idraulico,   
il   suo   lavoro   lo   porta   nella   bonifica   delle   paludi   pontine,   in   ambito   romano.   Egli   
conosce   Anton   Maria   Pazzi   che   insegna   alla   Sapienza   di   Roma,   e   gli   presenta   
un   codice   di   Diofanto.   Bombelli   ha   già   pubblicato:    “la   parte   maggiore   
dell’aritmetica”    (pubblicata   nel    1572 )   divisa   in   tre   parte:   la   prima   tratta   dei   
radicali   quadratici   e   cubici,   la   seconda   equazioni   e   la   terza   problemi.   La   terza   
parte   è   tipica   della   tradizione   abachista   (talora   difficili),   ma   dopo   aver   
conosciuto   Pazzi,   si   mettono   a   tradurre   Diofanto   e   la   terza   parte   la   riscrive   da   
capo   sotto   forma   di   problemi   diofantei.   Questi   problemi   sono   soggetti   a   essere   
trattati   con   radici   radicali   e   teoria   di   equazioni   che   ha   sviluppato   nel   secondo   
libro.     
Elementi   importanti:     

1. Fa   il   suo   ingresso   nella   tradizione   dell'algebra   arabo   abachista   
Diofanto.   È   importante   perché   Diofanto   tratta   problemi   che   hanno   
soluzioni   razionali   o   intere.   Ora   si   pone   il   problema   delle   soluzioni   
con   radici   con   radicali   ecc…     

2.   Il   secondo   elemento   importante   è   l’   applicazione   dell’algebra   (da   
Bombelli   sviluppata)   a   problemi   geometrici   non   senza   difficoltà,   si   



chiama    algebra   sincopata,    ovvero   non   è   algebra   con   parole   e   basta   
ma   è   algebra   anche   con   simboli.    Per   esempio   per     lui  xx3 + 3 = 5  
scriverebbe   (3)+3(1)→   5   

Bombelli   è   uno   dei   primi   a   trattare   problemi   che   si   traducono   in   equazioni   
quadratiche   o   biquadratiche   e   trovare   il   risultato   via   costruzioni   geometriche     
IL   contributo   per   cui   Bombelli   ci   è   più   noto   è   quello   relativo   ai    numeri   
complessi.  Nella   formula   risolutiva   delle   equazioni   di   terzo   grado   compare:   

  questa   Bombelli   la   chiama   radice   cubica   legata.    √3
a + √b   

Nella   prima   parte   dell’opera   lui   discute   di   come   si   possono   sciogliere   le   radici   
cubiche   legate.Già   era   presente   in   Euclide   nel   X   libro   in   termini   di   grandezze.   

  .   Di   questo   si   occupa   il   I   libro.   √3
a   + √b =  √α + √β  

Ad   un   certo   punto   lui   dice   di   aver   trovato   altri   tipi   di   radici   cubiche   legate   che   
servono    per   equazioni   di   terzo   grado,   questo   avviene   quando   la   radice   è   
negativa   da   cui   i ntroduce   un   nuovo   sistema   di   segni .     
Dato   che   +.+=+    e   +.-=-   Per   avere    un   qualcosa   che   moltiplicata   per   se   stessa   
mi   dia   -    introduce   il   ’’   più   da   meno’’   e   le   regole   con   cui   questi   segni   
funzionano   sono:     

1)       x σσ =  −    
2)    x − σ − σ =  −  
3)    x  σ− σ =  +  

Lui   chiama   più   da   meno   un   nuovo   segno   tale   che   moltiplicato   per   se   stesso   da   
meno,   e   deduce   così   tutte   le   nuove   regole   di   moltiplicazione.    Bombelli   
introduce   questo   nuovo   segno   per   dare   senso   al   radicale   
negativo . Riuscire   a   risolvere   quella   radice   cubica   come   somma   di   2   numeri   
complessi   equivale   a   risolvere   una   equazioni   di   terzo   grado   con   discriminante   
negativo,   è   un   cane   che   si   morde   la   coda     
Anche   la   tradizione   abachista   del   ‘500   che   ha   conosciuto   grandi   risultati   si   
ritrova   al   pari   della   sua   sorella   umanista   in   un   vicolo   cieco.   Come   la   
matematica   ha   fatto   a   uscirne?     
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Volta   scorsa     
Abbiamo   visto   come   "la   nuova   matematica   antica"   che   si   fonda   sulla   lettura   
della   matematica   classica:   Euclide,   Archimede,   Apollonio   Teodosio…    si   
componga   di   tre   caratteristiche   importanti:     



1. da   una   parte   si   ha   il   cambio   dell'oggetto   matematico   che   però   
diventa   problematico   perché   si   infrange   la   regola   aurea   della   
matematica   classica     

2.   fatica   a   trovare   il   giusto   punto   di   generalità   (ancora   troppo   specifico   
per   Commandino,   troppo   generale   per   Cavalieri)     

3.   l'ultima   cosa   sono   le   classi   che   sono   scarsamente   popolate   di   
individui,   gli   oggetti   rimangono   essenzialmente   quelli   della   
matematica   greca.   Una   volta   studiati   gli   oggetti   greci,   poi   questa   
matematica   tende   al   barocco   un   eccessivo   riempimento,    vedi   
Torricelli   con   le   20   quadrature   della   parabola     

Questa   matematica   entra   in   un   vicolo   cieco,   come   successe   per   Archimede,   a   
causa   della   individualità   che   avevano   gli   oggetti   nella   matematica   greca.     
Un   po'   la   stessa   cosa   succede   con   la   matematica   abachista.   Vedi   Bombelli.     
    

Bombelli      
Sia   l’equazione     x^3+px+q=0    abbiamo   la   formula   risolutrice   di   
Tartaglia-Ferrari-Cardano:     

   (*)     √3

− 2
q + √  4

q2
+ p3

27 + √3

− 2
q

 
 − √  4 

q2
+ p3

27  

questa   ha   vari   problemi:   
1) se   il   discriminante     a   differenza   dell’equazione   di    Δ = 4

q2
+ p3

27 < 0  
secondo   grado   (che   non   abbiamo   soluzioni)   abbiamo   soluzioni   in    R ,   ad   
esempio:   

→   4   è   soluzione   perchè   64=15.4+4.  5xx3 = 1 + 4  
Ma   se   vado   a   mettere   queste   soluzioni     in   (*)   il  5xx3 − 1 − 4 = 0  

 4   Δ = 4
q2

+ p3

27 =  − 27
153

< 0  
  Quindi   la   soluzione   4   da   dove   viene   fuori?     

C'è   di   peggio,   se   considero:     
→   ha   come   soluzione   1   .   Ma   se   metto   questi   numeri   nella  x3 + x − 2 = 0  

formula   (*)mi   viene   fuori   che     1 =  √3
1 + √1 + 1

27 +√3
1 − √1 + 1

27  

Per   noi   le   equazioni   di   3°   hanno   3   radici.   Quando   diciamo   →   per   noi   ci  x3 = 1  
sono   3   radici   di   cui   una   è   1   e   le   altre   due   sono   le   radici   dell’unità.   Ma   questo   è   
completamente   sconosciuto   all’algebra   abachistica   
  

La   risoluzione   di   equazioni   di   terzo   grado   occupa   moltissimo   tempo,   inizia   dal   
'300   e   si   sviluppa   nel   '400   fino   a   Cardano.   Il   tentativo   di   Bombelli   di   uscire   da   
questa   strada   cercando   di   introdurre   un   “nuovo   segno”   (i)   tale   che   i*i=-,     è   una   
cosa   che   riesce   a   superare   il   caso   irriducibile   solo   in   certe   situazioni,   



ovvero   solo   quando   sai   estrarre   una   radice   cubica   di   un   numero   
complesso,   cosa   che   non   si   riesce   a   fare   in   generale    (se   vuoi   farlo   in   
generale   ricadi   nel   problema   di   partenza),   vedi   esempio:     
     Provo   a   risolverla.   Elevo   al   cubo   →   a+ib   =  x y  √a b+ i =  + i

 i(x y) (x y )  x xy ) (3x y )x3 − iy3 + 3 2 − 3  2 = ( 3 − 3 2 + i 2 − y2  
In   alcuni   casi   questo   sistema   si   risolve.   Per   esempio     

2=   {  √3 2 1i+ 1 = xy (x y )x3 + 3 2 = x 2 − 3 2  
         {11=  (3x )y 2 − y2  

Questo   caso   particolare   si   risolve   ma   in   generale   no   
a=   {  √3 a i+ b = xy (x y )x3 + 3 2 = x 2 − 3 2  

         {b=  (3x )y 2 − y2  
Nonostante   Bombelli   abbia   dimostrato   che   in   certi   casi   si   riesce   a   risolvere   il   
sistema,   nel   caso   generale   però   no.   Bombelli   quindi   nonostante   porti   la   
tradizione   abachista   ad   alti   livelli   si   trova   in   un    vicolo   cieco.      
La   congiunzione   tra   queste   due   tradizioni   porta   a   una   rivoluzione   che   culmina   
con    De   Cartes     
Diofanto     
Egli   compare   nella   scena   matematica   per   la   prima   volta   nel    1575 ,   quando   
viene   tradotto   per   la   prima   volta.     
Oss:   l'algebra   si   diffonde   in   tutta   Europa   grazie    all'ars   magna   di   Cardano     
Diofanto   diventa   una   sfida   per   applicare   questi   metodi   algebrici   nella   
aritmetica   diofantea   stessa,   da   cui   nasce   una   diatriba   che   dura   fino   ad   oggi:   
"Diofanto   è   il   padre   dell'algebra?",   Per   Bombelli   sì   (e   gli   Arabi?   Perché   si   
pensava   che   gli   arabi   fossero   il   padre   dell'algebra).    Diofanto   quindi   
costituisce   una   specie   di   ponte   tra   tradizione   abachista   e   quella   greca.      
Il   secondo   elemento   fondamentale   che   si   verifica   verso   la   fine   del   secolo   
è   la   pubblicazione   delle   collezioni   di   Pappo.     
Pappo   viene   tradotto   in   latino   da    Commandino   e   pubblicato   nel   1589 ,   la   
collezione   di   Pappo   offre   un   panorama   nuovo   ai   matematici   di   fine   '600   inizi   
'500.   In   questo   libro   troviamo   cose   importanti   quali:      

1)   (nel   terzo   libro)   classificazioni   di   problemi    in   piano,   solidi   e   problemi   di   
linea.     

2) introduzione   di   curve   diverse   dalle   coniche:   cissoide,   concoide,   
quadratrice,   ripresa   delle   spirali   archimedee.     

3)   esposizione   di   Corpora   testuali   e   in   particolare   Del   corpus   dell’analisi,   
qui   abbiamo   l’esposizione   di   una   serie   di   test   (non   pervenuti   
all'occidente   latino)i:   i   data   di   Euclide,   Contatti,   Inclinazioni   luoghi   piani   
sezione   di   rapporto   sezione   d’area   sezione   determinata,   le   coniche   tutto   
questo   di   Apollonio,   poi   i   Porismi   di   Euclide,   luoghi   solidi   di   Aristeo.   Ed   



inoltre   per   la   gran   parte   di   queste   opere   Pappo,   oltre   che   a   fornire   un   
riassunto,   fornisce   anche   una   serie   di   lemmi   dedicati   a   spiegarne   punti   
difficili.     

4)   tutte   queste   opere   si   fondano   sull’ approccio   “efodos” ,   approccio   
dell'analisi   e   della   sintesi.   Cenni   a   questo   si   trovavano   anche   in   Eutocio,   
Archimede,   Apollonio   (coniche).   Oltre   a   quello   che   dice   Pappo   
nell'analisi   e   nella   sintesi,   avevano   a   disposizione   esempi   che   
spiegassero   questo   metodo.   Tale   metodo   consiste   che:     

    
Prop   1   di   Sfera   e   Cilindro   
Data   una   sfera   costruire   un   cilindro   uguale   a   lei.   Archimede   dice:   supponiamo   
di   averlo   già   fatta   mediante   dei   passaggi   logici   arriva   alla   tesi.   
Analisi:   problema   già   risolto   e   sviluppare   un   ragionamento    che   permetta   di   
arrivare   a   uno   dei   dati   del   problema.   
Quindi   verso   la   fine   del   500   si   ha   la   diffusione   di   Diofanto.   Egli   come   già   
accennato   prima   viene   visto   come   ponte,   come   la   dimostrazione   che   l'algebra   
è   una   disciplina   matematica   degna   di   essere   studiata   e   coltivata.     
In   Pappo   invece   abbiamo   tutta   una   serie   di   problematiche:     

1.   prima   di   tutto   un   aumento   del   vestiario   matematico   (altre   curve   da   
studiare)     

2. l’esigenza   che   i   problemi   vadano   classificati   (è   una   classificazione   
abbastanza   rozza)     

3. una   serie   di   sfide   perché   molti   testi   sono   perduti.   Per   questi   
matematici   (vedi   Commandino)   la   sfida   è   di   colmare   questa   lacuna.     

Questo   complesso   si   verrà   a   sbloccare   grazie   all’opera   di    Francois   Viète.     
    

Francois   Viète   1540-1603     
Questo   è   un   periodo   molto   travagliato.   È   il   periodo   delle   guerre   di   religione   
che   avvengono   in   Francia.   Molto   famosa   è   la   strage   degli   Ugonotti   che   erano   
convenuti   a   Parigi   per   le   nozze   del   capo   dei   partiti   ugonotti.   Queste   guerre   di   
religione   tra   il   partito   protestante   e   cattolico   si   trascinano   fino   agli   anni   90   del   
secolo   quando   Enrico   IV   diventa   re   di   Francia.   Per   diventare   re   si   converte   al   
cattolicesimo   e   inizia   un'opera   di   pacificazione   e   rilancio   della   potenza   
francese.   In   questo   periodo   chi   è   Francois   Viète?     
Egli   non   è   un   accademico   (è   un   matematico)   ha   una   formazione   giuridica,   e   in   
particolare   diventa   segretario   di   una   casata   importante.   Quasi   tutta   la   sua   vita   
viene   spesa   prima   al   servizio   dei   Partenes,   poi   come   membro   del   parlamento   
di   Tur   (città   francese   sulla   Loira)   poi   consigliere   di   re,   cariche   molto   importanti   
a   livello   di   ministro,   sottosegretario   del   consiglio.   Quindi   in   tempi   così   difficili   in   
cui   è   facile   sbagliare   mosse,    Viete   non   ha   tempo   di   pubblicare   le   sue   opere   



matematiche.    Queste   vengono   pubblicate   a   pezzi   e   bocconi.   Altre   opere   sue   
vengono   poi   pubblicate   da   collaboratori,   segretari,   amici.   Un'altra   opera   
fondamentale   dedicata   alla   teoria   delle   equazioni   il   cui   titolo   è    “ de   
emendatione   et   ricognizione   equazionum ”   sarà   pubblicata   postuma   nel   
1615 .   Quindi   Viet   compie   una   vera   e   propria   rivoluzione   nel   campo   
dell’algebra,   che   però   richiede   diverso   tempo.   Questo   perché   egli   è   estraneo   
alla   vita   accademica   ha   poco   tempo   per   sviluppare   le   sue   opere   e   non   fa   parte   
del   “giro   dei   matematici",   vengono   stampate   in   posti   periferici,   scritte   in   un   
linguaggio   completamente   nuovo.    Introduce   i   termini   parabolismo   e   
ipobasismo    (dividere   per   il   termine   noto   o   per   l'incognita   rispettivamente).    Lui   
vuole   utilizzare   l'algebra   come   strumento   dell'analisi   geometrica .   Però   è   
qualcosa   non   facile   da   fare   perché   l'algebra   trattata   fino   a   quell'epoca   è   un   
tipo   di   algebra   retorica   o   numerica.    Questa   strada   era   già   stata   seguita   dagli   
arabi,   Fibonacci,   Montano,   Bombelli.    La   novità   di   Viète   è   di   introdurre   
nell'algebra   il   calcolo   letterale,   quello   che   noi   impariamo   in   prima   
seconda   liceo,    e   questa   è   la   strada   che   permette   di   tradurre   un   problema   
geometrico   in   equazione   algebrica.     
    

Cosa   c’è   in   questa   opera?      
In   questa   opera   Viète   introduce   nell’algebra   il   

1)   calcolo   letterale,   che   può   sembrare   abbastanza   ovvia   come   cosa   ma   è   
l’inizio   della   strada   per   tradurre   un   problema   geometrico   in   un   problema   
algebrico.     

2) Viète   introduce    la   logistica   speciosa :   il   calcolo   con   le   specie,   ovvero   il   
calcolo   letterale   (specie   deriva   da   species   che   vuol   dire   forma   o   idea).   È   
un   oggetto   che   non   ha   più   un   riferimento   immediato   in   una   cosa   
(l’oggetto   della   matematica   greca   è   il   numero   come   molteplicità   di   unità,   
è   il   triangolo,   la   parabola…)   ma   sono   oggetti   astratti   che   vengono   
rappresentati   mediante   lettere.     

Le   due   principali   caratteristiche   di   questa   logica   sono:     
1. Aggiungere   una   grandezza   a   una   grandezza   (chiuso   per   somma   e   

per   prodotto).   Hai   la   specie   A   e   la   specie   B   puoi   avere   A+B   e   il   loro   
prodotto.     

2. È   necessario   distinguere   tra   le   grandezze   incerte   (o   ignote)e   note.   
Per   cui   le   grandezze   ignote   lui   le   denota   con   le   vocali   e   quelli   note   
con   le   consonanti,   un’equazione   vietiana   è   qualcosa   del   tipo:   

      siamo   nell’opera    Isagoge   in   artem   analyticam   
Aq(quadratum)   +   A   aeq   B    vietiana   1591→      Cartesiana    x2 + x = B  
1637   



3.   Abbiamo   il   primo   teorema   di   algebra:   Antitesi   non   modifica   
l’equazione    .   (l'antitesi   fa   parte   dei   modi   per   modificare   l'equazione,   portare   
da   membro   a   membro   le   componenti   dell'equazione)     
  Si   consideri   Aq   -Dpi   =Gq   -B   in   A   →    xx2 − d = g2 − b  
Per   Viete   aggiungere   da   entrambe   le   parti   che   a   cose   uguali   si   possono   
aggiungere   cose   uguali:   se   aggiungo   Dpi+B   in   A   non   cambia   niente.     
Aq   +   B   in   A   =Gq   +Dpi   
  

Cos'è   Dpi   =   Di   piano?   
Per   Viete   concepisce   l’algebra   come   mirata   ad   essere   applicata   alle   
geometrie     le   sue   equazione   devono   essere   omogenee.    Quindi   ad   esempio   
lui   non   concepisce     →   Area   +Lunghezza   non   ha   senso  x2 + x = b  
Viète   può   concepire    xx2 + a = b  
Inoltre   le   specia   hanno   una   loro   scala   di   importanza   

1) lato→     
2) quadrato   →   piano   
3) cubo→   solido   
4) quadrato   quadrato→   piano   piano   
5) quadrato   cubo→   piano   -solido   
6) cubo   cubo   

Questa   scala   qui   viene   poi    ripresa   da   Diofanto   cercando   di   mantenere   una   
omogeneità   tra   le   potenze   
Viete   riesce   a   applicare   questa   logistica   speciosa   a   tutti   i   problemi   costruibili   
con   riga   e   compasso:   traduce   tutte   le   equazioni   di   secondo   grado   in   problemi   
costruibili   con   riga   e   compasso.   Questo   nell'opera   del    1592:     “Effectionum   
Geometricarum   canonica   recensio "   e   nel    1593    "supplementum   
geometrie" .   In   particolare   da   una   parte   fa   vedere   quanto   affermato   prima   cioè   
che   tutte   le   equazioni   di   2°   si   traducono   in   costruzioni   geometriche   lui   traduce   
le   equazione   nella   costruzione   geometrica,   e   nel    supplementum   geometrie   
(supplemento   alla   geometria)   lui   dice   che   per   sopperire   ai   vari   problemi   della   
geometria   (che   non   permette   di   risolvere   la   duplicazione   del   cubo,   trisezione   
dell’angolo,   due   medie   proporzionali,   qui   si   vede   Pappo   e   la   sua   
classificazione   dei   problemi),   chiede   che   gli   venga   concesso   un   nuovo   
postulato,    ovvero   che   dato   un   punto   tra   due   rette   date    e   un   punto   si   
possa   inserire   una   retta   di   lunghezza   data   che   passi   per   quel   punto .   
Postulato:     



    
  

Con   questo   postulato   lui   dimostra   che   si   può   risolvere   il   problema   della   
trisezione   dell'angolo   e   della   duplicazione   del   cubo   o   problema   delle   2   medie   
proporzionali.   Dopodiché   fa   vedere   che   la   trisezione   dell'angolo   equivale   a   
una   equazione   di   terzo   grado   caso   irriducibile,   mentre   duplicazione   del   cubo   
equivale   a   una   equazione   del   secondo   grado   di   tipo   puro   ,    quindi   a  x3 = a  
suo   avviso   tutti   i   problemi   di   geometria   sono   risolti.     Dato   anche   al   fatto   
che   ha   mostrato   come   le   eq   di   4°   si   riducono   a   quelle   di   3°   riprendendo   Ferrari   
e   Cardano.    Viète   è   importante   non   solo   nei   risultati   che   ottiene   ma   anche   
per   il   linguaggio   che   introduce .   A   differenza   di   tutti   gli   altri   riesce   a   dare   la   
soluzione   generale   del   problema   diofanteo   che   dà   la   soluzione   in   specie   
mentre   Diofanto   dice   dividere   un   quadrato   in   due   quadrati   lo   risolve   per   144,   
Viète   da   la   soluzione   generale.   Se   il   quadrato   dato   è   biquadro   allora   i   due   
quadrati   sono   questi   e   assegnando   il   valore   a   una   variabile   ottengo   tutti   i   
risultati   possibili.    Viète   trova   un’unificazione   tra   la   nuova   tradizione   della   
matematica   antica   e   la   tradizione   algebro-abachistica.   

  
LEZIONE    23→   11-12-2020     

  
Volta   scorsa:     
Il   ‘500   è   una   epoca   dove   non   solo   ritorna   la   grande   matematica   antica,   ma   è   
una   epoca   dove   si   affrontano   anche   numerosi   nuovi   problemi.     

a) Nel   piano   della   nuova   matematica   antica,   abbiamo   diversi   personaggi   
(Cavalieri,   Valerio,   Torricelli)    che   sviluppano   l’idea   che   l’oggetto   
matematico   non   può   essere   quello   della   matematica   greca,   quello   di   cui   
si   deve   occupare   la   matematica   deve   essere   la   trattazione   di   una   classe   
generale   di   oggetti.   Si   deve   cercare   di   creare   una   classe   generale   ma   
non   troppo,   vedi   Valerio   e   Cavalieri:   troppo   restrittivo   o   troppo   generale.   
Questi   metodi   generali   tendono   poi   a   non   avere   più   oggetti   su   cui   
lavorare,   la   tendenza   è   di   rifluire   su   situazioni   “barocche”   come   ad   
esempio   successe   con   Torricelli.      

b) Il   filone   della   matematica   dell’abaco   invece   si   scontra   con   altri   problemi,   
ovvero   equazioni   di   terzo   grado   con   il   caso   irriducibile,   il   caso   in   cui   il   
discriminante   dell’equazione   è   negativo   (tipo   per   le   equazioni   di   
secondo   grado),   in   questo   caso   il   discriminante   è   negativo   proprio   



quando   ci   sono   soluzioni,   da   cui   nasce   l’interpretazione   della   radice   
quadrata   di   un   numero   negativo.    Bombelli,    forse   il   matematico   più   
importante   di   questa   tradizione,   introduce   un   nuovo   segno   (il   più   da   
meno)   per   estrarre   la   radice   quadrata   di   un   numero   negativo,   che   però   
non   riesce   a   risolvere   completamente   il   problema,   lo   può   risolvere   
equazione   per   equazione   solo   in   casi   particolare.   Pertanto   anche   il   
tentativo   di   Bombelli   si   ripiega   su   se   stesso.     

  Quindi   la   matematica   del   500   segna   una   grande   avanzata   nelle   sua   varie   
incarnazioni   (algebra,   geometria   delle   coniche,   geometria   greca…)   ma   
entra   in   un   vicolo   cieco .   Questo    è   esattamente   quello   che   succede   per   la   
matematica   greca,   e   anche   per   quella   araba   che   è   molto   simile   a   quella   
occidentale,   parte   dagli   stessi   materiali   (riappropriazione   della   geometria   
greca   e   algebra)   si   ripiega   su   se   stessa.   Per   le   equazioni   di   terzo   grado   gli   
arabi   riescono   a   trattarle   solo   geometricamente,   ovvero   per   mezzo   di   
intersezioni   di   coniche.    Pertanto   Le   matematiche   che   hanno   origine   dalla   
matematica   greca   tendono   a   ripiegarsi   su   se   stesse.    Sono   matematiche   
che   non   hanno   più   niente   da   scoprire   e   studiare,   anche   lo   stesso   Pappo   
trattata   sostanzialmente   gli   stessi   tipi   di   problemi   di   Apollonio   e   Archimede.   
Quello   che   avviene   alla   fine   del   '500   inizi   del   '600   è   qualcosa   di   
completamente   nuovo.     
(il   fatto   significativo   della   matematica   occidentale   è   il   fondersi   insieme   di   due   
tradizioni   diverse   quella   araba   e   quella   greca,   che   danno   origine   all’algebra   
simbolica   applicata   alla   geometria,   non   è   una   cosa   universalmente   accettata.)     
Verso   la   fine   del   ‘500   e   inizi   del   ‘600   avviene   qualcosa   di   nuovo.   Quello   
che   avviene   è   la   fusione   tra   geometria   classica   e   tradizione   aritmetico   
algebrica.     

1) Queste   caratteristiche   le   possiamo   trovare   in    Maurolico ,   lui   vuole   
sviluppare   una   aritmetica   in   grado   di   trattare   la   quantità   in   quanto   tale,   
al   di   là   della   sua   incarnazione   specifica,   siamo   nel    1575.     

2) Valerio   e   Cavalieri    abbiamo   invece   l’idea   di   trattare   oggetti   generale,   in   
Valerio   si   ha   la   necessità   di   distinguere   la   quantità   dalla   forma,   un   
obiettivo   che   alla   fine   viene   raggiunto   nel   calcolo   del   centro   di   gravità   
dell'iperboloide.     

3) In    Viete    matura   un   processo   che   è   durato   per   tutto   il   '500   e   che   non   è   
riuscito   a   sbocciare   né   nella   tradizione   classica   né   in   quella   algebrica.   

Opere   di   Viète     
● 1591:     Isagoge   in   artem   analyticam     
● 1593:     effectionum   geometricarum   canonica   recension   +   

supplementum   geometrie   +    Zeteticorum   libri   quinque.   
● 1615:     De   aequationum   recognitione   et   emandatione,   



  
a) In   Algebra →    Zeteticorum   libri   quinque.   +   De   aequationum   

recognitione   et   emendatione,   
Questi   ultimi   due   sono   strettamente   collegati   tra   loro.   Gli   zeteticorum   sono   
cinque   libri   di   indagine,   il   titolo   viene   ripreso   da   Pappo   che   vuol   dire   ricercare.   
In   questi   due   libri   Viète   si   prepara   gli   strumenti   algebrici   (negli   zetetici)   per   
poter   trattare   tutti   i   tipi   di   equazione .     

1) Viet   mantiene   la   legge   di   omogeneità   e   l’uso   di   solo   quantità   positive.   In   
Viete    ci   sono   equazioni   del   tipo:   A(x)=0   cioè   ci   sono   solo   equazioni   
omogenee   (Le   grandezze   scalari   hanno   una   dimensione),     

2) Viète   fornisce   una   soluzione   di   equazione   di   terzo   e   quarto   grado   con   
trasformazioni   diverse   da   quelle   di   Tartaglia,   utilizzando   gli   strumenti   
algebrici   che   ha   messo   a   punto   negli   Zetetici.     

3) Negli   zetetici   Viete   affronta   anche   numerosi   problemi   Diofantei,   questo   
dimostra   anche   la   potenza   dei   suoi   strumenti:   se   consideriamo   il   
problema   più   famoso   di   Diofanto   della   divisione   di   un   quadrato   come   
somma   di   2   quadrati   egli   fornisce   una   sola   risoluzione,   invece   Vietè   con   
i   suoi   strumenti   algebrici   riesce   a   trovare   anche   la   formula   generale   per   
la   risoluzione   del   problema.     Con   gli   strumenti   di   Viète   si   ottiene   una   
prima   generalità ,   tu   ha   una   formula   per   la   scomposizione   di   un   
quadrato   come   somma   di   quadrati.     

4) Abbiamo   anche   un   primo   teorema   di   algebra:   l'antitesi   non   cambia   
l'uguaglianza   ma   abbiamo   anche   un   teorema   di   altri   livello:     

5) il   teorema   sulle   funzioni   simmetriche   elementari:   
Se   abbiamo   →    =prodotto   delle  x xxn + an 1−

n 1− + .... + a1 + a0 xa0 = Π i  
radici   per   un’equazione   di   3°   →  x xx3 + a2

2 + a1 + a0  
 x1.x2.x3)a0 =  − (  

  x1.x2 1.x3 2.x3a1 =  + x + x   
 x1 2 3) a2 =− ( + x + x  

Queste   si   chiamano   formule   di   Viète ,   cioè   funzioni   simmetriche   
elementari   e   il   legame   tra   le   radici   delle   equazioni   e   coefficienti   di   
un’equazione   stessa.    Data   un’equazione   dire   se   ha   soluzioni   per   i   
radicali   in   funzione   dei   coefficienti .     

Questo   dà   inizio   alla   teoria   delle   equazioni   che   sviluppa   fino   a   Galois.   Si   
sviluppa   molto   nel   700   con   Lagrange,   Cauchy,   Abel,   Ruffini   fino   a   Galois   che   
stabilirà   se   l'equazione   è   risolubile   per   radicali.     
  

b)   in   geometria →     effectionum   geometricarum   canonica   recension   +   
supplementum   geometrie   



  E’   una   rassegna   standard   delle   operazioni   geometriche,   ad   ogni   operazione   
viene   collegata   una   equazione   o   una   operazione   algebrica.     
esempio   
Tipo   date   tre   grandezze   proporzionali   e   date   la   media   e   la   differenza   tra   le   
estreme   trovare   le   estreme,   viete   la   mette   in   corrispondenza   con:     
   Cioè   abbiamo   3   grandezze/linee   proporzionali   e   data   la   media   e   la   differenze   
delle   estreme   trovare   l’estreme.   →   A.(A+B)=Cq   →     (a )x + b = c2  
costruisce   una   corrispondenza   tra   equazione   e   costruzione   geometrica.   
Questa   impostazione   è   barocca   e   pesante   e   richiederà   un   certo   tempo   per   
essere   superata.   
  Nel    supplementum   geometrie    introduce   un   assioma   e   dimostra   che   si   può   
risolvere   un'equazione   pura   di   terzo   grado   e   un'altra   sulla   trisezione   
dell’angolo.   Grazie   a   questo   assioma   egli   dimostra   che   si   possono   costruire   
due   medie   proporzionali   o   effettuare   la   trisezione   dell’angolo.     
Assioma:   

  
Egli   mostra   che   qualunque   equazione   di   quarto   grado   si   può   ridurre   a   una   di   
terzo   che   a   sua   volta   si   riduce   a       oppure   a     →   irriducibile  A3 = B AA3 + p = q  
così   dice   di   aver   risolto   tutti   i   problemi   della   geometria.      
Remind:   nel   1589   è   uscita   la   traduzione   di   Commandino   della   Collezione   
di   Pappo   
Viète   è   tra   i   primi   a   cercare   di   affrontare   i   libri   che   Pappo   descrive   nel   settimo   
libro   della   collezione:   dati   tre   cerchi   trovarne   uno   che   sia   tangente   a   loro   tre.   È   
uno   dei   problemi   descritto   nella   collezione,    è   il   libro   sui   contatti   di   
Apollonio.   
Pappo   lo   descrive   così:   
   date   tre   cose   tra   punti   rette   e   cerchi   trovare   un   cerchio   che   passi   o   sia   
tangente   alle   tre   cose   date.     
Questo   è   un   problema   piano,   che   non   può   essere   risolto   con   le   coniche   ma   
solo   con   figure   piane.     Fan   Rumen    (aneddoto   dell'equazione   di   45°   grado)   
risolve   il   problema   intersecando   due   iperboli.   Viète   è   il   primo   a   prendere   sul   
serio   la   classificazione   dei   problemi   di   Pappo.     
    
  



Marino   Ghetaldi     
Muore   nel    1629    è   un   allievo   di   Viète     
Marino   Ghetaldi   è   di   Ragusa   in   Croazia   è   un   appassionato   di   matematica   nei   
suoi   viaggi   a   Parigi   conosce   Viete,   diffonde   le   opere   di   Viète   tra   i   suoi   amici   e   
comincia   a   utilizzare   tecniche   vietiane   per   risolvere   problemi   fra   cui   la   
Apollonius   illyricus    pubblicato   nel    1611    e   poi   con   un   supplemento   nel    1613   
Apollonio   aveva   risolto   con   riga   e   compasso.     
Risolve   il   problema   delle   inclinazioni:   date   due   semicirconferenze   inserire   tra   
loro   due   una   retta   di   lunghezza   data   che   finisca   in   questo   punto,   ci   sono   troppi   
casi   per   questo   problema.     

    
  Si   confluisce   in   una   matematica   barocca,   troppo   piena.      
Problema   del   rombo:     
  

  
Questo   problema   va   risolto   con   riga   e   compasso   perchè   Pappo   dice   che   sono   
problemi   piani,   tutti   gli   altri   però   li   risolve   per   via   algebrica.      
Nel   1611/13   quando   pubblica    Apollonius   illyricus    o   anche   nel   1607   quando   
pubblica   un   altro   problema   non   pubblica   la   parte   algebrica,   pubblica   solo   le   
costruzioni   geometriche.      
Nel    1630    quando   pubblica   un   testo   " de   risoluzione   et   compositione"    ovvero   
su   analisi   e   sintesi   matematica   in   cui   fa   vedere   come   tutti   i   problemi   che   si   



riducono   a   equazioni   di   primo   e   secondo   grado   se   ne   può   costruire   la   
soluzione   algebrica.   Dando   poi   esempi   di   cosa   aveva   fatto   nell'    Apollonius   
illyricus .   La   cosa   interessante   è   nel   quinto   libro,   ovvero   in   problemi   che   non   
cadono   sotto   l’algebra,   tra   questi   c’è   il   problema   del   rombo.    Questo   fa   vedere   
le   difficoltà   tra   cosa   si   possa   o   non   possa   fare .   Dal   problema   del   rombo   si   
ottiene   un'equazione   di   4°   grado   completa,   non   si   sa   come   collegarla   
all'algebra,   e   come   collegarla   a   problemi   piani.   Ma   dato   che   il   problema   è   
piano   l'equazione   deve   essere   di   secondo   grado   oppure   riconducibile   a   una   
biquadratica.    Cartesio    darà   une   trattazione   semi-completa   del   problema   
risolvendolo   per   il   caso   del   quadrato.   Bisogna   aspettare    Newton    per   una   
trattazione   soddisfacente   del   problema,   l'equazione   di   4°   grado   si   riconduce   a   
una   biquadratica.     
L’altro   aspetto   interessante   sulla   figura   di   Ghetaldi   è   la   diffusione   di   diffusione   
dell’ ars   analitica    di   Viet.    In   Italia   il   peso   della   tradizione   classica   e   della   
influenza   Galileiana   ha   fatto   sì   che   la   diffusione   dell’algebra   non   fosse   così   
immediata.   Lo   stesso   Clavio   amico   di   Ghetaldi   nel   1608   sulla   questione   delle   
equazioni   di   terzo   grado   ha   solo   sentito   dire   che   Viete   ha   trattato   meglio   le   
equazione   di   terzo   grado   rispetto   agli   altri,   questo   dimostra   la   difficoltà   nella   
diffusione   dell’algebra. Nella   stessa   Francia   l'algebra   di   Viète   si   diffonde   
lentamente.     
Negli   anni   successivi   al   1615   verranno   pubblicati   opere   in   francese   delle   
opere   di   Viète,   trattati   di   algebra,   gli   zetetici   e    sarà   solo   a   partire   dalla   fine   
degli   anni   20   inizio   anni   30   che   l’algebra   di   Viète   trova   il   suo   
continuatore   ovvero   Pierre   de   Fermat.     
Aspetto   importante     
La   matematica   italiana:   Valerio,   Cavalieri,   Torricelli,   Tartaglia,   Cardano   sono   
tutti   legati   ad   ambienti   accademici.   Con   il   ‘600    la   figura   del   matematico   non   
è   più   una   figura   legata   alla   università ,   ma   viene   vista   come   una   figura   
dilettante,   ovvero   si   impara   la   matematica   da   sé.   Questo   aspetto   è   molto   
importante   perché    ci   ricorda   la   matematica   dell’abaco   che   permette   una   
maggiore   libertà   di   ricerca,   e   questo   è   un   po'   quello   che   succede   con   la   
matematica   in   generale.   Il   non   doversi   più   sottoporre   a   regole   rigide,   situazioni   
istituzionalizzate   concede   alla   matematica   una   maggiore   libertà   (vale   per   
Viete   vale   per   Cartesio,   per   Fermat),   le   cui   cose   si   diffondono   attraverso   reti   
private   che   verso   la   seconda   metà   del   ‘600   si   vanno   a   trasformare   in   
accademie   scientifiche,   come   istituzioni   private   di   studiosi   e   ben   presto   
saranno   riconosciute   dagli   stati.     
Altra   cosa   importante   è   la    nascita   di   riviste   scientifiche    in   cui   si   scambia   
idee   nuovi   approcci,   in   generale   la   vita   scientifica   cambia   proprio   natura,   



uscendo   dalle   università   e   andando   a   svilupparsi   nei   singoli   studiosi   e   questo   
vale   anche   per   la   matematica.    
  

LEZIONE   24→   14-12-2020     
  

Volta   scorsa:     
Abbiamo   parlato   del   fatto   che   la   riscoperta   di   Pappo   rafforza   la   "moda"   che   già   
si   era   iniziata   a   manifestare   verso   la   seconda   metà   del   '500   del   restauro   della   
reinvenzione   di   opere   e   risultati   andati   perduti.   Tutto   il   filone   Archimedeo   sui   
centri   di   gravità   nasce   dal   fatto   che   i   testi   di   Archimede   non   ci   sono   pervenuti.   
Il   caso   di   Pappo   è   ancora   più   significativo.     
Dopo   che   il   testo   di   Pappo   diventa   disponibile   con   la   traduzione   di   
Commandino    del    1589 ,   inizia   la   moda   di   ricostruire   i   libri   che   Pappo   
elenca   nel   settimo   libro,   inoltre   si   cerca   di   capire   il   metodo   dell'analisi   e   
della   sintesi.    Abbiamo   anche   visto   che    Viete    interpreta   questo   discorso   
dell'analisi   e   della   sintesi,    inventando   l'algebra   simbolica   e   inaugura   la   
corrente   dei   "restauratori" :   appolloni   francesi,   gallesi,   ecc   in   particolare   
l'algebra   Vietiana   è   un'algebra   pesante   (barocca)   la   legge   di   omogeneità,   
l'esclusione   di   quantità   negative.   Esclude   le   quantità   negative   perché   lui   vuole   
applicare   la   sua   algebra   alla   geometria.     
L'idea   di   polinomio   stenta   a   venire   fuori   e   inoltre   Viete   stesso   non   è   un   
accademico,   è   un   politico   un   amministratore   e   le   sue   opere   si   diffondono   
lentamente   e   con   diversa   fatica,   anche   a   causa   dello   stile   stesso   di   Viète.     
    

Ghetadi    usa   l'algebra   vietiana   per   ricostruire   un   libro   di   Apollonio,   presenta   un   
tipo   di   approccio   completamente   diverso   da   quello   di   Viète.    Se   Viete   
all'equazione   associa   una   costruzione   geometrica,   Ghetaldi   cerca   di   
interpretarla.    L'idea   diventa   quindi   l'interpretazione   della   formula.    Questi   due   
aspetti:   il   tentativo   di   riappropriazione   di   opere   perdute   e   l'utilizzo   dell'algebra   
in   queste   operazioni   saranno   alla   base   della   novità   del   corso   degli   anni   '30.     
I   protagonisti   di   questa   rivoluzione   sono   Cartesio   e   Fermat.     
Sia   Cartesio   che   Fermat   non   sono   matematici   di   professione.     
  

Cartesio   
Il   primo   vive   di   rendita   e   dispone   di   terre.   Dopo   aver   studiato   dai   gesuiti   si   
dedica   alla   carriera   militare,   durante   una   sosta   ha   delle   illuminazioni   che   lo   
porteranno   a   tirare   fuori   il   discorso   sul   metodo.   Successivamente   si   ritira   in   
Olanda,   perché   vuole   stare   lontano   da   Parigi   dalle   varie   dispute,   e   nel    1637   
pubblica   il   " discorso   sul   metodo   per   ben   condurre   la   propria   ragione   e   
trovare   la   verità   nelle   scienze ".   Prima   del   discorso   sul   metodo   aveva   scritto   



cose   che   non   pubblicherà   in   cui   ci   sono   moltissime   cose   che   riguardano   
matematica,   analisi   e   sintesi.   L'opera   del   discorso   sul   metodo   ci   manda   al   
dubbio   sistematico.   Questo   libero   è   accompagnato   da   tre   saggi:    la   meteora   la   
diottrica   e   la   Geometrié .   L'ultima   è   un   testo   difficile,   è   il   primo   testo   che   noi   
possiamo   leggere   come   se   si   trattasse   di   un   testo   moderno.   Cartesio   si   vuol   
tenere   lontano   dalle   polemiche   ma   è   uno   che   la   polemica   la   ama   parecchio,   in   
una   lettera   a   Mersenne    dice   che   è   stato   volutamente   oscuro   in   certi   passi,   per   
vedere   se   gli   "intelligentoni"   sapessero   risolvere   quei   passi   oscuri.     La   
geometriè   è   centrata   intorno   al   "problema   di   Pappo":   

  
  A   questo   Pappo   aggiunge   un   lungo   commento   e   se   la   prende   con   Apollonio   il   
quale   non   doveva   dire   queste   cose   di   Euclide   perché   senza   di   lui   non   avrebbe   
risolto   il   problema,   e   comunque   è   stato   dimostrato   che   i   punti   P   vanno   a   
cedere   in   una   delle   sezioni   coniche,   questo   problema   poi   dice,   si   potrebbe   
generalizzare   ulteriormente.   Se   le   linee   dovessero   essere   6   allora   dovremo   
considerare   che   un   determinato   parallelepipedo   Pl   abbia   un   rapporto   tale   che:     

 P l(P , P , P )A1 A2 A3
P l(P , P , P )B1 B2 B3

 
Potremmo   generalizzarlo   ulteriormente   e   considerare   anziché   il   
parallelepipedo   (con   8   linee   avremmo   un   solido)   il   rapporto   composto 

 x x x  PA1
PB1

PA2
PB2

PA3
PB3

PA4
PB4  



Poi   afferma   che   si   può   generalizzare   a   qualsiasi   rette   si   vogliano.   Tutto   
sommato   questa   generalizzazione   non   serve   a   molto,   perché   il   luogo   delle   5-6   
linee   lo   hanno   studiato   e   i   punti   vanno   a   cadere   su   luoghi   non   ancora   
conosciuti,   e   di   questi   luoghi   non   è   stato   nemmeno   uno,   nemmeno   il   più   
semplice   o   il   più   manifesto   [testo   di   Pappo].     
    

Concetto   di   luogo:     
Pappo   trasmette   3   cose   importanti:     

1. Idea   di   analisi   e   sintesi     
2. Lista   di   opere   che   stimola   la   ricerca     
3. Concetto   di   luogo   che   appare   in   Pappo   e   che   non   si   capisca   bene   

cosa   voglia   dire     
    

Per   noi   il   luogo   geometrico   è   l'insieme   dei   punti   che   godono   di   una   certa   
proprietà,   questo   non   è   ammissibile   nella   geometria   greca.   Il   luogo   per   i   
matematici   greci   deve   essere   visto   come:    hai   una   curva   con   in   essa   una   
certa   proprietà,   bisogna   quindi   vedere   se   tale   proprietà   è   caratteristica   
della   curva,   si   deve   dimostrare   che   tale   proprietà   è   sintomatica.     Questo   
non   è   chiaro   però   in   Pappo,   non   è   trasmesso   bene   nel   testo   di   Pappo.   Nel   
testo   di   Pappo   si   parla   di   luogo   come   cosa   che   già   si   sa.     
Quindi   il   problema   è   quello   di   riuscire   a   interpretare   cose   sia   il   luogo.   
Qui   abbiamo   un   momento   di   svolta   decisivo,   lo   abbiamo   separatamente   in   
Fermat   e   Cartesio.     
   Altra   cosa   da   segnalare   del   testo   di   Pappo :   La   traduzione   di   Commandino   
recita   "   e   di   questi   luoghi   ne   trovarono   uno   che   non   è   il   più   semplice   è   il   più   
manifesto"   cade   la   particella   negativa.   E’   importante   questo   stimola   a   trovare   
la   soluzione   e   Cartesio   ci   prova.   
Come   affronta   Cartesio   il   problema   di   Pappo.     
Inizio   della   Geometrié.   Inizia   quasi   con   una   bestemmia,   tutta   la   problematica   
legata   all'incommensurabilità   viene   buttata   via   senza   rimpianti.     Cartesio   dice:     

  



Se   con   Viète   si   avevano   delle   grandezze,   qui   tutto   resta   nell'ambito   delle   
linee.   In   qualche   modo   le   rette   di   Cartesio   diventano   un   modello   universale   su   
cui   lavorare,   dovemmo   aspettare   fino   '800   per   far   si   che   queste   rette   diventino   
numeri   reali.     
Per   estrazione   di   radice:     

  
Come   si   risolve   un   problema   per   Cartesio?     
I   problemi   si   riconducono   a   risolvere   equazioni.     
Se   io   ho   l'equazione:   

→     ←   questa   è   la   scrittura   di   Cartesio  zz2 = a + b2 zz2 = a + bb  
la   si   costruisce   interpretando   la   formula   risolutiva   
Costruisco   il   triangolo   rettangolo   ABC   in   cui   prendo   BC=b   e   AB=a/2     
Prolungo   il   lato   AC   di   una   quantità   pari   ad   a/2    fino   ad   ottenere   D   e   allora   

DC=z.   La   soluzione   è   data   algebricamente   da     z = 2
a + √ 2

a +4b2 2  

Per   il   Teorema   di   Pitagora   AC=      √b2 + 4
a2 = 2

1√ab2 + 2
a2  

e   così   farà   anche   per   gli   altri   tipi   di   equazioni   di   2°     
Se   ho      dovremo   staccare   da   Ac   un   pezzo   ottengo   il   punto   D   e  zz2 =− a + b2  
DC   sarà   la   mia   soluzione   

  



  
Quindi   tutti   i   problemi   fino   a   secondo   grado   si   sanno   costruire     e   per   le   
equazioni   di   grado   superiore?    Il   problema   viene   diviso   in   due:     

1. Costruire   l'equazione   risolvente     
2. Trovare   dove   cadono   i   punti     

il   luogo   diventa   come   quello   nostro.     
  

Fermat     
Egli   parte   dai   luoghi   piani   (altra   opera   di   Apollonio),   a   partire   da   questa   
opera   arriverà   a   concepire   il   luogo   come   quello   cartesiano.    La   curva   a   
partire   da   cartesio   Fermat   viene   vista   come   generata   da   una   equazione.   
Fermat   dimostrerà   che   tutte   le   equazioni   di   secondo   grado   rappresentano   
coniche.     
  

Cartesio     
A   questo   cartesio,   dopo   aver   visto   che   l’equazione   è   di   secondo   grado,   
afferma   che   il   problema   è   piano.   Se   le   rette   sono   di   più   in   gradi   aumentano.     
  Geometrie    
Geometrie   è   divisa   in   tre   libri:     
Inizia   con   una   Nuova   Analisi   algebrica   dei   problemi   geometrici   applicata   a   
Pappo.   Questo   libro   apre   due   primi:   nel   terzo   libro   si   ha   lo   studio   dei   problemi   
geometrici   che   conducono   a   equazioni   di   grado   maggiore   o   uguale   a   3,   nel   
secondo   libro   si   ha   la   questione   di   cosa   sono   le   linee   curve.   Da   come   
interpreta   il   problema   di   Pappo   si   ha   la   necessità   di   ridurre   il   problema   ad   una   
equazione,   se   l'equazione   è   di   secondo   grado   okey,   se   è   di   grado   superiore   al   
secondo   devi   riuscire   a   capire   come   ricondurti   a   cose   note.   Questo   è   il   
problema   della   costruzione   delle   equazioni.    
    

Da   Cartesio   in   poi   il   mondo   della   geometria   è   il   mondo   delle   curve   che   
possono   essere   descritte   mediante   equazioni,   le   curve   algebriche.     
Problemi   ordinati   da   Cartesio:     

● Primo   genere:   equazioni   di   primo   e   secondo   grado     
● Secondo   genere:   equazioni   di   terzo   e   quarto   grado     

Questa   visione   della   geometria   permette   di   risolvere   il   problema   di   
Pappo.    Algebrizzata   la   questione   cartesio   si   pone   il    problema   di   trovare   la   
tangente   ad   una   curva   data.    Questa   domanda   apre   il   sipario   alla   matematica   
moderna.     
Perché   è   così   importante?     
Gli   antichi   erano   in   grado   di   trovare   tangenti,   vedi   Apollonio.   Qui   cosa   
cambia?   Qui   cambia   che   la   tangente   si   cerca   in   una   curva   generale.   Si   cerca   



di   determinare   un   metodo   che   data   una   qualunque   curva   algebrica   si   vuole   
trovare   la   tangente,   questo   introduce   l'oggetto   polinomio.     
Una   curva   algebrica   quindi   sarà   data   da:     
  F(x,y)=   G(x,y)   →sarà   meglio   considerarla   così   F(x,y)=0   
E’   molto   importante   perchè   la   differenza   sta   nel   fatto   che   F(x,y)=   G(x,y)   è   
un’equazione   mentre   F(x,y)=0   è   un   polinomio   
In   particolare   il   terzo   libro   della   Geometrie   comincia   con   un   trattato   sui   
polinomi.   Infatti   la   regola   dei   segni   è   nota   coma   la   regola   di   Cartesio.   Il   
polinomio   è   un   nuovo   oggetto   matematico   che   f   Per   la   prima   volta   il   polinomio   
compare   nella   geometrie   di   Cartesio   e   negli   scritti   di   Fermat   

  
  

I   coefficienti   di   Q    che   dipendono   da   r   e   da   s    a(r,s) 
  per   un   polinomio   da   determinare  (r, )x .. (r, ) (x o )a(r, )xs 2n + b s 2n 1− + . + m s =  − x  2  

che   avrà      n  coef f icienti2 − 2 x ..a2n 2−
2n 2− + .  

Ottengo   un   sistema   di   2n+1   equazioni   
{a(r,s)=    a2n 2−  
{b(r,s)=   
{....   
Ho   2n-2   incognite   +r+s.   Risolvendo   questo   sistema   troverò   r   ed   s   e   avrò   
trovato   la   mia   tangente.     
È   una   cosa   molto   complicata,   negli   anni   successivi   (1650   e   fine   del   secolo)   i   
matematici   si   dedicheranno    a   cercare   di   semplificare   questo   metodo.    La   



cosa   importante   è   che   in   questo   modo   Cartesio   ha   fissato   un   metodo   
generale   per   le   tangenti   a   una   qualsiasi   curva.     
  

LEZIONE   25→    18-12-2020     
Geometria   di   Cartesio.     
Questa   opera   è   il   punto   culminante,   in   cui   si   propone   un   punto   di   vista   
completamente   nuovo,   gran   parte   di   questa   opera   si   svolge    attorno   al   
problema   di   Pappo .   La   prima   innovazione   è   l'abbandono   del   principio   di   
omogeneità   vietiano,   inoltre   facendo   vedere   come   si   possono   interpretare   
somme   prodotti   o   estrazioni   di   radici   medianti   linee.   A   differenza   di   Viète,   
Cartesio   propone   l'interpretazione   diretta   delle   equazioni.     
    

IL   problema   di   Pappo,   Cartesio   lo   vede   in   2   fasi.   
1)   Fa   vedere   come   la   distanza   si   esprima   in   termini   lineari   in   funzione   

delle   quantità   incognita,   questo   significa   che   il   problema   si   riduce   a   
equazione   di   secondo   grado   (nel   caso   di   4   linee).     

Poi   la   domanda   è   come   trovare   i   punti   per   equazioni   di   grado   superiore   al   
secondo?     

2) La   risposta   a   questa   domanda   è   data   nel   terzo   libro,   col   problema   della   
costruzione   dell'equazione.   In   particolare,   Il   cuore   della   Geometrie   sta   
nel   secondo   libro.   Secondo   Cartesio   le   curve   ammissibili   in   geometria   
sono   quelle   che   cadono   sotto   una   misura   precisa   ed   esatta,   ovvero   
quelle   generate   da   un   movimento   continuo   senza   interruzioni.   La   spirale   
di   Archimede   non   è   ammissibile   secondo   Cartesio.   Se   quindi   bisogna   
ammettere   in   geometria   sono   solo   quelle   sopra   descritte   allora   queste   
possono   essere   messe   in   corrispondenza   con   delle   equazioni   
polinomiali.     

    
Attenzione   questo   è   un   punto   molto   discusso,   quello   che   è   certo,   è   che   
immediatamente   dopo   l'oggetto   della   geometria   è   una   classe   ben   definita   e   
sufficientemente   generale   di   oggetti,   e   per   questo   tipo   di   classe   si   tratta   di   
dare   metodi   o   calcoli   che   si   applicano   a   tutti   gli   oggetti   della   classe,   l'esempio   
principe   è   il   problema   delle   tangenti.     



    
{F(x,y)=0   
{(x-v)^2+y^2=r^2   
Se   F(x,y)=0   aveva   grado   n   si   ottiene   un   polinomio   Q2n(x)   di   grado   2n   
che   avrà   sicuramente   una   radice   x0.   Non   voglio   trovare   le   soluzioni   di   
questo   polinomio   ma   voglio   che   questo   polinomio   si   divisibile   per   
(x-x0)^2→   Q2n(x)=(x-x0)^2P2n-2(x)     
Imponendo   questa   condizione   si   ottiene   un   sistema   di   2n   -2   variabili   che   
fornisce   la   coordinata   del   centro   e   la   lunghezza   del   raggio.   
Esempio   concreto   

  xy = m 2   
1) La   tangente(verde)   so   già   calcolarla   da   Apollonio   
2) La   sottotangente(   in   arancione)   è   doppia   del   piede   dell’ordinata     

  



Come   funziona   il   metodo   di   Cartesio   
1) dobbiamo   intersecare      con   ‘equazione   del   cerchio   che   ha  xy = m 2  

raggio   r   e   centro   sull’asse   x   
{   xy = m 2   
{  x )( − v 2 + y2 − r2 = 0  

2) Ottengo   un   polinomio    (x) x ) xQ = ( − v 2 + m2 4 − r2 = 0  
3) ora   io   voglio   che   questo   polinomio   abbia   una   radice   doppia   in   x0   

  e   io   voglio   che   questo   in   quanto   polinomio  x vxm2 4 + x2 − 2 + v2 − r2 = 0  
sia   uguale   a    x vx x 0) (ax x )m2 4 + x2 − 2 + v2 − r2 = ( − x 2 2 + b + c  

4) I   coefficienti   di   questo   polinomio   sono   P4=   dove   gli   ai   sono  aixΣ i  
funzioni   di   a,   b,   c   mentre   a   sx   i   coefficienti   sono   funzioni   di   m,   v,   r   

5) Facendo   i   conti   e   uguagliando   i   coefficienti   ottengo     
{  a = m2  
{b-2ax0=0   
{c-2bx0+  x0a 2 = 1  
{  x0 cx0 vb 2 − 2 =− 2  
{  x0c 2 = v2 − r2  
sistema   di   5   equazioni   in   5   incognite   di   cui   le   uniche   due   di   interesse   
sono   v   ed   r   

6) facendo   i   conti   ottengo   che    0 m x0v = x + 2 2 3  

7) geometricamente   parlando   →     ma   va   ancora  0 xox + 2 x04
yo2 3 0v = x + 2 x0

yo2
 

geometricamente   interpretata   
8) i   due   triangoli   rettangoli   sono   simili     

OE=EA→   y0O=O(-y0)   
Con   questo   metodo   si   può   trovare   la   tangente   a   qualunque   curva   algebrica   
Supponiamo   ora   di   avere     x    √xy + + √2 y + c = 0  

1) trasformarla   in   equazione   polinomiale:   
  →   →    x  √xy + √2 y =  + c xy  y x )   + y + 2√x = ( + c 2  

→    xy  x )  y  + y − ( + c 2 =− 2√x  xy  x ) ] xy[ + y − ( + c 2 2 = 4 2  
2) Procediamo   come   prima   

Si   iniziarono   a   fare   calcoli   più   semplici   
{   xy = m 2   
{  0 (x 0)y = y + m − x  
    Q   aveva   grado   n   com   F   
A   partire   dalle   prime   traduzioni   della   Geometrie   la   cosa   inizia   a   semplificarsi.     
Una   prima   semplificazione   avvenne   verso   la   fine   del   600   con    Jan   Hodde .   Egli   
notò   che   un   polinomio   ha   una   radice   doppia   se   e   solo   se   Q1(x)   ha   una   radice   
nello   stesso   punto.   Q1   è:   



Q(x)=   e   ko...kn   è   una   progressione   aritmetica   qualunque    a+nb→  aixΣ i  
Q1(x)=    Si   può   prendere   come   progressione   aritmetica   0,1…   n  kiaixΣ i  
Vediamo   il   teorema   applicato   alla   parabola   

Consideriamo   la   parabola   e   mettiamola   a   sistema   con   xy = p 2   
{  xy = p 2  
{   cioè   interseco   la   parabola   con   il   fascio   di   rette   e   fra   tutte  0 (x 0)y − y + m − x  
queste   voglio   la   retta   tangente   

  
   otteniamo   Q(x)= x x mx0 0)p 2 − m + ( − y  
Q1(x)   prendo   il   polinomio   che   ottengo   usando   la   successione   usando   0,   1,2   
Q1(x)=   Per   trovare   la   tangente   mi   basta   risolvere   questa   equazione  px x2 2 − m  

  e   ottengo   che   m=  px x2 2 − m = 0 1
2p  

Q1(x)   è   una   sorta   di   derivata   del   polinomio   moltiplicata   per   x   
  

Verso   la   fine   del   700   il   metodo   delle   tangenti   si   è   trasformato   in   un   calcolo,   
che   però   è   molto   difficile   da   potersi   applicare.   Se   la   curva   algebrica   non   si   
esprime   sotto   forma   di   polinomio,   non   è   possibile   applicare   questo   tipo   di   
calcoli.     
    

Passo   indietro:     
Questi   metodi   cartesiani   funzionano   solo   sulle   curve   algebriche   e   hanno   
il   merito   di   mettere   in   luce   il   polinomio.    Le   operazioni   che   fa    Hoode    è   una   
cosa   che   ha   senso   sul   polinomio,   no   sull'equazione.   Così   come   tutto   il   metodo   
dell'idea   di   Cartesio.   E   prima   di   parlare   della   costruzione   delle   equazione   
Cartesio   scriverà   molte   pagine   sui   polinomi   quasi   a   preparazione   della   
Geometrie.    Però   ha   allo   stesso   tempo   un   limite,   le   curve   che   ha   escluso,   
ci   sono   e   sono   sempre   più   presenti.     
Ad   esempio   la   spirale   di   Archimede   di   cui   la   tangente   si   conosce,   un'altra   
curva   è   la   quadratrice,   che   serve   per   trovare   la   trisezione   dell'angolo,   poi   
abbiamo   anche   la   quadratura   logaritmica,   quelle   del   seno   e   del   coseno.  
Abbiamo   anche   la   cicloide   nominata   per   la   prima   volta   da   Galileo     



  
  

  
  
    

I   metodi   algebrici   su   queste   curve   sembrano   inapplicabili,   non   per   nulla   
Cartesio   le   ha   escluse   :)     
    

FERMAT   
Accanto   a   Cartesio   troviamo   Fermat.   Egli   è   dilettante   molto   più   di   Cartesio,   
scrive   molte   cose   di   matematica   e   circoleranno   molte   di   queste   attraverso   
Mersenne.     
Oss:   Mersenne   è   un   frate   parigino,   conosce   molti   matematici   e   filosofi,   lui   
costruisce   una   accademia   privata   e   tiene   una   corrispondenza   vastissima.   La   
sua   corrispondenza   svolge   la   funzione   che   da   lì   a   poco   svolgeranno   le   riviste   
scientifiche.     
Quindi   Fermat   invia   agli   amici   e   a   Mersenne   i   suoi   risultati,   in   particolare   
Fermat   pubblica   un   metodo   per   trovare   le   tangenti,   vediamo   il   metodo   
applicato   alla   parabola:     
prendiamo   una   parabola   e   vogliamo   trovare   la   tangente   nel   punto     



  
Facendo   queste   sostituzioni   otteniamo   un   adeguazione   di   questo   tipo   

 b b e e ee2 − 2 2 ≈− a2 − b2  
A   questo   punto   divide   tutto   per   e→     e   la   trasforma   in   un  b be − 2 2 ≈− a2 − b2  
eguaglianza   riportandola   dove   era   e   cioè   ponendo   tutto=0    ottenendo   alla   fine   

→   →   a=b  ba2 ≈ b2 − e a2 = b2  
L'idea   è   di   leggere   la   proprietà   caratteristica   invece   che   sulla   curva   
stessa,   sulla   tangente.     
Osserviamo   che   il   "rigore   Euclideo"   si   è   molto   allentato.   Il   metodo   di   
Fermat   permette   di   affrontare   quello   che   i   metodi   algebrici   non   potevano   
fare.   Si   può   avere   un   calcolo   che   permetta   di   trovare   la   tangente   e   tutto   
quello   che   la   tangente   consegue   senza   arrestarsi   alle   radici   quadrate?   Sì   
ed   è   quello   che   fa   Leibniz.     

  
Leibniz   
Leibniz   compie   un'altra   svolta   decisiva.    Tra   il   1591   e   il   1684   troviamo:   
isagoge   di   Viete,   la   Geometrie   di   De   Carte,   nova   metodus   di   Leibniz,   si   
può   dire   che   la   matematica   moderna   venga   fuori   da   questi   tre   libretti.      
    

Cosa   fa   Leibniz.     
    

Supponiamo   di   voler   trovare   la   tangente   a   una   certa   curva     



  
  

Con   i   differenziali   è   più   semplice   aggiustare   le   equazioni   per   farle   venire   
polinomiali.   Infine   viene   risolto   il   problema   di    De   Beaunne.     

  
La   matematica   del   '600   si   costruisce   attraverso   una   fusione   di   diverse   
matematiche:   greche,   arabe,   abachiste…   ma   nessuna   di   queste   può   
pretendere   di   essere   l'unica   radice   della   matematica   moderna.   Questo   ci   fa   
vedere   come   sia   sbagliato   proiettare   i   nostri   concetti   di   rigore   e   formalismo,   
alla   matematica   prima   di   Cartesio.     
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Tradizione Archimedea: 
La terza fase della tradizione archimedea avviene grazie a Guglielmo di Morbech. Dal codice A durante il rinascimento verrà c
quindi è grazie questi codici (A e B) che dobbiamo la conoscenza di Archimede durante il rinascimento. Quindi personaggi com
Cartesio o altri conoscono Archimede grazie a questi codici. Per esempio i Galleggianti che si trovavano solo nel codice B sono
attraverso la traduzione latina di Guglielmo. Questa traduzione è molto difettosa in quanto questa opera è molto difficile, pe
in rinascimento quando questi testi vennero scoperti iniziò tutta un'opera di "impadronirsi" di questi testi. Verso il 1450 verrà
nuova traduzione di Archimede fatta da Jacopo da San Cassiano (anche questa piuttosto manchevole) la cosa importante è ch
traduzione verrà studiata da Regiomontano e alla base di questa ne fa una revisione che verrà pubblicata nel 1544 a Basilea e
editio princeps di Archimede. Quindi l' Archimede prima della nascita modera è quello mediato dalle traduzioni di Guglielmo 
varie revisioni fatte durante l'umanesimo.  
L' Archimede che conosciamo oggi invece è quello fornitoci da Heiberg. Il suo approccio però era condizionato dal tipo di visio
all'epoca avevano di Archimede stesso  e della matematica greca.    
 
Il metodo. 
Questa opera ha la forma di una lettera a Eratostene in cui manda la dimostrazione di due teoremi, e illustra anche l'approcc
associato ai risultati che aveva trovato. Il metodo contiene 15-17 proposizioni, le prime 12 sono relative a risultati che Archim
diffuso.  
 
Come funziona l'approccio di Archimede? 
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Questo è l'approccio di Archimede, è un approccio molto euristico che contiene almeno due salti argomentativi difficili da acc
In questa dimostrazione sembra effettivamente che Archimede stia "integrando" o per lo meno stia tentando un approccio d
come supposto effettivamente da Heiberg, la cosa importante è però che Archimede non usa sempre questo stesso approcci
dal finito all' "infinito",  usa metodi diversi a seconda dei contesti che ha davanti. Pertanto è scorretto parlare di metodo di in
quanto questo presupporrebbe un metodo alla base, caratteristica assente in Archimede. 
 
Sempre nel Metodo abbiamo: 
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Quando Archimede utilizza questo approccio EURISTICO, utilizza anche delle proprietà specifiche della figura, non si può quin
metodo. Questo testo comunque risulta il più avanzato dal punto di vista dell'astrazione.  
 
Cos'è per la geometria greca una dimostrazione di Geometria di misura? 
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Le grandezze si possono confrontare, ma non viene mai detto da nessuna parte come si sommano o altro.  
Ci sono delle costanti nell'approccio che variano di caso in caso. Vediamo la quadratura della parabola. Per quadrare la para
usa due dimostrazioni: una con le bilance e una in modo geometrico.  
 
QUADRATURA DELLA PARABOLA 
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Come nel caso della XII.2 di Euclide, in questa nella dimostrazione di Archimede viene utilizzato un trucco. Quindi questa unif
dimostrazione è tutt'altro che uniforme. La geometria di misura di Archimede è per certi versi simile a quello che facciamo no
aspetti è decisamente legata all'individualità delle figure che vengono trattate.  
 
Gli oggetti che Archimede tratta non sono generali, inoltri gli approcci che adotta sono plasmati rispetto alla singola figura o s
affronta.  
 


