ORIENTAZIONI

1) Mappa antipodale e motivazione della teoria del grado sugli interi.

ORIENTAZIONI
2) Richiami sulle orientazioni di spazi vettoriali.
3) Definizione di orientazione su una varieta.
4) Costruzione dell'orientazione opposta ad una data orientazione.
5) Orientazione nel caso m=1
6) Ogni varieta connessa di dimensione > 1 ammette al pit due orientazioni.

ORIENTAZIONE SUL BORDO

7) Semispazio canonico nello spazio tangente in un punto di bordo: verifica che & una buona
definizione.
8) Orientazione indotta sul bordo di una varieta: verifica che la definizione & ben posta. (cioé non
dipende né da v1, né da (v1,v2,....,vm) )
9) Definizione del segno e del grado intero deg(f;y) associato ad una mappa liscia f tra varieta
orientate e ad un suo valore regolare y.
10) Fatto : Il grado intero deg(f;y) & localmente costante.
11) Lemma 1:. Se f & la restrizione al bordo di una mappa liscia allora deg(f;y) = 0.
12) Lemma 2: Se y & regolare per f e g mappe omotope allora deg(f;y)=deg(g;y)
13) Teorema : Se y e z sono valori regolari per f allora deg(f;y)=deg(f;z).
14) Grado intero di una mappa liscia.

APPLICAZIONI
15) Calcolo del grado della mappa S1 = 51 data da z = z*
16) Calcolo del grado di una riflessione della sfera di dimensione qualunque.
17) Grado della mappa antipodale sulle sfere
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La mappa costante Cy: S" > §" tc. c(x) =X, non & surgettiva, quindi deggLD% 0.
Inoltre deg,(idsn ) = 1. Quindi c,, non pud essere omotopa all' idgn

D'altra parte se consideriamo la mappa antipodale A: §™ > S™ t.c. ¢(x) = —x sihache deg,(A) =1 non riusciamo a
capire se & omotopa a idgn . vWedremoche la risposta dipende da n. in seguito vedremo che che un campo vetoriale
tangente a S™ permette di costruire un'omotopia tra A e id¢n . Quindiguesta domanda & rilevante per stabilire la
pettinabilita delle sfere
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. An orientation of X, a manifold with boundary,

is a smooth choice of orientations for all the tangent spaces T,.(X). The

smoothness condition is to be interpreted in the following sense: around each

point x € X there must exist a local parametrization & : U — X, such that

dh, : R* — T,.,(X) preserves orientation at each point u of the domain U <

H*. (The orientation on R* is implicitly assumed to be the standard one.)

A map like A whose derivative preserves orientations at every point is simply
called an orientation-preserving map.
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If dim X = 1, then @ X is zero dimensional. The orientation of the zero-
dimensional vector space T (9 X')is equal to the sign of the basis {n,}for T, (X).
Consider, in particular, the compact interval X = [0, 1] with its standard
orientation inherited from R'. At x =1, the outward normal vector is
1 € R' = T,(X), which is positively oriented, and at x =0 the outward
normal is the negatively oriented —1 € R! = T(X). Thus the orientation
of T,(@X)is +1, and the orientation of Ty(dX) is —1.

1] 1
ny Positive ny
orientation

Reversing the orientation on [0, 1] simply reverses the orientations at each
boundary point. Now let X be any compact oriented one-manifold with
boundary. Since the boundary points of X are connected by diffeomorphic
copies of the interval (thanks to the theorem classifying one-manifolds), we
have
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