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CAMPI VETTORIALI TANGENTI E INDICI
1) Campi vettoriali tangenti
2) problema della pettinabilita delle sfere. Una sfera & pettinabile se e solo se ha dimensione dispari
3) Indici di campi vettoriali su spazi euclidei
4) L'indice non dipende da &
5) Campi vettoriali e indici su varieta.

CARATTERISTICA DI EULERO
6) Caratteristica di Eulero di varieta. (+def simplesso , faccia e complesso simpliciale)
7) Teorema di Poincaré-Hopf.
8) Zeri non degeneri di campi vettoriali e loro indici.
Linea della dimostrazione della buona definizione dell'indice in uno zero isolato per un campo vettoriale su
una varieta
9) Calcolo della caratteristica di Eulero di una sfera di dimensione qualunque.
10) Calcolo della caratteristica di Eulero di una superficie con il teorema di Poincaré-Hopf.
11) Lemma di Hopf.
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A vector field on a manifold X in RY is a smooth assignment of
a vector tangent to X at each point x—that is, a smooth map v : X — R¥such
that v(x) € Tx(X ) for every x. From a local point of view, all the mterestmg
behavior of v occurs around its zeros, the points x & X where (%) =
For if »(x) 5 0, then vis neariy constant in ma.gmtude and direction near x
(Figure 3-17). However, when v(x) = 0, the direction of » may change radical-
ly in any small neighborhood of x. The field may circulate around x; it may
have a source, sink, or saddle; it may spiral in toward x or away; or it may
form a more complicated pattern (Figure 3-18).
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Try drawing a number of vector fields on several compact surfaces; first
determine patterns around the zeros and then interpolate the remainder of
the field smoothly. You will quickly discover that the topology of the mani-
fold limits your possibilities. For example, on the sphere it is easy to create
fields with exactly two zeros, as long as each zero is a sink, source, spiral, or
circulation. A field with just one zero of type (f) is also readily found. None
of these patterns exists on the torus. Similarly, patterns admissible on the

torus, like one saddle plus one source, are prohibited on the sphere. In par-
ticular, the torus has a vector field with no zeros, a situation that common
experience shows is impossible on the sphere.
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Definizione |[medica | moifizn wisitess |

Una definizione matematica rigorosa di simplesso 5i baga sulle no@iani di imviuppo convesso e di puntl in posizions gansrals.

In uno spazic velloriale, e+ 1 punti ey, ..., &4 5000 00 posizione generale se | velior

Ty — &1, ) — B - Pl — T
sono linearmente indipendent. Analogamente, sono in posizione generale se il pil piccolo soltospazio affine che li contiene ha
dlimensione r.
Un simplesso A-dimensionale & Mnvippo convesso din + 1 punti @4,. .., Eopr In posizicne generale In uno spazio euclides E™
. Glin + 1 punti sono i vertici del simplesso, che & spesso indicato con

[®1,-- 2 2]

Lo spazio euclidea ha necessariamente dimensione m 2= n.

Esempl [t | modics wiki

« Un simplesso 1-dimensionale & Mnviluppo di due punti, ossia un segmento.
= Un simplesse 2-dimensionale & Minvilupoo di tre punti nan allinest, ossla un mangalo,
= Un simplesse 3-dimensionale & mviluppo di quatiro puntl non complanarl, casla un fefrasdro,

« Un simplesso 4-dimensionale ha 5 verlici ed & chiamalo perlelraedro.
Una oo di A™ e'en S mplesse date dall‘mu-'.uppo coniresso o un

AoltornSleome  det pli  he gemerano A™

Facce di un simplesso (modiica | modfics wiktesto]

S8y, ..., Enel S0N0 N posizione generale, anche k + 1 di questi punti, presi in modo arbitrario (con k < 1) sono in posizione
generdle; il simplesso k-dimensionale da essi generato & chi faccia k-dir i dell'originario simplesso n-dimensionale.
In particolare, i vertici sono le O-facce del simplessao,

Ad esempio, tra i 4 verticl di un tefraedro =i possono individuare 4 diversi sottoinsiemi composti da 3 vertici ciazcuna, corrispondenti a
4 facce triangolari.

In generale, il numero di k-facce in un simplesso n-dimensionale & uguale al coefficiente binomiale (k i ) , cioé al numero di
sottoinsieml di k ++ 1 element di un insieme din -+ 1 element.
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Caledo di K(3) con P-H

In topologia, il genere di una superficie viene definito come il numero pit grande di curve semplici chiuse disgiunte

che possono essere disegnate sulla superficie senza separarla in due componenti connesse distinte

Nel caso in cui la superficie sia orientabile, il genere pud essere pensato pill informalmente come il "numero di buchi"; m
questa perd non € una definizione matematicamente rigorosa
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Visto che due campi unitari uscenti al bordo di una varieta sono sempre omotopi (ad esempio tramite una rotazione),
segue la tesi
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