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Teorema 1 (Assoluta continuitd dell’integrale). Sia f : Q — R, (2, n) spazio di misura, tale
che

/ |fldu < +oo.
0

/ | fldu < e
A
Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che Jgo > 0 e {A,} tale che u(A,) =3 0 e:

/ | f|du > eo.
An

A meno di estrarre una sottosuccessione, possiamo supporre (A,) < 3.

Allora, Ve > 0 36 > 0 tale che:

ogni volta che p(A) < 4.

Poniamo:
>n
Si ha che:
=1 1
B, — o~ —
wMBu) <) 55~ o
j=n
e:
[ 1fldu> =
cioé:
| fIxB.dp > €
Q
Ma B, O B,:1 2 ..., dunque:
n(N8.) =
e percié |flxs, = |fIxnB. = 0 quasi ovunque, assurdo. O

Teorema 2 (Derivazione sotto il segno di integrale). Sia f(t,z), t € (a,b), x € Q, (Q, u) spazio
f(tiv

di misura. Sia f(t,z) misurabile Vt, [, f(t,z)dz < oo e supponiamo che 3
ogni x tale che:
’(9f (t,z)

ot

Vt, e per quast

< g(x) /Qg(:z:)du < 0.

/f /afé‘t)“

Allora:




Dimostrazione. Abbiamo:

af(t,l‘) — lim <f(t + hnax) B f(th))
ot hn—0 ho, ’

dunque, visto che per Lagrange:

flt+ hn,}aj) —fltx) _ af%’;’x) < g(z)

con t, € [t,t + hy], si ha per Lebesgue:

- (f(t+hn,x)—f(t,x))dﬂz/ lim <f(t+hn,x)—f(t,x)>dM:/Md,u.

hp—0 h,, hn,—0 h,, ot

Teorema 3. k(z) € LY(R?), k >0 q.0., ky := Nk(Nx) e:

[oov= [ k=t
R4 R4

Allora, Vf € LP, 1 < p < oo, ky(z)* f = f.

Dimostrazione. Supponiamo innanzitutto che k sia a supporto compatto, cioé supp(K) C
B(0, R).

Vediamo che ci basta mostrare la tesi per funzioni continue a supporto compatto; se infatti il
teorema vale Vo € C5°(R?), allora, data f € LP, sappiamo che 3{f,}, f» RE f, fneCi e

Nen * [ = flloe < kv * f = kn* falloe + kv * fo = fallze + | fo — fllze,

ed In tale che ||f,, — fllzr < €/3, AN tale che ||kny * fr, — fullzr < £/3 (in quanto supponiamo
che la tesi valga per le funzioni ¢ € C§°) e ||kny *x f — kn * fullee = [lkv * (f — fo)llze <
kx|l fo = fllze < /3, da cui:

|y * f = flle <e.

Sia ora f € C5°(R?). Abbiamo:

|k f2) = f(z)] =

/Rd kn(y)f(z —y)dy — f(x)

/Rd kn(y) f(z —y)dy — /Rd kN(y)f(x)dy’ _

[ (e =) = f(a) o] < [ et 176 =) = sl

Notiamo che per6 in realtd I'integrale é sull’insieme By = {z|Nz € B(0,R)} = {z||z|| < £}
ed f, essendo continua in un compatto, é uniformemente continua e Ve > 0 dN tale che
|f(z—y) — f(z)] <eselyl < £; dunque:

oy * f(2) — f(2)] =< /

By

|7€N(y)Hf(l’—y)—f(fﬂ)\dyés-/ oy = .

Rd

Sappiamo dunque che, se k é a supporto compatto, Vf € Cg° si ha:

Sup kn x f(z) = f(z)] <&



se mostriamo che supp(ky * f — f) é compatto avremmo la tesi.
In generale, Vg e Vh, si ha:
supp(g * h) € supp(g) + supp(h) = {z + y|z € supp(g),y € supp(h)},
in quanto:
zo € supp(gxh) =0 # | g(wo —y)h(y)dy = Iy | 2o — € supp(g), § € supp(h) =
R
=1x0 =20 — Y+ Y € supp(g) + supp(h).
Ma allora supp(kn * f — f) C (supp(kn) + supp(f)) U supp(f) é compatto.

1
Passiamo ora al caso generale in cui k € L'; sia {k,} € C° tale che k, L ke Jpakn =1
(altrimenti normalizzo dividendo per l'integrale).

Sappiamo (per la prima parte) che ||k, n * f — f||z» N2% 0: ma allora:
ey * f = fllee < Mlkn* f = Kpn * flloe 4 kny * f = fllee (1)

ed 3n tale che ||k, n*f—fllzr < &/2 €3N tale che ||kyxf— K, n*fllr = [(kn—Knn)* flloe <
|kn — kvl ]| flle < €/2, in quanto:

Il a) = k(oo = [N (Vo) = NV do "2 [ 1 (0) = k)l dy = 0

per Lebesgue. Da questo segue:
Iy * f = fllr < e (2

~—

Osservazione. Se f € L'(a,b) é tale che f;f ~ppdr =0V € L>(a,b), allora f =0 q.o.
Infatti, se A= {f >0}, B={f=0}, C={f <0}, e o =xa— xc, allora:

oz/abf-<pdx:/ab\f|dx;»|f|:oq.o.

Teorema 4. Se f € L'(a,b) € tale che f;f ~dx =0V € C(a,b), allora f =0 q.o.

Dimostrazione. Sia A, = {|f| > L}. La tesi equivale a mostrare che m(4,) — 0 se n — co.
Sia B={|f| =0} e C, ={0<|f| <1}; Vnsiha che (a,b) = 4, UBUC,.

Poniamo inoltre A, = AT UA,, con A} ={f>1} e A, ={f< -1}

Per misurabilita di A e per I'assoluta continuitd dell’integrale di Lebesgue, IKE compatti tali
che K;Lt - Ai: € fA,il\Kf |f| < n_12

Sia ¢, € C(a,b) tale che oy =+ = £1 (estesa a tutto il dominio con il teorema di Urysohn); si

ha:
b
0=/f-s0ndx:

= f-gondx—l—/ f - ondr+ f-gand:H—/ f-gondx+/ f - ondr.
JE L JEx JANK JANK

Cr ,
TV TV TV TV Vv
1 —
<Lm(Cyn) >Lm(K) >Lm(Ky) <L <L

n

Moltiplicando tutto per n, e notando che:

Jij&m<0<|f|<%>:m(ﬂ{0<|f|<%}>:0

n

m(K,) = m(A7), m(K,) = m(A) = m(K])+m(K,) = m(Ay),

n

segue che m(A,) — 0se n — 0. O



