Note del corso di Analisi 3

Giacomo Mezzedimi

2 febbraio 2016

Indice

Introduzione

1 Convergenza di serie di Fourier

2 L’equazione della corda vibrante

3 L’equazione del calore

4 Spazi di Hilbert

5 L’equazione di Poisson e I’equazione di Laplace
6 La trasformata di Fourier

7 Appendice

7.1 Forme differenziali e decomposizione di Helmholtz-Weyl . . . . . . . . ... . ..
7.2 Trasporto di punti materiali . . . . . . . . . ... L
7.3 Ipolinomidi Hermite . . . . . . . . . . . ... ..
7.4 Funzionidi Bessel . . . . . . . . ..

13

17

24

32



Introduzione

Queste note sono state scritte durante il primo semestre dell’anno accademico 2015-2016 e se-
guono abbastanza fedelmente i contenuti del corso Analisi 3 del professor Berselli. NON sono
né vogliono essere una trascrizione delle lezioni, in quanto in primo luogo mancano alcune di-
mostrazioni (noiose o tecniche) e alcuni esempi (in particolare I’esempio di Du Bois-Raymond);
in secondo luogo, ho modificato I'ordine della trattazione per seguire un filo logico (a me) pid
conveniente.

Nonostante il testo sia stato rivisto, é altamente probabile la presenza di errori pii 0 meno
gravi, che vi invito a segnalarmi al mio indirizzo mail mezzedimi@mail. dm.unipz.it.

Questi appunti si trovano sulla mia pagina web http://poisson.phc.unipi.it/ "mezzedimi/.

Giacomo Mezzedimi



1 Convergenza di serie di Fourier

D’ora in poi indicheremo con T = % il toro; le funzioni considerate saranno (se non specificato
diversamente) definite su T, cioé periodiche di periodo 2.

Supponiamo che una certa funzione f ammetta la scrittura in serie:

flx) = % + Y agcos(kx)+ i b sin (kx),

1 k=1

[M]¢

B
Il

per certi coefficienti ay e b,. Osservato che:
/Tr cos (mx) cos (nz)dr = T, = /7r sin(max) sin(nzx)dx
se m +n > 0, mentre valgono rispettivamente 2r e 0 se m =n =0 e:
/7r cos(mx) sin(nz)dx = 0
Vm,n € N, segue che:
/7r cos(nz) f(x)dx = wa, e /7T sin(nx) f(x)dx = wb,.

Definizione 1.1. Data una funzione f(x), definiamo serie di Fourier di f la serie formale:

a 00 o ) .
7 2 oweos(ha) £ 2 busin (k) = 3 ene™,

k€EZ
dove:
- [ costha)p(oyde, b= [ sinhofa)a - [ s
ap = — cos(kx) f(x)dx = - sin(kz) f(x)dx, ¢, = — x)e ",
k T ) k ) ) o .
cioé gli ag, by, ¢, sono legati dalle relazioni ¢ = “k;ib’“ e c_p = % Vk > 0.

Ci occuperemo ora di trovare condizioni affinché la serie di Fourier converga e converga esatta-
mente ad f.
Data f, denoteremo con f, = f(k) i coefficienti ¢.

Proposizione 1.1 (Lemma di Riemann-Lebesgue). Sia f € £2(—m, 7). Allora f, — 0 quando

Dimostrazione. Denotata Sy(f,x) la serie di Fourier di f troncata ai termini —N e N, si ha:

N N
1 4 1 T , —_— B
1 (" 1 & ™ 1 & ™ 1 ™
o 2 TN inx — “inz — inx . —imx __
_% _7T|f‘ _%n:Z:Ncn/_Wf(x)e _%n:Z:Ncn/_vﬂ—f<x)e +%nzn:t/_v7rcncme e —
1 N N N 1 N
o [ WP Y el = Y dal Y Jal =g [ 1P - 3 el
- n=—N n=—N n=—N d n=—N
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da cui si ricava mandando N — +oo la disuguaglianza di Bessel, cioé:
2 2
= eI
nez

Segue immediatamente che, essendo il membro a sinistra finito, ¢, € ¢*(Z) e dunque ¢, — 0
quando |n| — oo. O

Corollario 1.2. Se f € C*(T), allora \n\kfn € (*(Z); in particolare fo = o(|n|7%) quando
In| — oc.

Dimostrazione. Integrando per parti:

Fo= f()‘m"”z[if(rv)ez.m} Wl f()ew L[ r@enr = LR,

27r 2T —in 27r m 2inm

'

=0

da cui ricorsivamente ]/C;L = ﬁ fék), cioé la tesi. O]
Corollario 1.3. Se f € CH(T), allora la serie di Fourier converge assolutamente.

Dimostrazione. Si ha:

Z|fn|—|fo|+z WIhD < 1fol + = Z—+ S

nez n;éO n;éO

. . 2132 iy _ .
per la disuguaglianza ab < ¢ ;rb , ma |f,]? = o(|n|™?), dunque la serie converge e segue che

Y nez | fnl < o0, cioé la serie di Fourier converge assolutamente. ]

Definizione 1.2. Definiamo nucleo di Dirichlet:

by S (0 5)2)
" sin (%)
Dimostrazione. Direttamente
S5 e e g 1 i (144) )
k=—n N k=0 N er—1 e's —e 'z N sin (%)

Osservazione. D, (z) é pari; inoltre Vn si ha:

JRCE
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Figura 1: Nuclei di Dirichlet: in blu Dy(z) e in rosso Dy(z)

Teorema 1.5. f € CY(T). Allora S,(f,z) — f(x) per n — oo Vz € T.

Dimostrazione. Innanzitutto notiamo che:

x)Zkae"’“:_ (/ (1) ‘““%lt) :_Z/ F(t)ea=0 g

|k|<n k| <n lk|<n
/ f&)Dp(x —t)dt = — / f(x + 2)Dy(2)dz.
Ma visto che f_ﬁ D, (z) = 2m, allora f( 5 f f(x)D,(z)dz; segue quindi che:

7) =
Sulf )~ fla) = o- / " (f(x+2) — F(2)Dul2)d-.

Con semplici manipolazioni:

Sulf,x) = f(2) = /W (Flot+)— fanillnt s,

o 27 sin (%)
:/”f($+z)—f(:1:) c sin n+1 z |dz
e z _ 2w sin (%) 2 ’
€Co(T) €Cco(T)

in quanto la derivata di una funzione C* é continua, ma I'ultimo membro va a 0 quando n — oo
per il lemma di Riemann-Lebesgue (infatti basta scrivere sin ((n + 1) z) = sin (nz) cos (2/2) +
cos (nz)sin (2/2) e scomporre 'integrale in due parti, di cui ciascuna infinitesima).

Segue dunque che S, (f,z) — f(x). O]

Interessiamoci ora a quanto si possano indebolire le ipotesi di questo teorema mantenendolo
vero; facciamo prima un’osservazione.

Osservazione. Sia f : [0,71] - R € C°. Definiamo la funzione:

[ e
Jr (@) {f(—x) x € [—7, 0]

e sia Fp il prolungamento 2m-periodico di fp. Per il lemma di Riemann-Lebesgue:
0« / Fp cos (nz)dx = 2/ f(z) cos (nx)dx.
—T 0

Analogamente posso ragionare con il prolungamento per disparitd di f e ottenere lo stesso
risultato per [ f(x)sin (na)dz.



Teorema 1.6. f € C'(T) a tratti, cioé f € C°(T) e la derivata esiste dovunque tranne che in un
numero finito di punti, nei quali 3f} (xo) € R derivate destre e sinistre. Allora S, (f,z) — f(x)
quando n — o0.

Dimostrazione. Per la paritda del nucleo di Dirichlet

s

Su(froz)= | [fle+2)Du(z)dz = | f(z—2z)Dn(z)dz,
quindi nei punti di discontinuita della derivata (negli altri la convergenza é gia stata dimostrata)
vale:

Sulf.0) — fa) = 5
1

—5 | (a2 = e Da(a)az +

/_7T (f(xo + Z) - f(xo) + f(xo — z) — f(xo))Dn(Z)dz _
1

3 (e =2)= fla) Dy ()i

Considerando separatamente i due integrali, si procede come nella dimostrazione del teorema
analogo gid visto, usando che derivata destra e sinistra esistono e sono finite; con il trucco gia
usato per spezzare il seno di (n + 1/2)z e con l'osservazione precedente si giunge alla tesi. [

Teorema 1.7. f € CY(T) a tratti con x1,...,x, punti di salto. Se:

- {f(x) ) sex € [—W,W]\{l’i}i

sex € {x;};

dove f(x%) = limy,_,o+ f(x + h), allora S,(f,z) — f(x) quando n — 0.

Dimostrazione. Dobbiamo controllare la convergenza solo nei punti z;, in quanto negli altri
punti la convergenza segue da teoremi precedenti. Si ha:

~ 1 [" 1 ["
Su(f.) = Fle) =5 [ (Flast2) = SDDuaz + 5 [ (#(ai = 2) = fla) ) Dule)d:
0 0
e si conclude come fatto precedentemente sfruttando che f é C! su [z, z; + d]. O

Diamo per buono il seguente teorema di densita:

Teorema 1.8. f € L(a,b). Ve > 0, 3f. € C5°(a,b) tale che:

b
I£ = fller = [ 1 = fldz <=
Proposizione 1.9 (Lemma di Riemann-Lebesgue). f € £'(a,b). Allora f;f(x) sin (nz)dr —
0 quando |n| — oo (per il coseno é analogo).

Dimostrazione. Sia f. data dal teorema precedente. Allora:

) sin (nz)dx — fe(z)| sin (nz)dz| + )sin (nz)dz| < e(b—a)+¢

da cui segue la tesi. O]



Teorema 1.10 (Dini). f € C%(T) tale che 36 per cui:

/5 [f(x+2) = f(2)]

dz < +o00.
-5 |Z|

Allora S, (f,x) — f(z) (o eventualmente a f(z) definita come sopra,).

Dimostrazione. Dall’ipotesi segue che g(z) = f(HZz_f(z) 5 ,Z(z) € L', dunque si conclude per
7T S11 b
il lemma di Riemann-Lebesgue (dopo aver spezzato sin((n + 1/2)z) come al solito). O

Osservazione. Sia f € C°(T). Proviamo a stimare S, (f,z) — f(z):

5.(0.0)-5@) = [

|z|<d

(f(z+2) - f(flf))Dn(Z)dZ+/ (f(z +2) = f(2)) Dn(2)dz = Li+1y;

0<]|z|<m

studiamo separatamente i due integrali.

1 flaz+2) - f(x) n—o0

I =— - sin((n+1/2)z)dz — 0
27 o 5<|z|<r sin(z/2) ( /2)2)

per il lemma di Riemann-Lebesgue, in quanto la funzione di cui stiamo calcolando i coefficienti
di Fourier é C!.

L L e R XC IRy NLXCTE

<€

per continuitd di f in un compatto (e dunque per uniforme continuitd di f).

Dunque, se vediamo che l'integrale di |D,(z)| in un intorno di 0 rimane limitato per n — oo,
allora avremmo che la serie di Fourier di f converge a f per ogni funzione f continua. Purtroppo
perd questo non é vero.

/w Do) = 2/; 1D, (2)|dz = 2/0” | sin((n + 1/2)Z>|dz > 4/07r | sin((n + 1/2)Z>|dz _

r sin(z/2) z
n T . nm . n—1 T .
o /( +1/2) Mdt > Qﬂ/ Mdt _ QWZ /(k+1) Mdt >
0 13 - 0 3 Pl i N

— [T |sin(t)] drs 1
> 2 gt = — Y —— = O(In(n)).
- ﬂ;/,ﬂr (k+1)m m = k41 (In(n))

dove abbiamo usato che sin(z/2) > z /7 Vz € (0, 7).

Infatti Du Bois-Raymond costruf una funzione f € C°(T) tale che S, (f,x) non converge a f
per qualche z.

Lemma 1.11. f,g € £L(T). Allora:
Lo\ fe =3 < & [T 1 f(2) = g(@)|da;
2. |Su(f,2) = Sulg, x)] < 25 [T [ f(2) — g(a)|dz.

Dimostrazione. 1. Direttamente:

/_: f(z)e ™ dy —/ g(x)e " dx

™
-

<5 [ 15w~ glaia.

1
2m —2m ).



2. Grazie al primo punto:

™

LI n . "o 1
E ikr E -~ _ikx < E — .l < 2 1 / _ dr.
k=—n fke k=—n e B k=—n Ifk gk| B ( n )27T - If(x) g(l')| !

Osservazione. Analogamente, f € £(T) = ]?n SNANVAR

Osservazione. Se {c,} € ('(Z), allora la serie Y, c,e™ converge a un certo g(z) € C°(T)
tale che ¢, =g, Vn.

Infatti la serie converge assolutamente, e detto ¢ il suo limite, si ha:

:_Z/_vﬂcke z zmzd N 27T/ g(x)efzmxdngm

k|<N
A questo punto, Iidea per costruire un’approssimante Vf € CY(T) ¢ passare per la convergenza
secondo Cesaro.
Proposizione 1.12. {a,} € R successione. Se a, — L allora b, = % Z;é ar — L (e a, si
dice sommabile secondo Cesaro).

Dimostrazione. ¥Ye > 0, 3N tale che |a, — L| < € per n > N. Dunque:

S - S e 2 S e )+ S | < M
k:Ok _nk:O ' I s ' " le=n . oonoon

con M fissato, cioé la tesi. n
Definizione 1.3. Definiamo o, (f,z) = ~ Sk(f, ).

Osservazione. Con calcoli simili a quelli gia fatti per S, (f,x), si ottiene:

on(f, ) = fx—l—z( ZDk )

Definizione 1.4. Definiamo nucleo di Fejer:
n—1
1
= — D
SIAE
k=0
Proposizione 1.13. [l nucleo di Fejer ha un’espressione esplicita:

bu(2) = 1 (sm(gz)) .

2t \ sin g)

~

Osservazioni. o [ ¢, (2)dz =1
o 0,(2) = ¢n(—2), cioé é pari.
® dn(2) 20



e Ve, § >0, N tale che ¢,(2) < e Vz ¢ [-9,d] ¥n > N.

Infatti: )
1 sin (%z) 1 1 T 1
= < < =
¥n(2) 27 ( sin (£) ) ~ 2mn (z/m)? T 26%n

quando z € [0, 7].
e ¢,(0)=0O(n).
Teorema 1.14. f € C%(T). Allora o,(f,z) — f(z) uniformemente quando n — oo, cioé:

es[lfp | lon(f, ) — f(x)] = 0.

Dimostrazione. Spezziamo l'integrale:

o, |—\ [ a2~ s@nouaiie <
<|[ wera- sl [ G- s
|z|]<d g o<|z|<m - !

f é continua in |z| < 0 che é un compatto, dunque é uniformemente continua ed Je > 0 tale
che f(z + 2) — f(x) < € per z € [=4,d]. Dunque:

é T
L < 5/ |pn(2)|dz < 5/ On(2)dz = ¢,
= -7

I < /§<Z|<7r [f (@ + 2) = f(2)|dn(2)dz < / (If (2 +2) [+ [f(@)])Pn(2)dz <

0<|z|<m

mentre:

2

1
§<|z|<m 202 n

per un certo ¢ quando n — oo.
Visto che la maggiorazione ¢é indipendente da x, si ha anche che la convergenza é uniforme. []

Definizione 1.5. Una successione di funzioni {Q, : [—7,7] — R} si dice successione di
Dirac se soddisfa le proprieta:

o [T Qu(x)dx =1;

* Qn(—1) = Qu(x);

* Qn=0;

® Jicip @n(z)dz — 0 se n — 00 Vo > 0.

Osservazione. In maniera del tutto analoga alla dimostrazione del teorema precedente, se Q,,(z)
é una successione di Dirac, allora:

f*Qn(x /fa:—an) THOOf(x).



Osservazione. (f * G)n fn Jn, infatti:

f Gn = / / f$_ dye zn:cdl,_/ / fw_ —zna: Y) . g2(y) —inydl,dy:
s
— o | s ”%z—/ ey = G
™
Osservazione. f* g = gx* f facendo un cambio di variabili.

Osservazione. || f * gllcr < || fller - [lgller-
Proposizione 1.15. f € L', g € £P, 1 < p < o0. Allora:

1f* gllee < ISl llgllce-
Dimostrazione. Per p =1 lo abbiamo gia visto; inoltre per p = oo é del tutto evidente.
1
La funzione y — | f(z — y)| lg(y)|P € L, quindi | f(z—y)|?|g(y)| € LP. Se p’ é tale che %—i—l% =1,
—_——— —
ect eLt

f@ = 9)g@) = |f@ = yI¥ [f@ = v)l*lg)].

vV vV
ecr’ eLr

abbiamo: )
7/

A

cioé, per la disuguaglianza di Holder:

£g@) < [ 17— ol )|dy<||f||£1(/|fx— e >|pdy)1

Dunque:

15 g < [ U512 ( / If(x—y)l|g(y)|pdy) o= 171" [ 196 = oty Pdedy -
— W1 e [ Tt

da cui la tesi estraendo la radice p-esima. O

Osservazione. La formula per f g,, ¢ molto pit complicata, infatti:

/ f —inacdl, _ %/ Z fke ikx Zg ezl:ce—macdl, — _/ Z f al el(k-‘rl)w —znacd

Tk

dunque J/‘En Cpy dove c =) Frgieite+ve

Ma c é gia scritta con la sua serie di Fourler, dunque il suo coefficiente di Fourier n-esimo non

¢é altro che: R
=Y i

k+l=n

Si ottiene: . R R
F9n = JeGnor =t fix Gi(n).
kez

Enunciamo la seguente proposizione, che useremo spesso in seguito, ma di cui tralasciamo la
dimostrazione:

Proposizione 1.16. f € C¥(R") e g € L], .(R"). Allora f * g € C*(R") e

D(f x g)(x) = (D f * g)(x).

10



Proposizione 1.17. Si ha:
n—1 ’k’
_ o T ikw
Un(f7 I) - § (1 n ) fke .
k=—n+1

Proposizione 1.18. Sia f € C%(T) tale che f =0 Vk. Allora f = 0.

Dimostrazione. Per quanto visto, la successione:

n—1
k ~
on(fix) = > (1 - U) fo e = f,
n J ~~~
k=—n+1 -0
dunque 0 = f, cioé f = 0. O]

Teorema 1.19. f € LY(T). Allora:
[ ot = plade =S o

Dimostrazione. Per il teorema di Lusin, Jg. € C§(T) tale che [7_|f(z) — g(z)|dz < e. Scri-
vendo O-n(f’ [E) - f(:L’) = Un(f - 9671') + Jn(gea l‘) - gs(x) + ga<x) - f(.l’), si ha:

/ ou(f,2) — flo)lde < / Idn(f—ge,x)ldﬂ/ 1an<gs,x>—gg<x>1dx+/ 19:(2) — f(a)lde.
—0 N ~~

J/

Inoltre, visto che o, (f — ge, ) = ((f — g=) * dn) () € || x| 21 < ||l c1]|¥]| 21, si conclude che:

/ o0 (f = ges 2)ldz = [|(f = ge) * dnller < (I = gellerldnller < e

—Tr

Corollario 1.20. f € £Y(T) tale che J?k =0 Vk. Allora f =0 quasi ovunque.

Dimostrazione. Per il teorema precedente si ha che [" |f(z)|dz < e Ve > 0, cioé f = 0 quasi
ovunque. 0

Osservazione. Prendiamo {c;} € (*(Z) e consideriamo le somme parziali S, (x) = > lkl<n cpett®,
La successione {S,(z)} € £3(T) é di Cauchy, in quanto:

1 ™

— [ ISx(z) = Su(@)Pdz < > ol <e,

2m J .
M<[k|<N

poiché 3/ uicn |cx|? ¢ la coda di una serie convergente.
Ma L2(T) é completo, dunque 3f € L3(T) tale che:

/_Tr 1S, (2) — f(x)|*dz — 0.

Proposizione 1.21 (Identitd di Parseval). Sia f(z) =", Fae™™ con {f,} € 2(Z) (in modo
che l'uguaglianza precedente sia giustificata). Allora vale l'uguaglianza:

If 122 =D Iful

neZ

11



Dimostrazione. Con facili calcoli:

| i@ /an S Feetedr = 20 3 R = 20 YOI

kEZ ne”L ne”L

]

Proposizione 1.22. C curva chiusa, semplice e C*. Allora l'area della zona interna a C €
massima quando C' € la circonferenza.

Dimostrazione. Sia C' : «a(s) = (z(s),y(s)), s € [0,27), o PLA. Scrivendo z e y in serie di
Fourier:

x(s) = Ag + Z A, cos(ns) + By sin(ns), y(s) = Cy+ Z C,, cos(ns) + D, sin(ns)

n=1 n=1
e:
T'(s) = Z —nA, sin(ns) + nB, cos(ns), y'(s) = Z —nC,, sin(ns) + nD,, cos(ns)
n=1 n=1

Per Gauss Green, 'area delimitata A pud essere calcolata come:

A= /0 ' z(s)y'(s) = /0 ' (Ao + Z A, cos(ns) + B, sin(ns)) (Z —nC,, sin(ns) + nD, Cos(ns)> _

n=1

=7 Y n(A,D, — B,C,).
n=1

Ma la curva é PLA, quindi per Parseval:

1 2

1 e}
_ / 2 / 27, _ 2042 2 2 2
=g | @)+ (s)’ds QZn(An+Bn+Cn+Dn).

A questo punto:

_7TOO 2/ 42 2 2 2 < _
T A= (A4 Bik R4 DY) =Y n(AnDy — BuCy) =

n=1 n=1
= S > (W= ) (A 4+ BI+ 2+ DY)+ 5 % nl(Ay = Do) + (B = Co)’).
n=1 n=1

Per massimizzare ’area si deve minimizzare il termine di destra, quindi A, = D,,, B, = C,, Vn
e A,=B,=C, =D, =0 per n>1; si ottiene:

a(s) = (Ao + Ay cos(s) + Bysin(s), Cy + By cos(s) + Aj sin(s)).

Ma « é PLA, quindi si ricava A? + B = 1, cioé A; = cos() e B; = sin(#); per le formule di
addizione del seno e coseno si arriva a:

a(s) = (Ao + cos(s — ), Cy + sin(s — 0)),

cioé la tesi. O

12



2 L’equazione della corda vibrante
In questa sezione ci occuperemo di risolvere ’equazione della corda vibrante, definita da:
Ut = Czum.

Vogliamo capire per quali condizioni iniziali u(0,z) = f(x) esiste la soluzione e se ¢ unica.

Osservazione. Le funzioni wu,(t,z) = sin(nzx) cos(cnt) risolvono 'equazione; dunque ogni serie
della forma:

Z b sin(kx) cos(ckt)
k=1

per certi by, € R la soddisfano. All'istante ¢ = 0 la funzione precedente diventa:

Z by sin(kx).
k=1

Ma quali funzioni f(x) si possono scrivere in questa forma?
Proviamo a risolvere I'equazione separando le variabili; scriviamo dunque u(t, z) = T(¢) X ().
Sostituendo si ha:
T LX)
=c :
T(t) X(x)

uy =T"'" ()X () = T X" (2) = Fupe =

Ma la due funzioni uguagliate sono in variabili diverse, dunque:

) LX)
T(t) X(z) ’

per un certo A € R. Ci siamo dunque ricondotti a studiare il sistema:
X"(z)+ %5X(z) =0
X(—m)=X(m)=0

in quanto vogliamo che la corda sia fissata alle estremitda. Supponiamo d’ora in poi ¢ = 1.
Vediamo che A > 0. Infatti:

X"(2)X () + M X(2))*=0 = ' X" (x)X (z)dx + )\/_7T X(x)*dz =0,

—T

ma integrando per parti:

X (@)X ()] / (X)) + ) /_ " X(x)dz =0

in quanto X (—m) = X (7) = 0, quindi A > 0 perché quoziente di due numeri positivi.
Alla fine I'equazione caratteristica é u? + A = 0, le cui radici sono p; o = +iv/)\, che portano a
una soluzione:

X (z) = ersin(VAz) + ¢ cos(VAz),

a cui imponendo le condizioni iniziali diventa:

X (x) = ¢ sin(kz),

13



dove k? = X in quanto sin(vAr) = 0 = VA1 = kx, con k € Z, e dunque ¢; = 0. Dunque
I’equazione é risolubile solo nel caso in cui A sia un quadrato.

Mettiamoci ora nel caso generale in cui non si possono separare le variabili; se supponiamo che
la soluzione sia esprimibile con la sua serie di Fourier:

u(t,z) = Z cn(t)e™,

nez

allora ci riconduciamo a risolvere:

( 2
Ut = C" Uy
u(—m,x) = u(m, x)
ut(_ﬂ-v l’) = ut(ﬂ-a ZL‘)
uw(0,2) = uo(x) = D, cp ™

gut<07 LU) =1 (l’) = ZnEZ dneinx

Sostituendo le serie:
Z A (t)e™ + *nPe, (t)e™ = Z (' (t) + *n’c,(t))e™ =0
nez nez

da cui ogni coefficiente é 0 perché e* é base, cioé abbiamo dei sistemi ordinari:

cn(t) + *nPey(t) =0
cn(0) = ¢,

c;(O) =d,

La soluzione di questo sistema é:

(t) 1 + dn went + 1 dn —icnt
Cn =516 — | € s\ ——— )€
2 wcn 2 cn

per n # 0, mentre per n = 0 la soluzione é banalmente ¢q(t) = ¢y + dot. Quindi ci rimane da
studiare la convergenza della somma:

1 N\ .1 i\ N
’LLN(t7flf) = ¢ + dot + Z (5 <Cn + E) etent + 5 (Cn _ E) e zcnt) eine.

0#|n|<N

Se avessimo che:

> nPlea] < 400 e Y |nllda| < +oo,

ne” nez

allora avremmo che la serie convergerebbe assolutamente a una funzione in C*(R x T) che
sarebbe la soluzione voluta. Se ug € C*(T) e u; € C*(T), abbiamo queste convergenze, che ci
permettono di scrivere la soluzione dell’equazione della corda:

1 dy \ 1 d,\ . ,
UN(t,ZE) =y + dot —+ Z <§ (cn + E) elcnt + 5 (Cn . E) e zcnt) einT

n#0

Proposizione 2.1. Nelle ipotesi appena poste, la soluzione dell’equazione della corda € unica.
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Dimostrazione. Supponiamo che ce ne siano due, u e v; si U = u—wv. U é una funzione periodica
sul toro che soddisfa:

Uy = C2Ua:ac
U0,2) =0
Ui(0,2) =0
U,(0,2) =0

Allora (Uy — c?U,,)U; = 0, da cui integrando per parti:

s 2 d s
U Pde + =5 [ UL 2dx

i 1d [T i 1d
0= / (Uy — Uy Upda = \U;|2dx + 02/ U Uppd = T

—Tr §£ —T —Tr 5% —Tr —T

quindi ho che la somma di due numeri positivi é 0, cioé:

d s s
— U ?dx + ¢ U|*dz ) =0,
dt

quindi la somma fra parentesi é costante:

™

/ \Ut(t,:c)\2dx+02/ |Ux(t,x)|2d;1::/ |Ut(0,x)]2da:+02/ 1U,(0, )2z = 0

percié U; =0 e U, =0, cioé U = costante, ma essendo 0 all’inizio é 0 sempre. n

Consideriamo ora il caso bidimensionale, cioé consideriamo una membrana € C R? fissata al
bordo 02 libera di vibrare.

Supponiamo che Q = B(0,1) e cerchiamo una funzione u(t,z,y) : R x  — R che in ogni
momento ¢ indichi l'altezza del punto (x,y). Passiamo in coordinate polari:

{x = pcos(d)
y = psin(0)

Dunque ho che u = u(t, p,0) : R x [0,1] x T, con u(t,1,0) =0 Vt, 0.
L’equazione da risolvere (analogamente al caso 1-dimensionale) é:

uy = 2 Au,
dunque calcoliamo:

Upp = Ugy 082(0) + 2uy, sin(0) cos() + u,, sin®(0)
Ugp = Ugep® sin?(0) — 21, p? sin(0) cos(0) + uy,p cos?(0) — uypcos(d) — u,psin(6)

dunque:

1
Au = u,, + ;up + ?u‘gg.

Separiamo le variabili e supponiamo che u(t, p,0) = T(t)R(p)©(#). Con passaggi simili al caso
1-dimensionale si ottiene:

T R() 1R 10'0)
T(t)  R(p)  pR(p)  p* O(0) ’
con A > 0. Ma:
Rip) 1R()  1090) | R'), R()  ,_ O _,
Rp) "o R 260 - T R PR TN T Tew



dunque p> @) —i—p% +Ap? —n? =0, cioé R"(p)+ %R’(p) + ()\ — Z—;) R(p) =0, con p € (0,1).

R(p)

Questa é un’equazione di Bessel; una generica equazione di Bessel ha la forma:

2y (x) + zy (x) + (2* — p*)y(x)

con p > 0. Ci occupiamo solo del caso p = 0.

Con un cambio di variabili ci riconduciamo a un’equazione del tipo:

2.1

z*y" () + pry'(z) + qy(x) =0,

con p,q € R (detta equazione equi-indiciale di Eulero). Ponendo z = In(x), si ha

Py _ d%’y 1 dy 1 ST
dx? ~ dz? x? dz 22 © qu1I1d1.

y'(2) + (p—1)y'(2) + qu(z) = 0.

dy _

dx

1
x

dy

z

e

L’equazione caratteristica é A\* + (p — 1)\ + ¢ = 0; supponendo che (p — 1) — 4¢® > 0, ho due

soluzioni distinte e reali A1, Ao, che mi danno una soluzione generale del tipo:

y(z) = 1M + e,

che riportata in funzione di z:

y(r) = 2™ + e,

Se invece il discriminante é 0, la soluzione generale é:

y(z) = 12’ + co(In(x))a?,

Nel caso generale, ’equazione é:

y'(x) + P(2)y'(z) + Qx)y(z) = 0

y(l’o) = Yo
Y (wo)y

con P(z),Q(x) € C° Per Cauchy-Lipschitz la soluzione esiste ed é unica, e la soluzione
generale sard del tipo y(z) = c1y1(x) + caya(x) con yi (), yo(z) soluzioni particolari linearmente

indipendenti.
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3 L’equazione del calore
Vogliamo trovare le funzioni u(t,z) : [0, 7] x R — R che risolvono:

Uy = Vlgy
u(t, —m) = u(t, )
Uz (t, —m) = ug(t, )
u(0,z) = ug(x)
(v > 0). Tale equazione descrive lo spostamento di calore dentro un segmento in cui la tempe-

ratura al tempo ¢ = 0 é descritta dalla funzione ug(z).
Supponiamo innanzitutto che la soluzione u(t, ) sia esprimibile come serie di Fourier:

u(t,x) = Z cn(t)e™.

Denotiamo con u™(t, x) la somma troncata dal termine —m-esimo al termine m-esimo di u(¢, x);
anche queste funzioni risolvono il sistema e dunque sostituendo nell’equazione:

u(t,x) = Z c(t)e™ = v Z (—n?)c,(t)e™ = vu™
[n|<m [n|<m

da cui:
Z (c,(t) +vnPe,(t))e™ =0 Vo, Vi,

[n|<m

che per quanto visto implica che ¢, (t) + vn?c,(t) = 0 Vt.
Se scriviamo inoltre il dato iniziale:

u™(0,z) = E upe™®
In|<m
tramite la somma associata di Fourier, viene fuori che:
2 Cn(t)ezna: A § Cn(o)eznx — E : uneznx’
[n|<m [n|<m [n|<m

cioé ¢, (0) = u, Vn.
Ci siamo quindi ricondotti a studiare 2m + 1 equazioni ordinarie definite da:

{c;b(t) +vnle,(t) =0
cn(0) = uy,

—vn?t

che hanno le soluzioni ¢, (t) = u,e . Quindi possiamo scrivere:

U,m(t, ZE) — Z une—unztein:v'

[n|<m

Ci chiediamo ora se é possibile fare il limite m — oo; se il dato iniziale u(0,z) = wuy(z) é
continuo e ¢ > 0, si ha:

et (Sut) () <o

nez nez
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in quanto u, € (*(Z); per6 se § = 0 la somma diverge.
Se invece ug(x) € L, si ha |u,| < ¢ Vn, dunque:

—un?2 2
2 :|Un|€ Vn6§C§ :6 Vn5<+OO,

neL nez

ma sempre per o > 0.
In conclusione, se uy(z) € L', la soluzione dell’equazione del calore esiste ed é:

T) = Zune”’"ztemx € C°([0,T) x R),
nez

per ogni fissato > 0. Vediamo per6 che la soluzione u(t, z) é molto pit regolare; infatti la sua
derivata (formale) esiste in quanto:

Z \nHun|e"’”2t < +00

neZ

poiché I'esponenziale va a oo pid veloce di qualsiasi n?; dunque anche la derivata di u é

continua, e con un ragionamento del tutto analogo sulle derivate successive otteniamo che
u(t,z) € C=([0,T] x R) ¥é > 0.

L’osservazione che u(t,z) potrebbe anche non essere definita in 0 ci suggerisce che lo sposta-
mento di calore é un processo irreversibile; conoscendo le temperature a un istante ¢ > 0 non
possiamo risalire alle temperature iniziali.

Proposizione 3.1. Se uy € C°(T), l'equazione del calore é unica.

Dimostrazione. Siano u,v due soluzioni e sia U = u — v; U risolve:

Ut = VUx:c

U(0,z) =0

U(—m,z) =U(m, )

Uy(—m,2) = U,(m, x)
Allora:

™

U, —VUm—0:>/ Ui —vU,)Udxr =0 = Utde—V/ U,.Udzx = 0.

Integrando per parti:

ToWE, 1 d .
_ U™ dr = d +|7dr = 0.
gl v[UUT /|U| . o:zdt/ U2 x+u/ﬂ|U| v =0

=0

Otteniamo quindi che la funzione ffﬂ |U|?dx é decrescente e positiva, ma valendo 0 al tempo
t = 0 é obbligata a valere 0 a tappeto, cioé U = 0. O

Teorema 3.2. uy € C°(T). Se {u,} € (1(Z), allora u(t,z) = ue(z) Yr € [—m, 7| quando
t—0t.

Dimostrazione. Come al solito, 'idea é quella di spezzare le frequenze. Si ha:

|u(t,x) — uo(;p)‘ — Z (Une_”"% o un)emm < Z ‘un(l _ e_yn2t>| _ Z |u”|(1 B e_yn2t) _

nez neZ nez
= ) X — e+ > Ju|(1— e
[n|[<N In|>N
TV TV
= =I5
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Ma ora:

[2 S Z ’Un’ <eg,

In|>N

in quanto wu,, € (*(Z), mentre:

2
L < max uy Z (1—e™") <e,
T N

scegliendo t abbastanza piccolo affinché 1 — e vt < dove M = max|, <y Up. O

£
M@2N+1)°
Proviamo ad indebolire 'ipotesi sulla successione {u, } e vediamo quali dei precedenti risultati
continuano a valere.

Osservazione. Con conti gid fatti, abbiamo ottenuto (moltiplicando ’equazione del calore per

u e integrando):
1d [T 5 i 2,
s ) lu(t, z)|*dx + 1// |u,(t, z)|*dx = 0,

—T

quindi integrando rispetto a ¢ si ha:

1 T t ™ 1 s
5/ |u<t,x)|2da;+u// |uz(t,x)|2dxds:§/ o () 2d,
—r 0 J—m -

in quanto 1'ultimo membro ¢ il valore dell’integrale al tempo ¢ = 0.
Supponiamo di poter scrivere:
Z m zkm

keZ
e supponendo di poter usare l'identita di Parseval si ha:

™

D ()’ = 5= | (t,z)*dx.

27T
kezZ

Inoltre, supponendo di poter applicare Parseval anche alla derivata, possiamo scrivere:
) 1 &
0= wike™ o S PwOF =5 [ luta).
kEZ keZ

Sostituendo a questo punto nella prima equazione ottenuta, ricaviamo:
-Zyuk |2+u/ > kP |ug(s)Pds = 5 Z|uk(0)|2.
keZ keZ kEZ

Ma allora, se chiediamo per ipotesi che u(0) € ¢%(Z), grazie a questa uguaglianza segue che

ui(t) € (*(Z) e che:
/ O

0 kez
cioé la serie Y, _, |k[*|uk(s)[? é finita per quasi tutti gli s € [0, T7.
Quindi la mappa lineare u(0) — wug(t) é limitata V¢ > 0, mentre la mappa lineare u(0) —

iku(t) é limitata per quasi tuttii¢ > 0, ma per alcuni ¢ pué essere illimitata.

Teorema 3.3. Se u,(0) € (2(Z) e u(t,z) = S, cpur(t)e®™ = 3, ,up(0)e " ek ¢ g
soluzione dell’equazione del calore, allora u(t,z) — ug(x) in L2(T) quando t — 0T, cioé:

/ lu(t, ) — uo(z)Pdz =% 0.
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Dimostrazione. Per Parseval, [7 |u(t,x) —uo(x)]Pde = 27>, [un(t) —w(0)* =
2 ez luge ™%t — wi|?; inoltre ug € (2(Z), dunque Y okez [uk]? < +oo.
vk?t

Notiamo anche che |uze ™t — ug| < |ugle ™" + |ug| < 2|ug|, quindi, spezzando le frequenze:

Z |uk€—uk2t . Uk|2 _ Z |uke—uk2t N Uk|2 + Z |uk€—uk2t _ Uk|2 < 2,

kEZ |k|<N |k|>N
TV - TV -
<e <e
: . . k2
scegliendo ¢ abbastanza piccolo affinché Juge™"" — uy| < 5355 O

Osservazione. Definiamo funzione di Green:

—vn?t inx

€ €
G(x,t) = Z o

ne’

pert > 0 e x € [—m, 7] (la serie converge assolutamente). Supponiamo inoltre che la condizione
iniziale dell’equazione del calore sia come sempre ug(z) =Y, ., un,e™"; allora notiamo che:

/ UO(JZ —y)G( dy _/ Zun in(z—y) Ze—uk t zk:cdy ¢ / Z upe —vk 2t myeikydy —

- T neL keZ n,kEZ
—un2t i
— E :une vn telkIZU(t,l'),
nez

cioé u(t, ) = (ug * G)(x).
Osservazione. Supponiamo di voler risolvere la stessa equazione del calore ma con condizioni
iniziali diverse; ad esempio risolviamo il problema di Dirichlet:

Ut = Vlgy
u(—m,x) =u(r,z) =0

A differenza del problema gid risolto, notiamo che qua non ci sono soluzioni costanti non banali.
Separando le variabili, si ottiene che la soluzione deve essere scritta in somma di seni (infatti

la soluzione di
X"x)+AX(z) =0
X(0)=X(m)=0

é X(x) = ¢, sin(nz), con A = n?); ma allora, se il dato iniziali é:

oo
= Z Uy, sin(nz),
n=1

allora in maniera analoga a come gid fatto, si ottiene:

Z une” " sin(nx)

e tale soluzione é unica (si dimostra con gli stessi calcoli fatti per I’altro problema).
A questo punto, risolvere il problema di Von Neumann:

Up = Vilgy
U (=7, 1) = ug(m,t) =0

¢ del tutto analogo.
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Consideriamo adesso I'equazione del calore in pit dimensioni; sia dunque € C R? un chiuso
limitato con parte interna non vuota e cerchiamo u(t, z) : [0, 7] x  — R tale che:

u = vAu
u(0,z) = up(x) per x € Q
u(t,x) =0 per (t,z) € [0,T] x 00

Separiamo le variabili: u(t,z) = T'(t)X (z). Allora sostituendo nell’equazione:

T'(H)X (z) = vT(H)AX (z) = _

TOX@) -~ TOX@) - Th - X@)

THX(x) vI(AX(z)  T'(t) AX(x)
t

Dunque ci siamo ricondotti a studiare:

AX+AX =0
X(x)=0 per z € 0}

Anche in questo caso, vogliamo vedere che A > 0. Per le formule di Gauss-Green:

X
—/AX-X—)\/X-X:>—/ a—XdS+/\VX]2dx—)\/\X]2dx,
Q Q o0 On Q Q
N———’

=0

e ancora concludiamo che A > 0. A questo punto dobbiamo trovare una successione {\,} € R*
crescente e una successione {X,} € C*(Q°) N CH(Q) tale che —AX,, = )\, X,, e abbastanza
densa da permettere di scrivere:
o)
= e Xn;
n=1

infatti in questo modo potrei scrivere (in analogia al caso 1-dimensionale):

o)
2
E :cne VntX

n=1

Purtroppo in generale queste X,, sono molto difficili da trovare e spesso non scrivibili esplicita-
mente; un caso abbastanza fortunato é quello di 2 = B(0, 1), in quanto in questa situazione le
X,, sono le cosiddette funzioni di Bessel.

Proposizione 3.4 (Disuguaglianza di Poincaré). Sia f € C'(a,b) tale che f:f(x)da: = 0.
Allora Jep costante universale tale che:

b b
/ |f\2da:§0p/ |f'|d.

Dimostrazione. Per le disuguaglianze della media integrale, m(b — a) < ff f<M@D-a)ed
7 € (a,b) tale Che f(@ f fdx.

Abbiamo che f(z f f Ydz = f(x) = [Z f'(¢)dt, dunque:
b 2
]fm—ff(x)dx <|[vrwal | [ [yrora<o-o [iropa,
che é la tesi, in quanto ff f=0. O

21



Riprendiamo I'equazione del calore u; = u,, con periodicita e con u(0,z) € wug(x) tale che
J7_ug(x)dz = 0. Allora osserviamo che il valor medio di u(t,2) é 0 in ogni momento, in

quanto
d " " "
E udx = / Utdw = / ux:(:dx = [ufli]zﬂ = O’

dunque ffﬂ udx é costantemente 0.
Moltiplicando ’equazione del calore per u e integrando per parti si ha:

5 7 @z + luw(®)llz2 = 0;
applicando la disuguaglianza di Poincaré si ricava:

1d

1
5 Ol + — @2 <0,

quindi:
d 2
= (lu®l2e7") <o,

cioé [Ju(t)[|2: < Ce™*, per certi C, o; ricaviamo che, se il valor medio di v all’istante t = 0 ¢ 0,
allora la soluzione dell’equazione del calore decade esponenzialmente in norma £2.

Possiamo fare lo stesso ragionamento anche nel caso del problema di Dirichlet, usando:

Proposizione 3.5 (Disuguaglianza di Poincaré - variante). f € Ci(a,b), f(a) = f(b) =
Allora dep costante universale tale che:

b b
/ FPdr < cp / .

Dimostrazione. f(z) = f(a)+ [ f'(t)dt = [T f'(t)dt e si conclude come nella dimostrazione
dell’altra disuguaglianza di Poincaré. O

Vogliamo ora estendere questo ragionamento all’equazione del calore in pid dimensioni; innan-
zitutto dimostriamo la seguente:

Proposizione 3.6 (Disuguaglianza di Poincaré - caso multidimensionale). Sia Q C R?, Q C
Lo = {|za| < &} e sia f € C3(Q). Allora:

Lir<(5) [ s

Dimostrazione. Sia —§ < xq < 0. f(x1,...,2q) = ff; aﬂzlé—’”’gdf dunque:

</— 1) (/_ df) 5 /_ 0 IV £ [2de.
Ma allora:
/Q|f(x)|2dx < g/gdw/i IV f|Pd¢ = g/i dxd/dwl...dxd/o IV f2de = (%)2/Q|Vf|2.
——

af

23
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a
2

(NI

Ripetendo lo stesso argomento per 0 < z4 < § si ottiene la tesi. O

22



Proposizione 3.7 (Integrazione per parti). Siano u,v € C%(Q), Q C R? limitato con bordo

regolare. Allora:
/Vu-vdm:/ uv-ndS—/uV-vdm,
Q o0 Q

dove n € il vettore normale alla superficie.

Dimostrazione. Basta applicare il teorema della divergenza all’'uguaglianza (integrata):

V. (w) =Vu-v+uV-v.

Corollario 3.8. Siano u,v € C%(Q), Q C R? limitato con bordo regolare. Allora:

/ Vu - Vudr = / uVv - ndS — / uAvdzx.
Q a0 Q

A questo punto, prendiamo ’equazione del calore in pia variabili:

u = Au per (t,x) € [0,T] x Q
u(t,z) =0 per (t,x) € [0,T] x 09
u(0,x) = ug(x) perz € Q

con Q C R? limitato 92 regolare.
Procedendo come al solito, si ricava:

1d, .,
e — | Auuda.
thHuHﬁz /Q uudx

Applicando la seconda formula di integrazione per parti in piu variabili, si ottiene:

—/Auudx:/ |Vuldz,
Q Q

quindi usando la disuguaglianza di Poincaré si conclude:

1d
Sl + [Vl =0,

che comporta che [Ju(t)||%, < Ce " per certi C,a, cioé anche in questo caso la soluzione
dell’equazione del calore decade esponenzialmente in norma £2.
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4 Spazi di Hilbert

Definizione 4.1. X spazio vettoriale su R (risp. su C) si dice spazio euclideo se esiste
un prodotto interno (.) : X x X — R simmetrico (risp. hermitiano) che induce una norma

loll = /2 2) Vo € X.
Esempi. o (*(Z), con (z,y) =Y oo Tiyi;
e C%a,b];R), con (f,g) f fgdx;
e (%a,b];C), con (f,g) = f fadx.
Proposizione 4.1 (Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz). Vz,y € X, |(z,y)| < ||=||||v]|-

Dimostrazione. Se X é uno spazio vettoriale complesso, si usa il trucco solito applicato a

0 < {x+ Ay, z + \y), con \ = pe®. O
Proposizione 4.2 (Identitd del parallelogramma). Vz,y € X, HIQﬂH + Hx2y|| = 3(l=)* +
ly]1%)-

Osservazione. (P(Z) é euclideo <= p = 2, infatti, se p # 2 i vettori della base canonica non
soddisfano I'identita del parallelogramma.

Definizione 4.2. Uno spazio euclideo si dice spazio di Hilbert se é completo.
Proposizione 4.3. (*(Z) ¢é uno spazio di Hilbert.

Dimostrazione. Sia {¢"}nen € €%(Z) una successione di Cauchy, cioé tale che ||¢" — ™| < €
quando n,m > N (cioé Y, , |cf — > < €?).

Ora, fissato k € Z, la successione {c} },en € R é di Cauchy, quindi ha limite ¢, € R Vk € Z.
VM €N, siha >l — c"? < &2, quindi prendendo il limite per m — oo otteniamo:

lim Z e — 2 = Z cp —cp)? < &2
m—0o0

k| <M [k|<M

VM € N, dunque:

lim sup Z e — ci|? Z cf — x| < €2

M=o0 pi<m keZ
Ci resta da vedere che {c;} € (*(Z); ma per quanto visto:
Do lal < Y e —ciP+ Y kP <C+ e,
k| <M [KI<M [KI<M

-~

§52 <C

J/

da cui la tesi. O
Definizione 4.3. Definiamo cubo di Hilbert Q = {{c:} € (*(Z) | |cx| < 1}

Proposizione 4.4. Data una successione {c"}nen € Q, esiste una sottosuccessione {c"™} C
{c"} che converge a un ¢ € (*(Z).
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Dimostrazione. Si procede con un argomento diagonale: visto che |c}| < 1, allora I{c™} —
¢1 € R per Bolzano-Weierstrass; ma |¢f| < 3, dunque 3{c™} D {¢™} — ¢; € R e cosi via.

Sia {n*} la successione tale che n*(k) = ny(k), dove ny é la successione estratta al passaggio
k-esimo; allora ¢ — ¢ = {ci}.

Se vediamo che ¢ € ¢*(Z), avremmo la tesi.

00 M o)
n* (k) 2 _ n* (k) 2 n* (k) 2
§ ¢ T —en]” = § e, 7 = enl®+ E (& -l
h=1 h=1 h=M+1
v N ~~ -
<e per k grande SZX.‘}H h472<€
cioé la tesi. O

Allo stesso modo si dimostra:

Teorema 4.5 (di compattezza relativa). Sia {¢’} € (*(Z) tale che ¢ < a, Vj, con |a|z <
+o00. Allora 3{c’"} C {7} che converge a un elemento c € (*(7Z).

Definizione 4.4. Una successione {e,} di vettori indipendenti di uno spazio di Hilbert H si
dice base hilbertiana se Vx € H de > 0 e 3 22;1 cnéy, tale che:

N
D cnen — || <e
n=1

Osservazione. {e, = (0,...,0,1,0,...)} € £*(Z) é una base hilbertiana, detta base canonica.

Nel seguito sia X un generico spazio euclideo.

Definizione 4.5. B = {z,} si dice sistema completo per X se la chiusura delle combinazioni
lineari di elementi di B ¢é tutto X.

Esempio. Se X = {f : (—m,m) — R continue}, I'insieme {1, sin(nx), cos(mx) } mez € un sistema
completo per il teorema di approssimazione di Weierstrass.

Definizione 4.6. {z,} sistema completo, (x,,z5) = 0 Va # (. Allora {z,} si dice base
ortogonale.
Se vale anche che (x,,x3) = 044, allora il sistema si dice base ortonormale.

Definizione 4.7. X si dice separabile se esiste un sottoinsieme denso al piti numerabile.

Esempio. (*(Z) é separabile, in quanto il sottoinsieme costituito dalle successioni finite di
razionali é denso e numerabile.

Teorema 4.6. X separabile, {x,} ortonormale. Allora {x,} € al pii numerabile.

Dimostrazione. Si ha che |lzq — 2] = \/{za — 25,24 — 25) = V2 Va # B, dunque B (24, 3) N
B (xg, %) = ) Ya # B. Sia {yi}ren il sottoinsieme denso numerabile; in ogni palla ¢’é un
elemento y; per densitd, dunque le palle distinte sono in numero al pit numerabile. Segue che
anche gli z, sono al pitt numerabili. ]

Teorema 4.7 (Ortonormalizzazione di Gram-Schmidt). {f;}jen € X linearmente indipenden-
ti. Allora 3{p;};en ortonormale con Span(py, ..., ¢,) = Span(fi,..., f,) ¥n € N.

Corollario 4.8. X separabile = 3 una base ortonormale numerabile.

Nel seguito X sard sempre separabile.
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Teorema 4.9. {¢, }nen € X ortonormale (non necessariamente base), f € X. Allora:

1. mingepn ||f — D20 ;|| = Hf — D i1 6ip5||, dove cj = (f, ;) sono i coefficienti di
Fourier.
2
2. mingepe ||f — 320 g = IFIP = 220 o

Dimostrazione. Si calcola:

f—Zaj%‘ = <f—204j%7f—2%%> = (/) —220@<f7<ﬂj>+ > ajon{e;, er) =

k=1

n n n n n n
=IAP =2 e+ > @ = fIP =Y @+ Y -2 aje + Y a?=
j=1 Jj=1 J=1 J=1 J=1 J=1

=P =D+ (e —ay)
=1 =1

ed evidentemente il minimo si raggiunge con «; = ¢; e il minimo ¢é quello voluto. O]

Osservazione. Dunque, passando il limite, si ottiene:

[e.e]

n
lim > <IfI cioé Y e <2,

j=1
che non ¢ altro che la disuguaglianza di Bessel. Ci chiediamo se vale anche 'uguaglianza, cioé
I'identitd di Parseval.

Definizione 4.8. Un sistema ortonormale {¢,} si dice chiuso se Vf € X vale l'identita di

Parseval, cioé:
o

> o =IfIP

J=1

Teorema 4.10. {y,} € chiuso <= ogni f € X pud essere scritto tramite la sua serie di

Fourier, cioé:
[o¢]
F=> ¢
j=1

Dimostrazione. Deriva dalla relazione || f — S, (f)[1? = [ fII? = >_7_, 5, dove S, (f) ¢ la serie di

Fourier troncata. OJ

Osservazione. In uno spazio euclideo, scrivere f = Z;; f; deve essere inteso come:

Hf—ij

—0
X

quando n — oo.

Esempio. Se vediamo che {e?**},c; é chiuso, allora avremmo che:
1 ™
2 _ 2
o |fI7= E Cr>

o equivalentemente:



Osservazione. Supponiamo di aver dimostrato che il sistema {1, sin(nz), cos(maz)} é chiuso; sia
f(z) = x periodicizzata. Con un semplice conto otteniamo che la serie di Fourier di f(z) é:

o0
Z Z(=1)"*sin(nx),
n=1

quindi applicando la chiusura del sistema otteniamo:

3 [N}

4 1 [,
Z = = d
2 1n2 2 _x “

n—

cioé:
oo
T

1
- = .
“n 6

n—

Osservazione. Tramite la formula di polarizzazione, si pud riscrivere l'identita di Parseval:

Z fa SOk
k=1

Teorema 4.11. X € di Hilbert <= ogni sistema ortonormale é chiuso.

Consideriamo il sottospazio proprio di £2:

= {{Ck} S 02

i k*ci < —I—oo}

k=1

el = (Z (Ci+k20i)) :

k=1

con la norma:

La palla B = Bhl(O 1) é relativamente compatta in %, in quanto se {c,} € B, allora k*c; < C
e dunque ¢; < & per una certa costante C’. Sia ora f € L%(—m, ) e denotiamo con f, la sua
serie di Fourier troncata

folz) = % + Z (ag cos(kx) + by sin(kx)),

k=1

con {ax},{by} € ¢%. Sappiamo che f,, — f in norma £L? per n — o0o; scriviamo inoltre:

n

folx) =Y (—kay sin(kz) + kby, cos(kx)).

Ora, se {kay}, {kby} € (%, cioé {ax}, {bx} € h', allora g € L?(—m, 7) tale che f/ — g in norma
£? quando n — oo; chiamiamo tale g derivata in senso debole di f e notiamo che se f € C1,
g non é altro che f’.

Definiamo anche H!'(—m,7) = {f € L*(—m,7) | {ex} € h'}.
In generale:

Definizione 4.9. Definiamo:

= {{Ck} c 62

f: e} < —1—00}

k=1
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con la norma: .
00 2
||C||hn = (Z (Cz —f- ]{/’QCz + e + k:2"cz)) .
k=1
Inoltre si definisce:
H'(—m,7) = {f € L2(—nm,7) | {cx} € h"}.
Quindi, se ad esempio f € H?(—m,7), si ha che esistono g,h € L'(—x,7) tali che f, — f,
! — g, f/ = h in norma £? quando n — oo.
Deduciamo quindi che A"*! é relativamente compatto in A".

Osservazione. In generale, si pud definire lo spazio:

Hi(—m,m) = {f € L*(—m, )

i k*ct < +oo}

k=1

per ogni s € R e, presa f € H*(—m,7) con serie di Fourier f(z) = Y 7o, cxe™*™, associargli la
sua derivata debole s-esima definita come:
d* - s ikx
dxsf(m) = Zk cpe’™,
k=1

che risulta convergente in £? per definizione di H°.

Richiamiamo adesso il teorema di rappresentazione di Riesz: in R?, esso assicura che, data
A € M(d,R), esiste un unico vettore y € R? tale che Az = (z,y) Vo € R% Vediamo che in (7
(e pit precisamente in £?) vale la stessa cosa.

Proposizione 4.12. F € Z(/*,R) lineare e continua, 1 < p < co. Allora esiste y € ((P)* = {19,
con i + % =1, tale che F(x) = oo, xy; Vo € (P (e dunque F(z) = (x,y) sep =2).

Dimostrazione. Se x = Y22, w;e;, allora F(x) = 0%, 2;F(e;); denotando zV = SN ze; e
yi = F(e;), si ha:

N
=1

quindi ci rimane solo da passare al limite per N — oo (cioé vedere che y € ¢4, poiché per Holder
in questo caso si avrebbe Y z;y; < +00).

Poniamo:
L 0 sey; =0
' lyilT%y; seyi #0
osserviamo anche che |z|? = ||y 2yl = |yi|97VP = |9 e |z Pt = |yl
Visto che F' é continua, allora || F'[| = sup, g |”I;(|ﬁl‘ < 400; inoltre si ha:

<IIFN="1,

N o
dove 2V =377 zie;. Per linearita:

N N
F (Z Ziei) ‘ = Zziyz‘
i=1 i=1

N N
=3 Jult =S [zl = 12V < IF= e,
=1 =1

quindi [|zN]|%" < ||F|| e passando al limite [|y|le = ||2]5" < ||F]|.
Visto che la disuguaglianza || F|| < |ly|/« é ovvia (in quanto ‘Hi(lliil = ||yllea), si conclude che
lyllea = || F||, da cui la tesi. O

28



In maniera simile, si pudé mostrare:

Proposizione 4.13. F' € Z(L7(Q2),R), 1 < p < co. Allora esiste g € L(S2), con % + % =1,
tale che F(f) = [, f(x)g(x)dz Vf € LP(Q).

Proposizione 4.14. X spazio di Hilbert, F' € £ (X,R) limitato e continuo non nullo. Allora
codim(Ker(F)) = 1.

Dimostrazione. Sia y € X tale che F(y) #0. Se A = ﬁ, allora F'(\y) = 1; sia yo = \y.

Dato x € X, si hax = — F(x)yo + F(x)yo, con z — F(z)yy € Ker(F), e tale decomposizione
é unica, in quanto se x = =’ + ayy = =" + Pyo con 2’2" € Ker(f), F(z) = a = 5 e dunque
z’ = z”. Concludiamo che X = Ker(F') @ Span(yp), cioé la tesi. O

Teorema 4.15. X spazio di Hilbert, K C X convesso chiuso. Allora Vx € X 3P (z) € K tale

che [lx — P(z)|| = minyex [lz = y]|.

Dimostrazione. ||z — y|| > 0, dunque Jy,, € K tale che ||z — y,|| = d,, = d = infg ||z — y||. Se
vedo che y, é di Cauchy, vy, avrebbe limite per completezza di X.
Per I'identita del parallelogramma, se n,m > N:

(T—y)+ @ —v)||* @ —va) =@ —ya)|° 1
+ == (lz = yall* + lz — ymll?)
5 5 5
cloé:
Yo+ U | e —uml® 1,0
ol sl e g
—
cK

ma Hx — y”% H > d? per definizione di estremo inferiore, dunque:

in quanto d2 —d?* <ee d?, —d* < e.

Quindi, a meno di estrarre una sottosuccessione, y, — y € K, poiché K é chiuso.

Se per assurdo esistono due punti che realizzano il minimo, siano essi Pj(x) e Py(z), sempre
per l'identita del parallelogramma si ha:

Yn — Ym

1
< Z( 2 2\ 12

2

Pi(z) + Pz 2 Pi(z) — P(x 1
T — % + ' w =3 (||x_ P(z)|? + ||z — pg(x)H?) = d?,
—_—
€K
2
dunque‘w <d?*—d? =0, cioé P(x) = Py(x). O

Corollario 4.16. M C X sottospazio chiuso. Yx € X 3P(x) € M tale che ||z — P(z)|| =
minyen [ =y

Definizione 4.10. La mappa P : X — K tale che P(z) é il punto definito nel teorema si
chiama proiezione.

Osservazione. Se f : [a,b] — R é derivabile e in a ¢’é un minimo, allora f'(a) > 0.
Dunque, se f : R4 D K — R é C* e ¢(t) = f(xo + t(x — x0)), per t € [0,1], allora ¢'(0) =
(Vf(z0), x — z0) 2 0.

Proposizione 4.17. Yw € K, K convesso chiuso, (x — P(z),w — P(z)) <0.
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Dimostrazione. Se ¢(t) = ||z — ((1 — t)P(x) + tw)]||?, per Posservazione precedente ¢'(0) > 0
Yw € K. Ma:

o(t) = ||z — P(z) + t(P(z) —w)|* = [l = P(x)|]* + 2t{z — P(x), P(z) — w) + *| P(2) — w]]*,
dunque ¢'(0) = 2(x — P(z), P(z) —w) > 0 Yw € K. O

Osservazione. Si pué vedere che in realta vale anche il viceversa, cioé se il punto P(x) ha quella
proprietd, allora é il punto di K che minimizza la distanza con z.

Osservazione. Se K = M é un sottospazio chiuso, sostituendo nella disuguaglianza precedente
w = 0ew = 2P(x), si ottiene che (xr — P(z), P(z)) = 0. Ma allora, visto che la stessa
disuguaglianza vale per w e per —w, segue che (r — P(x),w) = 0 per ogni w € M.

Corollario 4.18. Se X ¢é di Hilbert e M C X ¢é un sottospazio chiuso, allora X = M & M~*.

Dimostrazione. Dato x € X, se P é la proiezione su M allora x = z — P(z) + P(x); basta
notare che P(z) € M e x — P(z) € M*. O

Proposizione 4.19. La proiezione P su un sottospazio chiuso M € lineare e | P|| = 1.

Dimostrazione. Per vedere che é lineare, osserviamo:

(ax + By — P(ax + By),w) =0 Yw € M
(ax + Py — aP(x) — fP(y),w) =0 Ywe M

dunque (P(az+ By) —aP(x) — BP(y),w) =0 Vw € M, ma P(ax+ By) —aP(x)—BP(y) € M,
quindi [|P(az + By) — aP(z) — BP(y)]| =0, ciod P(a + fy) = aP(x) + FP(y).

Inoltre [|z[[[| P(z)|| = (x, P(z)) = (P(z), P(x)) = [[P(x)|?, dunque ||P|| < 1; ma P(m) = m
VYm € M, quindi | P| > 1. O

Quindi, definendo Q = I — P, si ha:

= P(z) + Q(z), (P(2),Qx)) =0, [z]*=|P(=)[* + Q)|
Ve e X.
Teorema 4.20. L*(a,b) é uno spazio di Hilbert.

Dimostrazione. Sia {f,} una successione di Cauchy; a meno di estrarre una sottosuccessione,

posso supporre || fni1 — fallzz < 2%
Sia gn(x) = >, | fer1(x) — fi(2)]; sicuramente 0 < g,, < g,41 quasi ovunque Vn. Visto che:

1gnllc2 < Z [ frar — fill < Z ok <1

allora per Beppo-Levi g, — ¢ in norma quadra, ||g||z2 < 4oc.
Vediamo che la successione { f,} é di Cauchy nella norma |[.|; se n,m > N:

3

(@) = fu(@)] < D [frerr = il <&,

n

i

in quanto é la coda di una serie convergente. Ma allora f,,(x) — f(z) e |f(x)| < |f(z)— fu(x)]+

()] < g(x)| + | fu(@)], quindi f € L2,
Visto che |f(z) — fn(2)]* < g(z)?, per il teorema di convergenza dominata f, — f anche in

L2, O
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Teorema 4.21 (Riesz-Fisher). f € Z(X,R) continuo e limitato, X spazio di Hilbert. Allora
dly € X tale che f(x) = (z,y) Yz € X.

Dimostrazione. Se f = 0 I’enunciato é banale; quindi supponiamo f % 0.

Sia M = Ker(f); M C X é un sottospazio chiuso di codimensione 1, e sia P la proiezione su M.
Visto che X = M & M+ e M+ = Span(y,), con f(yy) = 1, allora dato # € X si pué scomporre
T = Ay + 2, dove z € Ker(f).

F(2) = AF(0) = A € (2, 30) = Alyo, o) = Mlyol2, dumaue y = 2 dé Vesistenza.

Se poi esistessero due elementi y, w che rappresentano f, allora (x,y —w) = 0 Vz € X, dunque
in particolare |y — w|* = 0. O
Corollario 4.22. Se f,, — f in L?(a,b), allora I{ny} tale che f,, — f(x) quasi ovunque.
Discende dal teorema di Riesz-Fisher:

Teorema 4.23 (di isomorfismo). X, Y spazi di Hilbert. Allora X =Y = (%

Dimostrazione. Per il teorema di Riesz-Fisher, la funzione che manda un elemento di X (o di
Y') nella successione dei propri coefficienti di Fourier é un isomorfismo. O

Quindi possiamo considerare 2 come lo spazio di Hilbert universale.
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5 L’equazione di Poisson e I’equazione di Laplace

Siano dati sul piano due punti (a, @) e (b, §); vogliamo trovare una funzione u tale che:

f; |u/(x)|2dx sia minimo
u(a) = «

u(b) =

Supponiamo di aver trovato una tale f che minimizza l'energia; sia ¢ € C§°(a, b), cioé tale che
¢(a) = p(b) = 0. Definiamo:

b
= [ 17+ e )P
allora, visto che f minimizza I’energia, abbiamo:

J(g)—J(O) fb\f’ () + e/ (x |2dx—f | (2)2de
—>0

0 = lim
e—0

:limZ/f dx—f—s/ |’ (x |dx—2/f
e—0

Quindi, integrando per parti (e dunque supponendo f € C?(a,b)), abbiamo:
b , b
0= [ Pl @ = (f"@pl - [ f@pas
a T’ a
Vo € C5°(a,b).

Ora, se f € C?*(a,b) e se fosse f”(xo) > 0 per un certo o, allora si avrebbe f”(z) > 0 per
x € [r9—0, x9+3], dunque prendendo ¢ che vale 1 su [xg—3/2, z9+0/2] e 0 fuori da [z¢—0, xo+9],
si avrebbe che I'integrale non sarebbe 0, quindi concludiamo che f”(z) = 0.

In altre parole, la funzione che minimizza ’energia é la retta.

Imponiamo adesso un’altra condizione, cioé che la funzione u debba superare un vincolo posto
nell’intervallo [a, b], cioé u deve essere tale che:

f |u/(z)|?dz sia minimo
u(z) 2 w( )

u(a) =«

u(b) = 6

Se ad esempio () = €X{a}, allora ci immaginiamo che la funzione u voluta sia la spezzata
che unisce (a, @) a (zg,¢) e (xq,¢) a (b, B); perd questa funzione non pué essere ottenuta con il
ragionamento precedente, in quanto tale u non sarebbe C2. Dobbiamo quindi metterci in un
contesto in cui sia sempre possibile fare le derivate (che saranno quindi derivate in senso debole).

Occupiamoci ora del problema in d dimensioni; sia 2 C R? e consideriamo una membrana che si
deve appoggiare sul bordo 0f2 in modo da minimizzare ’energia: abbiamo quindi un problema:

5 Jo, IVu(z)|?dz sia minimo
u(z) = g(x) per z € 9N
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Come prima definiamo J(u) = 1 [, |[Vu(z)|?dz e, presa ¢ € C5°(€2), imponiamo a 0 il limite
del rapporto incrementale di J lungo ¢:

0 — im J(u+ep)—
e—0 g

Jw) :/Qvu(x)vw(x)dx.

Integrando per parti:

= — u\x xI)ax au—(x) T
v votws = - [ su@et+ || 55 etwas,

quindi, se u € C?, si ha che [, Au(z)p(z)dz = 0 Yo, dunque ragionando come prima Au = 0.

Osservazione. Notiamo che in generale non é vero che esista una funzione u che minimizza
I’energia; ad esempio consideriamo il problema:

fol (w(z))? + (|o/(x)| — 1)*dx sia minimo
u(0) =u(l) =0

La soluzione u(x) é una funzione con derivata 1 in ogni punto piu vicina possibile all’asse

x; osserviamo che la successione di funzioni {u,} tale che w, unisce i punti (0,0), (1/n,1/n),

(0,2/n), (1/n,3/n), ..., (0,1) rende l'integrale precedente piu piccolo di ¢/n, con ¢ una certa

costante. Dunque l'estremo inferiore di quell’integrale é 0, ma d’altra parte il limite della

successione di funzioni minimizzanti, che é 0, non coincide con il minimizzante dell’integrale; si
conclude che il minimo non esiste.

Quindi, per risolvere il problema, dobbiamo trovare una successione minimizzante {u,} tale

che u,, — u e:
1 1
—/ Vu,|? — —/ |Vul?,
2 Jq 2 Ja

cioé tale che Vu,, — Vu in £L2(2); questo non impedisce per6 a Vu a essere illimitato in qualche
punto.

Ritorniamo ora al problema variazionale considerato; senza supporre eccessiva regolarita su
u € C'(Q), avevamo trovato la condizione che:

/Vqup =0
Q

Vo € CP(Q).
Definiamo il prodotto scalare:

B(u,p) = /Q VuV;

sicuramente é bilineare ¢ #(u,u) = [, |[Vul[* > 0, ma esso induce una seminorma (e non una
norma), in quanto #(u,u) =0 <= u = ¢ costante quasi ovunque.
Preferiamo dunque considerare il prodotto scalare:

C(u,p) = / wpdx + / VuVedz,
Q Q
in quanto € (u,u) =0 <= wu = 0 quasi ovunque.

Osserviamo inoltre che 4 ¢ ben definito non appena u, Vu, p, Vo € L23(€); in altre parole é
ben definito se, presa u, — u in £2, si ha che 3g € £? tale che:

/]Vun—g|2 — 0
Q

quando n — oo. Denoteremo tale ¢ = Vu in senso improprio.
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Osservazione. Supponiamo di voler risolvere il problema di Cauchy:

0 sel<t<1
1 set>1

, dove f(t) = {

Il problema non é ben definito in senso classico, in quanto f ha una discontinuitd di salto,
quindi non pud esistere una y derivabile che abbia f come derivata; potremmo chiedere che
valga ¢/(t) = f(t) quasi ovunque, ma cié pud causare problemi piuttosto importanti: se ad
esempio chiediamo che y/(t) = 0 quasi ovunque, y pué essere la scala di Cantor, eliminando
I'unicita della soluzione del problema.
Quindi l'idea é approssimare f(t) con funzioni piu regolari e risolvere i sistemi approssimati,
per poi passare al limite; ad esempio, nel nostro caso, potremmo approssimare f con f. definita
da:

0 se0<t<1

f) =85 sel<t<1+4¢

1 set>1+¢

per ottenere delle y. che approssimano y in modo quadratico.

Il precedente é un modo molto classico di ragionare per risolvere problemi di Cauchy; vediamo
ora un altro esempio. Ci interessiamo all’equazione differenziale:

y'(t) + py(t) = f(1),

con p € R non quadrato di un intero e f(t) € L2(—m, ).
Scriviamo le funzioni in gioco con le rispettive serie di Fourier (poiché siamo in £%(—m,)):

f(t) = cheikt7 fult) = Z cwe®t y(t) = Zykeikt’ yn(t) = Z e
keZ [k|<n keZ |k|<n
Risolvo y!(t) + pya(t) = f(1), cioé:

Z _kakeik:t +p Z ykeikt _ Z ckeikt,

k| <n [k|<n lk|<n

dunque y(p — k*) = ¢, da cui y, = pf’jﬁ V|k| < n, con il denominatore sempre # 0. La
soluzione troncata é percio:

C i
yn(t) = Z ek,

_ 2
e P F

kt

Ma essendo in L*(—m,7), yp — y = > lklez pf—’}#ei ; osserviamo che tale y sta in H?(—7,7), in

quanto le sue due prime derivate deboli:

ikck i k2ck i
y/(t): Zp_k26kta y"(t): Z_p_k2ekt

|k|eZ |k|eZ

stanno in £2(—, 7) poiché i rispettivi coefficienti di Fourier stanno in ¢*(Z).

Osserviamo che, quindi, partendo da una funzione f € L2(—m,7), si ottiene una soluzione
y € H?(—m, m); questo “guadagno” di due derivate in generale é falso se partiamo da f € C° e
vogliamo ottenere y € C2. Un esempio ¢é il problema:

{u(x) — Au(z) = f(z) € C°(Q)

upo =0
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con Q C R4, d > 1 (infatti in una dimensione il problema ha una soluzione C?).

Se ad esempio d = 2 e f € C°(Q), in generale é falso che u € C*(Q2) (poiché se dzu + dou é
regolare, non si pué dire niente sulla regolaritd di ciascuno degli addendi); in realtd abbiamo
che, se f € C%(Q), allora y € C**(Q2), ma questo non ci risolve il caso generale.

Quindi cambiamo contesto e fissiamo f € L£*(—m, 7); vogliamo vedere che qua la soluzione
“guadagna” due derivate. Poniamo inoltre Q) = T2

Scrivendo le funzioni in serie di Fourier:

U(l’,y) - § Ci€ ) f(l') - E fke )
kez? kez?
otteniamo, ragionando come prima per approssimazioni successive:

Z (Ck + HkHZCk)Gka _ Z fkeik-x’

kez? kez?

cioé ¢y, = 1+J|£|—I;c||2 Osserviamo che, come voluto, u € H?(T?).

Osservazione. Modificando leggermente 1’equazione appena studiata, consideriamo —Au = f €

L2(—7, 7). Allora:
/ fAu
Q

cioé [|Aullz> < || fllz2; questo implica che d2u,dju € L*(—m, 7). Ma cosa possiamo dire sulle
derivate miste?
Integrando per parti, ponendo Q = T2, si ha:

< [ flle2 | Al 2,

/Q (— Au)(—Au) = / feAw) = [Auf <

102, ul 2 :/ (0,u)’de = — [ Opudy, udx :/ Pudiudr < [ |Aul’dz,
T2 T2 T2

T2 Yy

cioé 97, u € L*(—m, 7).

Interessiamoci adesso al caso unidimensionale della precedente equazione differenziale; vogliamo

risolvere:
{—u”(x) = f(z) perx e (0,1)
u(0)=u(l)=0

Per la disuguaglianza di Poincaré abbiamo la stima dall’alto:

1 1
/ uf? < / P,
0 0

che ci permette di controllare fol |ul? + fol |u/|* con fol /|2

Prendiamo lo spazio euclideo H = CZ(0, 1), con prodotto scalare (f,g) = fol f'qg’; completiamo
HaH=/L2

Sia ¢ una generica funzione regolare, ¢ € C§°(0,1); allora, se u é soluzione dell’equazione
considerata, abbiamo integrando per parti:

1 1 1 1
—/ U"wz/ fo = / U’w’z/ fe.
0 0 0 0
Riscriviamo la precedente relazione denotando F' il funzionale tale che F(p) = fol for
Fp) = (u, ) VY € C5°(0,1).
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Osserviamo che, se u € C? e f € C°, allora —u” = f <= F(p) = (u, ) per ogni funzione re-
golare ¢; se perd non abbiamo queste ipotesi di regolarita, abbiamo visto che vale 'implicazione
=, ma in generale non vale 'altra. Dunque estendiamo il concetto di soluzione di un’equazione
differenziale dicendo che una funzione é 0 se e solo se é ortogonale a tutte le funzioni regolari

0.

©: in altre parole, se a1, ay € L2, definiamo:
ap = ay <= (a1,) = (az,0) Vo € (.

Risolvere I'’equazione considerata é equivalente a trovare il minimo di:

s =g [ k= [ o

infatti M — 0 quando ¢ - 0 <= F(p) = (f,¢) Vo € C5°; un problema simile era
stato introdotto all’inizio della sezione. Osserviamo che:

NG

dunque effettivamente l'estremo inferiore di J(u) é finito.

Con lo stesso conto appena fatto, si vede che |F(¢)| < C||¢]|z2, dunque F' é limitato e lineare,
e perci6 per il teorema di Riesz esiste un’unico v tale che F(¢) = (v, ¢) Yo € C§°. Ma allora
(u,0) = (v, ) = (u—v,p) =0V € C§°, dunque la soluzione (unica) é u = v.

< fllezllullee < cllfllez 1]l 2,

Osserviamo subito che il ragionamento appena fatto é molto importante, perché ci dimostra
I'unicita della soluzione in questo senso esteso; peré allo stesso tempo non ci dd nessuna infor-
mazione sulla soluzione, quindi cerchiamo un argomento piu pratico che mostri esplicitamente
una forma (anche approssimata) della soluzione.

Dividiamo l'intervallo [0, 1] in una partizione 0 = 2y < 21 < ... < &, < Tp41 = 1 e denotiamo
@i, 1 <i < n, la funzione lineare che unisce i punti (x,_1,0), (2, 1), (€,51,0) ed é 0 fuori da
[€n_1, Zny1]; supponiamo di poter scrivere la nostra funzione u come:

o0

u = Z CrPk-

k=1

Denotiamo u,, = ZZ:1 crpr; considerando 1’equazione di Poisson troncata abbiamo:

1 1
/u;so;:/fsok Vi <k<n,
0 0

1 n n 1 1
/Zcmsomzzcm/ %%I/ fon V<k<n
0 m=1 m=1 0 0

(in realtd I'integrale andrebbe spezzato in n integrali, in modo che in ciascuno sia ben definita
la derivata dei @y).

Denotiamo Ay, = fol oo € R F, = fol for, A= (Agm), F = (Fy), ¢ = (¢); allora il mio
problema troncato si riduce al sistema:

cioé:

Ac=F,

che é risolubile <= A ¢ invertibile. Ma:
1 n 1 n 1 n 1 n 1
/ fun=ch/ for =ch/ Zcm%%:/ > el =/ Ju |,
0 k=1 0 k=1 0 m=1 0 km=1 0
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dunque se F' = 0, allora fol |u!|> = 0, cioé ¢ = 0; questo mostra U'iniettivita (e dunque l'inver-
tibilita) di A.

Risolvo quindi il sistema troncato e riesco ad ottenere una soluzione approssimata dell’equazione
di Poisson unidimensionale (questo ragionamento utilizzato si chiama tecnica degli elementi
finiti; ma cosa succede se cerco di passare al limite n — oo?

Usando argomenti pit avanzati di analisi funzionale, si pué vedere che, se u, u’ € £2(0,1), allora
u, — u converge effettivamente alla soluzione.

Inoltre si pué verificare che w,, é la proiezione di u su Span(y1, ..., @n).

Osservazione. Consideriamo 'equazione di Poisson unidimensionale nel caso in cui u, f so-
. : . ) . "o o__ _ ikx _
no 2m-periodiche. Risolvere ’equazione troncata —u) = f,, con u, = Z‘k‘ <n KT e fn =

D ikl<n fre™ | significa trovare u, € V, = Span({e*** | |k| < n}) tale che —u” = P,(f) (dove

P, : L2(—m,7) — V,, é la proiezione), cioé tale che:

(—up, €)= (Po(f),e"*) V[k| <n.

n?
Quest’ultima condizione é equivalente a cercare u,, € V,, tale che (v + f)LV,.

Il precedente ragionamento non si pué applicare in generale; vediamo un esempio.

FEsempio. Supponiamo di voler risolvere I'equazione:
—u" + u2 — f

con periodicité; proiettando su V,, avremmo —u!l + P, (u2) = P,(f), in quanto se u, € V,, non
é vero che u2 € V,.
Quindi siamo obbligati a risolvere un’equazione ancora pit approssimata, che é:

(—up, ©) + (u, ) = (Pu(f), 0) VeV,

ciod (u” —u? + f)LV,.

Esempio. Interessiamoci all’equazione differenziale —u” + |u[*>u = f, con u periodica a media
nulla. Troncando ’equazione, cerchiamo u,, € V,, tale che:

(—upy + [un|un, ) = (Pu(f), 0) Ve €V,

ma u, € V,,, quindi poniamo ¢ = u,, e otteniamo:

<_uxaun> + <|un|2umun> = (Pu(f), un),

1 112 1 4 1 / T
- o n - T Pn mn-

Percié, grazie alla disuguaglianza di Poincaré, otteniamo la stima a priori ||u,| < ¢||P.(f)]];
grazie a questa stima ricaviamo che il prodotto scalare (—u”, e**) ha senso, in quanto per la
stima appena fatta la serie di u] converge.

Purtroppo, per passare al limite n — oo, I’unica cosa che rimarrebbe da fare sarebbe controllare
I'addendo (|u,|*u,, €**), ma per far questo avremmo bisogno del teorema di immersione di
Sobolev, che afferma che H! si immerge compattamente in £9 Vq < +o0.

cioé:

Ritorniamo al problema di inizio sezione, cioé cerchiamo di risolvere l'equazione di Laplace
bidimensionale:

?

Au=0 in B(0,1) C R
u=g in0B(0,1)
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con u € C*(B(0,1)). Passiamo in coordinate polari:

Upp + %Up + pizu% =0 per p € [07 1)7 e [07 27T]
u(1,0) = g(0) per 6 € |0, 27]

con u periodica rispetto a 6. Separando le variabili, poniamo u(p, ) = R(p)O(0), da cui:

, 1 ) 1 , R// R L o
R"(p)©(0) + ;R (P)O(8) + pQR(p)9 @ = r 7 TPE=rA="5"

Ma ©"” + X\© = 0 con O periodica é 'equazione dell’oscillatore armonico, quindi si deve avere
A =n?, n € Z; si ottiene 'equazione:
R// R/ 2 9
+ . cioé p*R"+ pR —n’R =0.
Pty = p p

Se n = 0, la soluzione sarebbe il logaritmo (oltre alle costanti), che peré escludiamo perché va
a oo in un intorno di 0; dunque in corrispondenza di n = 0 assegniamo la soluzione costante.
Se n # 0, la funzione R(p) = ¢ - p® risolve 'equazione <= :

pPafa—1)p* 2+ pap® ! —n*p* =0 <= ala—1)+a—-n’=0 <= a=+n.

Ma per regolarita di R in 0, si deve avere o > 0; quindi @ = |n|. Abbiamo ottenuto le soluzioni
©,(0) = ¢ per n € Z e R, = cop" se n # 0; dunque se P(p,0) = >, ., p"le™, allora P
converge assolutamente perché é maggiorata da una serie geometrica con 0 < p < 1.

Abbiamo mostrato:
Proposizione 5.1. P(p, 0) > ez PMe™ € C=(B(0,1)°) € tale che AP =0 e, se g(f) €
CUT), g(0) =,.cp Gne™, |Gn| < ¢, allora:
u(p,0) = gple™ € C=(B(0,1)°)
nez
¢ armonica e u(p,0) — g(0) quando p — 1~.
Ma se g(6) non avesse i coefficienti limitati, cosa potremmo dire sulla convergenza di u(p,0)

per p — 177 Osserviamo che:

™

o 1 :
Z / |"|e_m“”em0dgp = Z pw% / 9(%0)6_m(¢_6)d90 = g(0) = B,(0).
ne”L

neL i

Se mostrassimo che P, (detto nucleo di Poisson) é una successione di Dirac per p — 17,
avremmo la convergenza voluta.

Lemma 5.2. P,(0) =142 _,p"cos(nf) = 172plcgsf)(9)+p2'

2

Dimostrazione. Per la prima uguaglianza:

anzn9+1+zpnzn9 Zpezn9+1+zpnzn0_1+zp zn9+ezn9)
n<0 n>0 n>0 n>0 n>0
=1+2 Z p" cos(nb).

n>0

Per la seconda:

P(60) pe~ pe  pem® —p? +1—2pcos(0) + p? + pe — p* 1—p?

= —+1 — = = .
P 1- pe—’9+ +1 — peit 1 —2pcos(f) + p? 1 —2pcos(f) + p?

]
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A questo punto verificare le quattro condizioni delle successioni di Dirac é semplice:

1. P,(f) > 0, in quanto 1 — p* > 0 e 1 — 2pcos(d) + p*> = (1 — pcos(9))* + (psin(9))* > 0
Vp e [0,1).

2. P,(#) = P,(—0), in quanto é somma di funzioni pari.

3. % ffﬂ P,(8) =1, in quanto 'integrale del coseno ¢ 0 e rimane solo I'integrale di 1.

4. Se || > & >0, allora 1—pcos(f) > 1—|cos(#)| > 1—|cos(d)|, dunque P,(0) < Lo
0 uniformemente quando p — 17.

Si conclude percié che:
p—1~
u(p,0) = g(0) * P,(0) = g(0).

Ci rimane da discutere 'unicité della soluzione. Sappiamo che, se avessimo che:

/ |Vul?dr < +o0
B(0,1)

allora la soluzione sarebbe unica, in quanto U = u — v sarebbe tale che fB(O 0 VU |*dz = 0.
Purtroppo, per una g generica non ¢é vera quella stima; vediamolo.

In coordinate polari si ha:

1
Vul|? = |0,ul® + |0,ul* = [0,ul* + ?|89u|2,

dunque:

2w 1 1

/ |Vul*dr = / / |0,ul* + = |0gu|*dOpdp.
B(0,1) 0 0 P
Abbiamo: o ‘ _ ‘
Bpul? = (0,0 Fpw) = 3 Galnlp" 160 S Gl -1,

n l

quindi:
2
| 100 =20 3 P,
0 n

da cui:

27 1 1
/O / Opul2dbpdp = 223 |G 2 / Ao =13 |G Plnl.

Allo stesso modo: |
;&;u — Z Gnlin) p" =1 i,

e dopo calcoli analoghi a quelli precedenti si ricava finalmente:

2T 1
| _
[ avapde = [ [ ol + o dspdp = 2x 3 |l
B(0,1) o Jo P n

Quindi, grazie a questi calcoli espliciti, abbiamo dimostrato la seguente:

Proposizione 5.3. Se la condizione al bordo g ammette mezza derivata, cioé g € ’H%, allora
la soluzione dell’equazione di Laplace bidimensionale € unica.
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Per6, in generale, se ¢ é solo continua e in £, cioé Y |fn| < 400, non é vero che ) |n||ﬁ|2 <

~+00; vediamo un controesempio.

FEsempio (Hadamard). Consideriamo la successione:
1 _ o2m
o Jam se In| =2
n - . .
0  altrimenti

cn, € 01, perché é maggiorata da > -, 27™ < 400, ma:

> Inlleaf=2)" 22m

nez meN

Quindi f(z) =", c,e™ e LN\ Hz.

Passiamo adesso al caso multidimensionale; vogliamo risolvere:

Au=0 1in Q
u=g in 0f)

con 2 C R" aperto regolare e u € C?(Q).
Se 1 é una funzione armonica che dipende solo dal raggio p, sappiamo che:

AY(p) =" (p) +

5(0) {cn’f: sen > 2
p =

caln(p) sen =2

n—1

P'(p) =0 Vp>0,

cioé:

e in ogni caso 1 € C*°(R™\{0}) (|¥(p)| = 400 se p — 0).
Sia ora £ € Q e poniamo v(z) = ¥(jxz — £]). Sia inoltre £ > 0 ¢ 2. = Q\B(¢, ¢); sappiamo che
v e C®(Q.) e Av=0in Q..

Per Gauss-Green:

—/ ulAvdr = — a—udx—i—/ VuVudz, —/ vAudr = — a—vdm—i—/ VuVudz,

02 an 90, an

Yu,v € C%(€.), quindi:

/5<UAU_U\A61L)CZ$—/£)QE (%v—a—nu> ds =
ou ov ou ov

Osserviamo che, su 0B(¢, ¢), % = —1)/(e), percio:

0 e
- / w22 ds = () / udS = cpet ™" / udS = ][ udS =23 u(e),
OB(£,e) 3” OB(£,e) OB(£,e) OB(£,e)

se ¢, = wi, dove w, é la misura della sfera unitaria in R™.
n

D’altra parte notiamo che:
0
/Au-lz —u-l—/VuVI,
Q o0 On Q
———
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quindi 'altro integrale pué essere stimato:

2
/ @vdS’ (e )/ @ds =ce* "/ Audzr = c;lg—n/ Audzr =
oB(g.) On oB(g.c) N B(e.2) € JBee)

= c"ezf Audz =3 0.
B(&e)

Visto che:

/ vAudr =3 vAudzx,
. Q

abbiamo mostrato:

Proposizione 5.4 (Formula integrale di rappresentazione). v € C?(Q), v(z) = ¥(|lz — €|).

Allora:
/UAudx: v—dS / u—dS+u €).
Q a0 On

Corollario 5.5. Se u € C?*(Q) ¢ armonica, cioé Au =0, e v(z) = Y(|lz — &), allora:

Osserviamo che siamo liberi di aggiungere e togliere costanti alla funzione t(|x — &|) senza
cambiare i risultati appena ottenuti; poniamo dunque G(z, &) = ¥(|Jx —&|) —1(p). Tale funzione
ha le proprieta:

{AG<w,£) =0
Glop(e,p =0

da cui segue:

u<g>:/ ua—G—G( g) s = w()/ udS = — / udS = uds
oB(ep) ON B(E ) wnp" ! JoB(e ) B(Ep)

Vp < d(&,00). Abbiamo appena mostrato la cosiddetta proprieta della media:

Teorema 5.6. u € C?(Q) N C°(Q) armonica, B(§, p) C Q. Allora:

= ds.
U(f) ]éB(ﬁ,p) !

Corollario 5.7. Il valore assunto da w armonica in un punto & € la media dei valori assunti
wm un disco di centro &, cioé:

Dimostrazione. Per Fubini-Tonelli:

/ v)de = / /8 B(Sr)uder— m(B(E, p))u(€).

(E)
[

Prima di concentrarci sulla risoluzione dell’equazione di Laplace, studiamo se essa ammette
un’unica soluzione; per farlo abbiamo bisogno di qualche altro risultato sulle funzioni armoniche.
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Definizione 5.1. u si dice subarmonica se Au > 0.

Osservazione. Per le funzioni subarmoniche ovviamente non vale la proprietd della media, ma
vale qualcosa di pit debole; con calcoli analoghi a prima si ha:

oG
u(é) = /B (@p)\Af" @z — &) — vl + /a e 5, udS < 7[33@,,)) udS.

20 <0

Osserviamo adesso che la soluzione dell’equazione di Laplace, pur essendo la descrizione di un
processo fisico, pud non esistere; il seguente é un controesempio. Per fortuna pero tale patologia
avviene solo in presenza di domini €2 che sono stati privati di qualche punto isolato.

Esempio (Zaremba). Sia 2 = B(0,1)\{0}; il problema di Laplace con condizione al contorno:

0 selz||=1
g =
1 sellz||=0
non ammette soluzione. Se infatti u(p) é una funzione armonica radiale (in quanto la soluzione
di un problema con simmetria rotazionale deve avere la simmetria rotazionale), allora u(p) =

Alog(p) + B, ma B = 0 per la condizione su {||z| = 1} e dunque non riesco a imporre A
affinché u faccia 0 nell’origine.

Teorema 5.8 (Principio del massimo). Sia Q aperto connesso, u € C%(2) N C°(Q) armonica.
Allora:

1. maxgu = maxpou = M;
2. se esiste xg € Q tale che u(xg) = M, allora u= M.

Dimostrazione. Ovviamente il secondo punto é piui forte del primo. Si ha:

M = u(zo) = ]{9( )u(x)dx < Mm(B(xo, ) = M,

m(B(xo,7))

dunque v = M nella palla B(zg,r); segue che l'insieme {z € Q | u(z) = M} # 0 é aperto e
chiuso in €2, cioé é tutto €. O

Con questo risultato possiamo stabilire I'unicita della soluzione dell’equazione di Laplace in un
caso abbastanza generale:

Teorema 5.9. Se Q € un aperto limitato e connesso, allora la soluzione dell’equazione di
Laplace € unica.

Dimostrazione. Siano uj, us due soluzioni e sia U = |u; — ug|. U é armonica e vale 0 al bordo,
quindi é 0 a tappeto per il principio del massimo. O

Osservazione. Grazie al principio del massimo (e al principio del minimo, che afferma che il
minimo si trova al bordo), si ottiene che se u é armonica e ujpo = g, allora:

min g(z) < u(z) < maxg(z) Vo€ Q.

o0 [2}9]

Il principio del massimo non vale solo nel caso delle funzioni armoniche, ma si estende ad
esempio anche a quelle subarmoniche; questo significa che con gli stessi ragionamenti appena
fatti si pud dimostrare I'unicita di soluzioni di equazioni differenziali molto piti complessi.
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Lemma 5.10. Se Au > 0, non possono esistere massimi di u in 2.

Dimostrazione. Sia (zg,Yo) € € punto di massimo per u. Posto:

P(t) = u(zo +t,90), Y(t) = u(xo, yo + 1),

si ha che ¢/(0) = ¢/(0) = 0 e ¢"(t),¢"(t) < 0. Ma allora Au(xg, yo) = Usa(T0, Yo) + Uyy (To, Yo) <
0, assurdo. O

Proposizione 5.11. Se Au > 0, il massimo di u su Q (Q aperto limitato) é ottenuto nel bordo
01).

Dimostrazione. Siae > 0 e poniamo w(z,y) = u(z,y)+ex?. Se T = (z9,yo) é punto di massimo
per u con ascissa xo massima fra i punti di massimo, e d(z, ) = ¢, allora preso ¢ < Yl
(dove ¢ é una costante opportuna che dipende da quanto decresce u negli x compresi fra z( e
To+ 6 e R é tale che Q C [—R, R]?), si ha che la funzione w ha un massimo interno a 2. Ma
questo é assurdo perché Aw > 2¢ > 0. O

Proposizione 5.12. u € C?(Q) N C°(Q) armonica. Per ogni o tale che |a| = k, vale la

maggiorazione:
Ck

[D%u(w0)] <~ ull et 3ty

In particolare:
(2nHnk)

*T T am)

Y

dove a(n) = m(B(0,1)).

Dimostrazione. Supponiamo innanzitutto a = e;. Dalla formula di rappresentazione si ha:

][ Oiu(x)dx / Oiu(x)dx
B(zo,r/2) B(zo,r/2)

quindi per Gauss-Green, detto v il versore esterno:

Osu(a)| = = 2 (2/r)"

)

Wn,

n—1 2
/ (?iuyidS‘ <L (2/r)" max ]u\wnr— =-n max |ul.
0B(zo,r/2)

n
O < —(2/r)"
| u(x0>| ~—w ( /T) Wn, 0B(zo,r/2) 2n_1 T 9B(20,7/2)

n

Ma se x € 0B(xo,7/2), B(x,r/2) C B(xg,r) e grazie alla formula di rappresentazione si ha:

[u(@)] < Nl esran < o lulle e
A questo punto una semplice induzione ci permette di concludere. O
Corollario 5.13. Ogni funzione armonica é analitica.
Corollario 5.14 (Teorema di Liuville). Ogni u : R® — R armonica limitata é costante.
Dimostrazione. Preso a = e;, si ha Vr > 0:

1 Wn o, C

Bru(wo)| < —

< 2 fuller <

quindi dyu(zg) = 0 Vi. O
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Arrivati a questo punto, prima di giungere a soluzioni esplicite (in casi particolari) per l'e-
quazione di Laplace, abbiamo bisogno di qualche cenno alla teoria degli integrali singolari;
I’esempio principe che spinge a studiare questi integrali é:

1
/ —dzx.
R

Come ben sappiamo, questo integrale non ha senso perché non é convergente; ma se conside-
riamo:

lim —dx,
e—0 e<|z|<1/e L

questo limite esiste ed é 0 in quanto 'integrale vale 0 Ve. Osservato questo esempio, proviamo
a generalizzare l'idea a integrali piti complessi.

Osservazione. La funzione f(z) = ﬁ con x € R" é integrabile vicino a 0 <= k < n. Infatti,

passando in coordinate sferiche:
€1 - 5 1
ﬂ@=w()30120/‘;ﬁ3-

|z|<e —

FEsempio. Consideriamo il problema di Poisson Au = f in 2 C R", con f a supporto compatto.
Vogliamo vedere che la funzione:

1 1
") = o /u—mdy_f” @ man 7]

é soluzione del problema. Per calcolare Au, abbiamo bisogno che Aﬁ sia ben definito e

integrabile; si ha:
3 ~1/2
Ti — Yi
O (r — yr)? ==
(Z; |z —y[?

5 ~1/2 5 5 ~5/2
9;0; (Z (zh — yk)2> - = —”y|3 — 5l <Z (Tx — Yi) ) 20z —yy) | =
k=1 k=1

B )y I 3(z; — yz)(xj - yj)
|z —yl3 2 —y[°

Ma allora A \:viyl va come 1 1y|3, che non sta in £!(B(0, R)), quindi u definita precedentemente
non € una soluzione del problema in senso classico. Vediamo come sfruttare gli integrali singolari
per risolvere il problema.

Data f € L>(Q) N LY(Q), definiamo potenziale newtoniano di f la funzione:

[ fly)
w@)—l&x_w@.

1
= /Qf(y)@imdy-

Lemma 5.15. Vale la formula:
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Dimostrazione. Sia n € C*(R) tale che n(x) =0sex <1, n(z) =1sex>2e0 <17 <2
poniamo inoltre 7. = n (f) Vogliamo vedere che, detti:

1
[ o= o) = [ f0 s

allora v(x) — Qiwe(z) — 0 per € — 0. Abbiamo:

o) - el = [ L (1 ~ el y')) Py,

|z — |

quindi:

1 2 1 /(1 2
|v(z)—Ojwe(x)| < sup|f] 0; + - ; dy < sup|f|4m p P + e < ce,

e<lz—y|<2e |ZE - y| € |ZL’ - |

(ho fatto un cambio di variabili p = |z — y| e p? é il determinante del Jacobiano), e fuori da
e < |z — y| < 2¢ le due funzioni sono evidentemente uguali. ]

Osservazione. 1l ragionamento precedente non si pué applicare alla derivata seconda di w(z),
in quanto la derivata seconda di |z|* ™ é |z|™" che non ¢ integrabile.

Supponiamo adesso ) compatto e 2 € €2y compattamente incluso (ad esempio d(€2,€) > 1);
inoltre, se f é una funzione definita su €2, indichiamo con f anche la funzione che vale f su (2
e 0 fuori.

Poniamo inoltre ¥(p) = (27711)% >, in modo che:

- / () — ) f(y)dy

sia il potenziale newtoniano (a meno di costanti). Grazie al lemma precedente, generalizzando
al caso n > 3 si ottiene in maniera analoga:

z) = / 0|z — ) F(y)dy

Proposizione 5.16. Sia f € L*(Q)NC**(Q), 0 < a < 1; allora:

Oy / Otz — y)(F) — F@)dy — 1) [ Ble - yl)wdS,

Qo
dove v € il vettore normale alla superficie. In particolare (in questo senso) w(z) € C?*(Q).

Dimostrazione. Sia n. come nel lemma. Poniamo:

_ / 0|z — y)ne(je — y|) f (y)dy

L’integrale:
yuule) = [ oy(0wm.)s

é ben definito, quindi pud essere esteso a {1y senza alterarne il valore. In particolare:

Ove(x) = [ 0;(0m)(f(y) — f(x) + f(x)dy = [ 0;(0ibme)(f(y) — f(x))dy+ f(z) | 0;(9hne)dy

Qo 7 N Qo

-~ -~

=A =B
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Studiamo separatamente i due integrali:
B = —f(33)/ Oipnev;dS — —f(x)/ (|z — yl)v;ds,
Qg Qo

quando ¢ — 0 (usando Gauss-Green); invece:

‘A;wm (1 =ne)0)(f(y) = f@»@wg

</ (|ame| 0] +H(1—n)| |aﬂw|) (@) F)l dy <
E§|CC y|§2€ N——" N~ N—— N’
Ry Al <5 <amal

< cao‘/Q/ ;dy < de*? 50
B |lz—y|<2e |ZE - y|n—a/2 N

quando € — 0. Visto che fuori da € < |z — y| < 2e ¢’é regolaritd di tutte le funzioni e n. = 1,
si ha la tesi. N

A questo punto, visto che siamo riusciti a motivare I'esistenza di Aw, possiamo scrivere:

Mgz = | Al =)y = [ alle =)y = £,

—n QO

., 1
Ccl10€ m

02 (Q).

w(z) é effettivamente la soluzione del problema di Poisson quando f € £2() N

Ritorniamo al problema di Laplace:

Au=0 1in
u=gq in 0f)

e proviamo a risolvere il caso {2 = B(0, R) C R".

Lemma 5.17. Per ogni x,y € R"\{0}, vale la relazione:

. quyH _ Hi ]l
B

Dimostrazione. Basta dimostrarlo per vettori unitari per linearita. Ma per quelli é ovvio. [
Sia dunque x € B = B(0, R); definiamo = = ﬁx. Riprendiamo la notazione:

1 1

(2 —n)wn [ —y|"=*

(e —yl) =

Se riesco a trovare una G = (| — y|) + h, con h armonica, tale che Gjpp = 0, avrei per la
formula di rappresentazione:

u(az):/a oG u(y)dS — /a %GdS /a aGg( )dS.
NI

B 871/ B an B an
=0

Affermo che la funzione G cercata é:

1 1 1
Gw,y = ( —C — )7
v =g e \pogre g
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con c¢ costante da determinare.
Per il lemma precedente, se ||z|| = R

R2
b= = o= e = 2% = ] = &)~ | - 22 - [ -
llyl? R |yl || ||y||2 ‘y ||y||2
H u \ B ey
- = r =Y,
lyll |yl 1y

[yl
A questo punto, derivando GG, con lunghi calcoli si arriva alla soluzione del problema di Laplace:

n—2
dunque se ¢ = (i) , G fa 0 sul bordo.

e) =~ [ =Tty = o) PGo),

dove P(z,y) = ﬁ?j:ﬂz é il nucleo di Poisson.
Vogliamo vedere adesso che effettivamente u(z) — g(z) quando |z| — R.
L’integrale di P(z,y) su 0B ¢ la soluzione del problema di Laplace con ¢ = 1. Quindi, per

unicitd della soluzione, dovremmo avere che [, . P(x,y)dy = 1.

1 2 2
v(x) = / R = |2 dy = 1.
)

wnR B ’x_y’n

Lemma 5.18. Vale:

Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che v é armonica, in quanto é un caso particolare di
u; dunque, V0 < r < R:

1 R? 1 R? 0B
foowar=o0) = 25 [ Toay- L[ g KOBL
dB(0,r) wnR Jop |y|™ wnR Jop R™ wy, R™

Vediamo adesso che v(z) = v(|z|) é radiale (e avremmo la tesi); questo segue dal fatto che, se
|z1| = |z2|, esiste una rotazione che porta x; in x5 e lascia invariato 0B. O

Siamo ora pronti per dimostrare che la formula trovata per u é effettivamente la soluzione del
problema di Laplace.

Proposizione 5.19. Sia xy € 0B; allora:
u(z) = g(xg) sex — xy.

Dimostrazione. Visto che abbiamo dimostrato che I'integrale del nucleo di Poisson é 1, si ha:

1 / R* — |z|? 1 / R% — |z|?
u(x) — g(xg) = 9(y) — g(xo))dy = ———(9(y) — g(x0)) dy+
(@) (o) wnlR Jop |z —y[" () (0)) wnl Jopn(a—yi<sy |2 —yl" 2 < —
1 / R? — |z]? 5 5 5
+ — - (9(y) — g(z0)) dy < + o(R” — |z[7) = 0,
wp R OBN{|z—y|>8} |z —y|" L/—/ wp R ( )
<2|lgll
quando x — xg. O

Diamo solo un accenno a come si potrebbe risolvere il problema di Laplace in un aperto generico
Q CR™
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Sia u : 2 — R subarmonica; prendiamo = € ) e consideriamo una palla B = B(x,r) C €;
definiamo:

u in Q\B

ux P inB

Uy =

dove P é il nucleo di Poisson. Cambiando = € 2 e prendendo 'estremo superiore di tutte le
funzioni cosi ottenute, si pud mostrare che si ottiene la soluzione voluta.

In una dimensione, questo ragionamento é molto semplice da capire: supponiamo di voler
trovare la funzione armonica che congiunge i punti (a, «) e (b, 5); come abbiamo gia visto, essa
¢ il segmento congiungente.

Se u é una qualunque funzione subarmonica (cioé convessa) che unisce i due punti, consideriamo
a < r1 < x93 < b e, (supponendo di saper risolvere il problema fra x; e x3), lo risolviamo
in [z1, 5] (cioé uniamo z; e 25 con un segmento), ottenendo una nuova funzione wu; ancora
subarmonica. Iterando questo ragionamento, la soluzione voluta (cioé il segmento) non é altro
che lestremo superiore di tutte queste funzioni ottenibili risolvendo il problema in [z, 5] e
variando x1, .
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6 La trasformata di Fourier

Proposizione 6.1. A C R", B C R™, {¢,} ortonormale base Hilbertiana di L*(A), {{}
ortonormale base Hilbertiana di L*(B). Allora, posto fuom(,y) = on(2)0m(y), {fam} € base
ortonormale di L*(A x B).

Dimostrazione. Sicuramente sono ortonormali, perché:

Jrm e dxdy = / / (pn(x)g)n’<x>¢m(y)wm’(y)dxdy = Onn' Oy’ -
AxB AJB

E anche base perché presa f e £2(A X B), se (f, fam)c2(axp) = 0 Vn,m, allora f = 0 q.0.;

infatti, denotata F,,(y) = [, f(x,y)¢n(x)dz, si ha che che sta in £?(B):
2 2 —2
/Ban@)\ we [ ([ i) ([ wka) .
e:
[ Fwatidy = [ fon@iatuidedy o
B AxB

dunque per completezza delle v, F,(y) = 0 q.o., quindi per completezza delle ¢, si conclude
f=0q.o. O

1
@)

Osservazione. Siha dunque che { itk } é base Hilbertiana e ortonormale di £ ((—7, 7)").
kezr

Corollario 6.2. {¢,}, base ortonormale di L*(—7,7), {mn}tm base ortonormale di L*(B)
Vn € Z. Allora {pn() - Ymn(y) tmm € base ortonormale di L2((—m,7) x B).

Sia f € C! periodica su [, []; per la formula di addizione del coseno, in analogia al caso [ = 7
é facile vedere che:

=5 / f(x dx+z / f(t) cos ( (t — x)) dt = %—’—; aj COs (?w) + by, sin (?w)

Sia inoltre f € £'(R); prendendo il limite per | — oo:

fz) = 1 /000 (ay cos(Ax) 4 by sin(Ax))dA\;

T

in particolare, se F'(\) = %fil f(t) cos(A(t — x))dt:

21/ f(x)dz +— Z /f cos< :c)) dt =3 ANF(\),
_,_,

k 1\,./
=AM\

dunque al limite:

_ % /_ T f) cosOdE, by = /_ ) sin(M)dt.

™ 00

Si giunge finalmente alla formula:

) = %/OOO (/_Z F(#) cos(A(f — x))dt) dx.

Ma questa formula in quali casi ha senso, cioé quando effettivamente 'integrale vale f(z)?
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Lemma 6.3. Per ogni A > 0, vale:

/ sm(Ax)dx _T
0 x 2

Dimostrazione. Osserviamo che, a meno di un cambio di variabili, si pué supporre A = 1.
Dalla teoria del nucleo di Dirichlet, sappiamo che:

Tsin((n + 1/2)z2)
/0 sin(z/2) dz

Poniamo:

1 1
g(t)y = { U2 s se0<t<m
0 set=0

g € continua in [0, 7], quindi per Riemann-Lebesgue:

. / \sin((n + 1/2)0d /O (sin((n +1/2)t)  sin((n + 1/2)@) "

t/2 sin(t/2)
da cui: (i 1/2)
i : 1 2 n i :
T 2/ sin((n +1/2)t) 4, _ 2/ (@) 4o,
0 3 0 z
cioé la tesi. O

Teorema 6.4. Se f € LY(R), la scrittura formale precedente é esatta, cioé:

fz) = %/OOO (/Z F(t) cos(A(t — x))dt) dX.
Dimostrazione. Poniamo:
I(A / (/f cos( t—x))dt) X = /dtf( )/OACOS(A(t—x))dA:

_E/Rdtf( ) Flnu(t—x))h

t—x

1) = 1) = = [ e P8 g - I / — - [ 42 - @)™ s

z
1 A in(A
1 / (F( +2) — f(@)) sm / sm( Z)dz —f(x)/ sin( Z)dz 0
TN |2|>N z ) JiE>n 2
—0 se A—o0 per}r{iemann Lebesgue <||f||5 Za
quando A — oo. n

Per disparita del seno, si pud scrivere:

_ %/Rd/\/Rf(t) cos(A(t — x))dt — i lim dA/Rf(t) sin(A(t — x))dt =

N—oo _N
1 .
= — [ dA / f(t)e A=)y
T JRr R
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Definizione 6.1. Se f € £L'(R), definisco trasformata di Fourier di f:

~

FON) = F(f)(z) = / F(B)e Nt

Proposizione 6.5. Se f € L1(R), f € L2(R).
Dimostrazione. Basta osservare che ]f()x)\ < Jo lF@)dt = [ fll O

Vedremo in seguito come ci aiuta la trasformata di Fourier a risolvere molte equazioni differen-
ziali; per ora introduciamo qualche concetto base.

FEsempio. Dato il problema di Cauchy 1-dimensionale:
y'(t) = f(t,y(t))
y(to) = yo
osserviamo subito che y'(tg) = f(to, y(to)) = f(to,yo) e che:
y”(t> = ft(tv y(t)) + fy(ta y(t))y,(t)v qumdl y//(tO) - ft(tOJ yO) + fy(t(b yO)f(t(]? yO)

Procedendo ricorsivamente e usando la scrittura:

X k)
oty =3 gy
k=0 ’

si trova la soluzione in un intorno di ¢, se il raggio di convergenza R é positivo.
In pid dimensioni, il problema precedente diventa molto pii complesso: ’equazione differenziale:

ﬁu(w,y) =F <ﬂ> :

oy" Ox1 Qy“2

in R% date le condizioni iniziali u(x,0), u,(x,0),...0)  u(x,0), con a; +as = a, |a| <n, éin
alcuni casi addirittura mal posto. Un problema si dice ben posto secondo Hadamard se la
sua soluzione esiste, é unica e dipende in modo continuo dai dati.

Un importante teorema, conosciuto come teorema di Cauchy-Kowalewski, asserisce che il pro-
blema precedente é ben posto secondo Hadamard intorno a 0 se la funzione F' e le condizioni
iniziali sono analitiche; ad esempio, un possibile modo per risolvere il problema:

Au(z,y) =0 in RZ = {y >0}
u(z,0) = g(x)
oy (2,0) = h(z)

potrebbe essere il seguente: 8§u = —0*u = —¢" (), mentre:

Uyyy = (Uyy)y = —Ugay = —(Uy)uz = —h"(2),
dunque iterando e sfruttando la scrittura:

> OFu(x,0)
u(w,y) =) ="

k=0

avremmo trovato una soluzione del problema. Vediamo perd che in alcuni casi il calcolo
precedente é solo formale.
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FEsempio. Supponiamo di voler risolvere il problema:

Au(z,y) =0 in R = {y >0}

u(z,0) =0
gz (.CE 0) _ 51n5:w:)

Separando le variabili, dall’equazione X” + Y” = 0 si ottiene il sistema:

X'"+2X =0

Y'Y =0
dunque X = AeVA® 4 BemVAT o Y = CeV=N 4 De VN, Imponendo le condizioni iniziali, é
facile vedere che la soluzione risulta essere:
sin(nz) (e”y — e‘”y> sin(nz) |

> 5 =3 sinh(ny).

u(z,y) =

Visto che |u(z, 0)|+|9yu(z, 0)| < 1, necessariamente anche la soluzione dovrd andare a 0 quando

n—oo. Masez, =g- ey, = @/%xn, w(Tp, Yn) e;f
Questo mostra che in generale il problema precedente é mal posto secondo Hadamard; un
modo per renderlo ben posto potrebbe essere quello di imporre u(z,y) — 0 quando y — oo,
cioé mettere la condizione al contorno in tutto il bordo di Ri.

Riprendiamo la trattazione della trasformata di Fourier.

Esempio. Calcoliamo la trasformata di Fourier di e

fl&) = / e e Iy = 2/ e cos(x€)dxn
R 0
Ma visto che:

~ o0 2 > d 2
(&) :2/0 e (—x) sin(xf)d:v:/o %(e’x ) sin(z€)dz = [e=* sin(z€)]3 —§/ —* cos(z€)d

~

si deduce che 248 — —%, dunque d%(log(f(f))) = —g, da cui log(A(f)) = —% e cioé f(&) =

(5)
/e_“x2d.9: = \/7
R

f(O)e’% = /me” 5.
Pud essere utile I'uguaglianza:

Osservazione. Se f € L'(R), la trasformata di Fourier f € L°(R) é continua e va a 0 all’infinito
(si denota f € C§(R)).

Infatti sicuramente é continua:

/ f() (e — fzfr)ldx <ellfller;

<e

SHE

)

inoltre ¢ facile vedere che la trasformata va a 0 all'infinito nel caso f = X4

‘ b o—ibE _ p—iat
/X[mb]e_lgwdz = / ey =—— 50
R a 25

quando |£] — oo; se in generale f € £, la approssimo con funzioni semplici e grazie a Beppo-

Levi si conclude f € CO(R).
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Corollario 6.6. Se f € L(R), allora f ¢ uniformemente continua.

Dimostrazione. Per Heine-Cantor ogni funzione continua con limiti finiti é uniformemente
continua. 0

Definiamo adesso la trasformata inversa di Fourier; é in un certo senso naturale la defini-
zione:

fla) = 5= [ Flereae

Ci poniamo il problema di quando ha senso questa scrittura, cioé quando l'integrale esiste e
quando effettivamente coincide con f(x). L’integrale ha sempre senso, perché se f € L, allora
f € L>; come primo risultato abbiamo:

Proposizione 6.7. Se f € L' NC", allora f(z) = 5= [, Fl&)eede.

2

Dimostrazione. Si ha:

i —it€ ix€ _ i/ / —i(t—x)&
- Rdé/Rf(t)e ot = o [ gte) [ i

e sfruttando il fatto che [ e7**d¢ = 2md(a), dove & ¢ la delta di Dirac, abbiamo:

- K /R F(t)e et = /R F(O8(t — x)dt = f(x).

]

In analogia con le serie di Fourier, vorremmo estendere la trasformata inversa anche alle funzioni
C?; abbiamo prima bisogno di un lemma.

Lemma 6.8. f € LY(-T,T), I(T) = f_TT f(t)dt — a quando T — oo. Allora:

J(T) = /Z (1 - ‘%’) F(t)dt — a.

Dimostrazione. Si ha:

%/OT[(u)du B %/OT /_1; F(0)dtdu = %/_:; £(1) Af dudt = /_:;f(t)T ; |t‘dt = J(T),

ma [(u) converge, quindi Ve > 0, IM tale che VI' > M, |I(T) — a| < €, quindi:

| J(T) —a| = ‘%/OTI(U)CZU—CL _ ‘%/()T([(u)_a)du ) %/Odeu +
+'%/;(I(U)—a)du<%+g<T;M)’ <
cioé la tesi. D

Proposizione 6.9. f € C°(R). Allora f(x) = FYF(f))(z), dove F é l'operatore trasformata
di Fourier e F~1 antitrasformata di Fourier.
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Dimostrazione. B facile, sfruttando il lemma precedente, vedere che:

/_]:[ (1 — |]§]—|) /Rf(t)e”ﬁdteiw&dﬁ = /Rf(:c — 2)kn(2)dz = f * kn(2),

1= [ (- §) ey ()

Osservato che ky é una successione di Dirac, segue subito la tesi. O]

dove:

Teorema 6.10. Se f,f € £, allora f = FYF(f)) quasi ovunque. Se f € continua in z,
allora f(x) = FYF(f))(x).

Dimostrazione. Poiché fE Lh:

~ . T ~
[ Fere = tim [ Fiepie

dunque passando grazie al lemma a J(7') (che converge alla stessa cosa) si ha la tesi. ]

Corollario 6.11. Se f1, fa, ﬁ, fg eLle fAl = f;, allora f1 = fo quast ovunque.

L’operatore trasformata di Fourier pud essere esteso anche a funzioni a pii variabili nel modo

naturale: X

f&) = | f@eeddr,  fl@) =5

f(f) e9de.

Esempio. Calcoliamo la trasformata di Fourier di eIl Osserviamo innanzitutto che:

/ eIl gy = / e @It gy L da,, = (/ e’”Qd:c) =73,
n n R

Denotiamo ¢(s) = [, e~ @) dz. Si ha:
/ . —(:c+is)2 . — d —(x+is)2 _
©'(s) = z/ e (—2(x +is))dzx = z/ —e dxr =0,
R R dx
dunque ¢ = /7. ||2|? +i(z,&) = (x + 45,2 +i5) + @, percio:

/ I L[ =P C Y
n

Le seguenti proprieta sono immediate:
Teorema 6.12. Sia f € L'(R). Allora:

1. Se f, — f in LY, allora f, — f in £
1l < 11l

3. af + Bg=af+ B3 Va,8 ER,Vf, g L1,

7(t) = 2m f ().
5. Se m(f)(x) = f(x — h), allora T/h? = e_’fhf(g).

o

~
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6. ¢ [(@)(E) = f(©).
7. Seosf(x) = 1 (£), allora oy f(2)(€) = F(5€).
8. Se anche zf(z) € L'(R), allora —f({) = —zm(f)

A volte pu6 essere utile considerare lo spazio di Schwartz:
S={feL'|amD"f(z) = 0 per |z| = oo, Vk,m}.
Teorema 6.13. Se f € C'N L' ¢ f' € £, allora f'(€) = il f(£).

Dimostrazione. Vediamo subito che f(x) — 0 per |z| — oo, in quanto f(z) = f(0)+ [ f'(t)dt
ha limite per |z| — oo e tale limite deve essere 0 perché f € £!; ma allora integrando per parti:

/f e "o dy = — /f —if)e mﬁd:c—zgff e e dg,

0
Proposizione 6.14. f,g € L. Allora f/@(ﬁ) = A(g)g(g).
Dimostrazione. Direttamente:
[ Gra@ettar= [[ - yatae =de = [[ sla g gy dzay,
R RxR
da cui la tesi cambiando variabili. [
Proposizione 6.15. f € L'(R") N CY(R™). Allora:
R L 0 T
8_a7k (&) =& f(£), 0_&; (€) = —ixp f(2).
Proposizione 6.16. Se A € O(n), allora:
foA() = f(A9).
Dimostrazione. Grazie al cambio di variabili y = Az e sfruttando che |det(A)| = 1 si ha:
flAz)e™ ™S dr = [ fy)e MO dy = Sy,
i R®
0
Corollario 6.17. f: R" — R radiale, cioé f = f(||z||). Allora anche J?(ﬁ) ¢ radiale.
Dimostrazione. Se ||&1]| = ||&2]|, allora £ = A& per una certa A € O(n). Percié:
J?(fl) = A(A§2) = foA(&) = A(f2)'
O

Osservazione. Siau:R" = Re f =37 a.0%. Allora:
=Y aadu =" aa(i€) “a(¢) = PE)A(E).

dunque se P(&) # 0, u(§) = % e u(z) = F! (%)
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Esempio. Si ha:

Au=3 (i&)*0 Zf,r = —llgl*a(e).
k=1
Quindi, per risolvere il problema di Poisson —Au = f in R", per quanto visto potevamo
ragionare:

~

(€)
€112

1 .
z(m,f)dg _ I |2—n
e colz|*",
/IR" €112

(ma non é banale, perché [£|72 ¢ L), concludiamo (come gia visto) che u(z) = ¢, f(x) * |z

u(§) =

— u(e) = f(a) 5 F (ﬁ) |

Calcolato che:

|2—n.

Il nostro obiettivo adesso é generalizzare 'operatore trasformata di Fourier a tutte le funzioni
in £2, sfruttando le proprieta di £2 in quanto spazio di Hilbert.

Lemma 6.18. f,g € £'. Allora (f,q) = (f,9), dove:

/ f(x)e™ dx.

Dimostrazione. Visto che f(z)g(§) € L'(R x R), usando Fubini-Tonelli:

/ F(&)g(€)de = -, f(x)e " drg(€)de = / flx / £)eEdedy = / f(2)gdx.

A questo punto l'idea é approssimare f € £2 tramite una successione f,, di funzioni abbastanza
regolari tali che f,, — f in £? e definire f come il limite delle f,. Per aumentare la regolarit4,
come al solito, si usa la convoluzione con le gaussiane.

]

2

Sia G(z) = \/Lz* e~ 7 eGs(x) = G( ) per 0 > 0; poniamo inoltre f5 = f*Gs. Se é ben definita
5242

f allora f5 f Gg, e sappiamo che G’(g(f) =e 2 .

Lemma 6.19. f, f € £'. Allora FUF(f *Gs)) = f*Gs quasi ovunque.

Dimostrazione. Usando ancora Fubini-Tonelli:

—

F+ Calz) = / e Chetde = / F©)Gr(€)e=eds = / £(t) / G (€)e ) dgdt =
/f ()Gl — )t = (f % Gy)(x).

Lemma 6.20. f € LP(R), 1 < p < 4o00. Allora f * Gs — [ in LP quando 6 — 0.

Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che, cambiando variabili:

f*Gs(x /f T — gg) % = / flz —02)G(2)dz
Inoltre:

[+ G(x) - () = / f(o - 82)G(2)dz — f / G(z / (f( = 82) — f(2))G(2)dz.



A questo punto, usando la disuguaglianza di Holder:

/ (% Goa) ~ oo = [

| (flw=02) - f(2))G(2)rG(2) 7 dz

s/R[(/R\f(a:—w @G () >(/G )p/]d:c—

= x—02) — f(2)|PG(2)dxdz z—62) — f(2)[PG(2)dxdz < & + 2||f||%0e,
/ZISM/JRV( )~ J@)PC) +/|Z|>M/R’f( ) = J(@)P"G(2) <e+2|fllz

p

dr =

/R (f(x— 62) — f(2))C(2)dz

p
de <

per ¢ abbastanza piccolo. O

Osservazione. La precedente dimostrazione funziona analogamente per ogni funzione G' € L1,
G >0e [, G =1, ponendo come sopra G5 = 0,5G.

Teorema 6.21 (di Plancherel). Se f € £' N L2, allora ||f/’\||%2 =27 || f]| 2.

Dimostrazione. Ponendo g = m, applichiamo il primo lemma e otteniamo:

(F,F-Gs) = (f, % Gs) = 2n(f, [ = Gs)

quasi ovunque, dunque, visto che il prodotto scalare é continuo, se 6 — 0 si ha:

27T<f7f * G5> - 27T<f7 f> - 27T||f||%2

~ 242
Ma visto che la funzione |f(§)|26_675 cresce se 6 — 0, allora per Beppo-Levi:

/ Fe)Pe 5 de - / F©)de = 7]
R R

A questo punto siamo in grado di estendere la trasformata di Fourier a funzioni solo in £?; sia
dunque f € L2 ~
Detta fy(z) = f(z)x-nn(z) € L' N L2 per il teorema di Plancherel si ha che || fn|* =

27 || fxll?; ma fy — f in £2, quindi la successione fx é di Cauchy in £2:

1Fx = Farll® = lfw — Facll® = 27l = faall? = 0

quando N, M — oco. Ma allora esiste g(¢) € L2(R) tale che:

lim fN(f) = g(&);

N—o0
si definisce percid f({) = g(&).
E immediato constatare che se f € £! la definizione é la stessa data a suo tempo.

Osservazione. Rimane vera la proprieta che, se f € C1, f'(g) = z{f({)

Infatti, se fs = f*Gs, f5 = f'* Gs e dunque f5 f’ G5 = z$f x (35, quindi passando al limite
si ha la tesi.
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FEsempio. La trasformata di Fourier di 1 non ha senso per quello che abbiamo visto; un modo
per ragionare con essa pud essere passare alle distribuzioni e provare a fare il prodotto scalare
di 1 con una funzione test ¢ € C§°:

<Z@ZALA&@eMMﬁ:AQ@ﬁ:AﬂM%w@ﬁ:%ww

dunque (1, ¢) = (1,%), che non ¢ altro che una valutazione di ¢ in un punto (a meno di una
costante), quindi 1 = 276 di Dirac.

In effetti, facendo il limite per § — 0 di é\g (che equivale a fare la trasformata di Fourier della
delta di Dirac), si ottiene una costante.

Grazie a questa teoria svolta sulla trasformata di Fourier, riusciamo a risolvere completamente
I’equazione del calore in modo rapido.

Consideriamo 1’equazione del calore:
u(t, ) — uge(t,2) =0 (t,x) e RT xR
u(0,z) = ug(x) re€R

Facciamo la trasformata di Fourier della funzione wu(t, x) rispetto alla x:

a&azﬁﬁw@@:/@@@eMm;
R
Supponendo la u abbastanza regolare (ad esempio u € C? N £>) si pud scrivere:

w(t,&) = /ut(t,x)e_mgdx = 0 / u(t, z)e " dr = 0,u(t, &)
R R

@(t 5) = _£2a(t7 6)7
quindi si pu6 riscrivere ’equazione del calore sotto forma di problema con la trasformata:
o= —&%
u(0,&) = (&)

Ma fissando & come parametro, il problema precedente é di immediata risoluzione:

(L, &) = (&)e "

A questo punto vogliamo tornare indietro per avere informazioni sulla u stessa; applicando
I'operatore trasformata inversa ]:g_lm, abbiamo:

ult,z) = F (e ™) = ug x F (™).
Calcolando la seconda trasformata inversa:

T 2 z
F e = S / e €t g = S / o~ (&3%) 5 ge =
27T R 2'/T R
2

1 22 2 1 Jm a2 e
— - =&t g - —
= — e # e dé = — 4/ —e 4t = ———
27 /R ; 2\ t Vit

da cui:
_ (a—y)?
e 4t

Avremmo bisogno di vedere che questa é effettivamente la soluzione, cioé, chiesta u € C*((0, +00) X
R) N C°([0, +00) x R), che u(t,2’) — u(0,x) per ogni (t,2') — (0, ).
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Proposizione 6.22. Se uy € L2(R)NC(R), allora la funzione precedente é effettivamente la
soluzione.

(z—y)?
Dimostrazione. Vediamo innanzitutto la regolaritd di u(t, ) fR uo(y) \/4% dy. Preso o

(z—y)?

piccolo a piacere e 0 < § < ¢, abbiamo che % € C([6,+o0) x R)YNLL(R) e

_(z—y)?
Oyu(t, x) :/Ruo(y)at (6\/4_7725 )dy.

Inoltre, se 0 < 0 < t:

_(@—y)?
e 4t 1 xr z2
om — ¢~ (m+2)p (—) e ¥ € L1(R),

C Vi AR

con deg(P) = 2m (si pud vedere per induzione) e:

_(z—y)? _(z—y)?

e 4t X e at

o = (—) c L1(R),
vVt @ NG (R)

con deg(Q)) = k, dunque si possono portare tutte le derivate successive di u dentro all’integrale
e percié u € C®([0, +00) x R) V§ > 0, cioé u € C*((0,+00) x R).
Vediamo adesso che la soluzione si incolla bene al bordo; sia (t,2") — (0, ) e, osservando che

2
fR e~ dy = v/4xt, con un cambio di variabili abbiamo:

_w? _w? _w?
I e T4t e~
u(t,z') —u x:/u ' — dy — ug(x dy = uo(2' —y) — up(x dy =

( ) 0( ) R 0( y)\/m Yy 0( ) R\/m Y ]R( 0( y) 0( ))\/m Yy

/ \/_ % M 67é 22
= [ (uo(2’ — V2tz) — uo(x)) dz < 5 dz + 2Hu0||£oo/ dz <e,
/]R V2 V2T l2l>M V2
grazie al fatto che ug € C° N L>. O

22

Osservazione. Detta Gi(z) = ‘i/:i abbiamo visto che u(t, z) = ug(x) * G¢(z) risolve 'equazione

del calore se uy € L N C? da una nota proprieté della convoluzione, abbiamo che:
[ull g < [Juollz= |Gl = [[uoll o~

Se chiediamo anche vy € £!, con lo stesso ragionamento, se t > 6 > 0:
1
VAt

[ull e < fluoll e |Gl o = [luoll 22

dunque u(t, z) decade a 0 per t — oc.
Se abbiamo ancora l'integrabilita di wug, riusciamo anche a stimare la norma £P di u(t,z):
[ut, 2)ller < [luoll 1 [Gell v e:

2 \ P 1
/ e 1 (/ m-2>i 1, [Ant
dx = e 4t = —_—,
R \ V4t 4t \Jr Vart p

dunque otteniamo la stima:

3=

1Giller =

1
lut, 2)|ler < c=7

t27 %
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Infine, supponiamo di avere uyg € £ N C° N L% e vediamo se possiamo dire qualcosa sul
decadimento di u(t,z) per t — oo. Posto U(t,€) = Fu_eu(t, ), si aveva (t, &) = wp(£)e ¢
per il teorema di Plancherel ||ao(€)||%: = 27| uo|72, dunque:

[t &)l = / €)= / @©Pe s = [ Ja(e)Pe X s + / o(€)Pe 2 0de <

1< &]>M

~ 2 —2§2td —2M?t ~ 2d
S/ElSM\uO(ﬁ)\e e e [ @) P,

percid, preso € > 0, esiste M, tale che il primo addendo sia < £/2, e preso ¢t abbastanza grande,
si ha che anche il secondo addendo é < £/2. Per il teorema di Plancherel applicato a u, si
ricava:

lim [fu(t,2)]|2 = 0.

Avendo appena trovato una soluzione dell’equazione del calore, é naturale chiedersi se essa sia
I'unica soluzione o meno; stimando I’energia abbiamo, da fR (uy — Ugy)udr = 0:

1d
éa/R|u(t,x)|2dx+/R|um(t,:6)|2d:v:O,

cioé 4 [ |u(t, z)|*dz < 0 e dunque:
lu(t, )22 < [luollZe,

che perd non ¢é finito in generale, quindi questa stima non ci dice niente su un’eventuale unicita
della soluzione.

Esempio. Consideriamo il problema:

La funzione analitica:

u(t,z) = Z (2n)! "

n! (1 —x)2tl

n=1
risolve I’equazione del calore e soddisfa la condizione iniziale, ma ha raggio di convergenza nullo.

Esibiamo ora un esempio in cui la soluzione di un problema con I'equazione del calore non é
unica; osserviamo preliminarmente che una soluzione del problema:

Ut = Ugy
u(0,2) =0
é ovviamente la funzione identicamente nulla.

Consideriamo la funzione f(t) = e E € 0% per t > 0 prolungata a t < 0 con la funzione
identicamente nulla; evidentemente I'incollamento rimane C'*°. Prendiamo la serie:

O fm) () p2m
u(t,z) = 221 %

Se vediamo che tale serie ha un raggio di convergenza strettamente positivo, si avrebbe che:

O FmA1) (§)2m 2L M () a?m2(2m)(2m — 1

e u(t, z) sarebbe 0 per t = 0 (e dunque sarebbe un’altra soluzione del problema precedente).
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n/2

Lemma 6.23. xin 2 < (%) Vx>0, Vn € N.

1 . .
Dimostrazione. Basta osservare che la funzione xine 22 ha come unico punto critico z = \/g ,

che é di massimo. O

Lemma 6.24. Si ha:

_1
(1) = Py (3)e# t>0
0 t<0

dove Py(x) = an:o @2 con agy = 1 € |agm| < 8¥KF™ per k > 0.

Dimostrazione. Le vediamo per induzione. Il caso k£ = 0 é banale, ma il passo base dell’indu-
zione in realta é k = 1, che evitiamo di verificare.

FED (@) = P (%) <_t12) e F 4P, G) e E(218) =

) k 1 k+2m+1 k 1 k+2m+3 ) k+1 1 k+2m
=e 2 |—= Z Akm (;) (k + 2m) +2 Z Qfm (;) =e 2 n;)akﬂ,m (;) ’

m=0 m=0
CON Akt 1,m = —Ckm (K + 2m) + 2ay, m+1, dunque:
k+2 E+1
|ak+1,m| S 8kk7m+1 + m+2 Skkk m+1 < 3 —IL_ Skkkferl _'_2'8kk,kfm+1 S (32_i_2)8kkk:77n+17

cioé la tesi. O
Lemma 6.25. |f®)(t)] < Fk= .

Dimostrazione. Per i lemmi precedenti:

k
< Y8R (2k) T <
m=0

]

Questi lemmi ci bastano per dimostrare che il raggio di convergenza della serie introdotta prima
é > 0; se infatti R > 0 e |z| < R:

f(m) o Cmm%”RQm o0 (C_/)m

m=1 m=1

in quanto non appena /m > ¢, la coda della serie é maggiorata da una serie geometrica.
Concludiamo la sezione con due importanti teoremi riguardanti la trasformata di Fourier.

Definizione 6.2. f si dice a banda limitata se f(¢) = 0 se |¢] > .

Teorema 6.26 (del campionamento). Sia f € L*(R) e f(f) = 0 per |£] > Q. Se sono assegnati
1 valori f ( ) pern € 7Z, allora si conosce la f su tutta la retta reale e in particolare:

f(t) = Z f (%) sin(Qt — n7r).

Ot — nm

61



Dimostrazione. f(g ) ha supporto in [—£2, 2]. Sviluppando in serie di Fourier:

_inwf
= E C_ne Q R

neL

=g [ T i g [ RoeFae= 357 (F) = 57 ()

Ma si ha:

f) = 5 / fl)ed = / Z ol (g )e Wwétdé—zQZf(m) / e “EEHE g

e calcolando I'ultimo integrale si ha la tesi. O

Sia f € L2(R) N CY(R). Definisco la norma:

||f||?—t1(R):/R|f|2+/R|f/|2dx.

Questa norma é equivalente alla norma:

1l = / (1+ ¢ Fle) P,

con:

quindi tale norma pué essere estesa a tutte le funzioni di £2. Denotiamo inoltre H'(R) lo
spazio delle funzioni in £*(R) per cui ||f|lzn®) < +oc0. Tale spazio (di Hilbert) é lo spazio
delle funzioni che hanno la prima derivata distribuzionale in £*(R). Analogamente si possono
definire gli spazi H*(R).

Teorema 6.27. Siano f, € L*(R) funzioni tali che supp(f,) C [-M,M] e f, € H'(R)
uniformemente. Allora esiste una sottosuccessione { fn, } C {fn} che converge a f € L*(R).

Dimostrazione. ||f.llz2 < ¢, dunque esiste una sottosuccessione f,,, che converge a f € L2(R)
debolmente, cioé (f,, — f,g) — 0 per ogni g € L?(R). Denotiamo g¢,, = f,, — f; vorremmo
vedere che [; |gn, (2)|*dz — 0, cioé [, |gn, (§)[?dE — 0.

/ P = [ \gm(©)de + / 19m ()P
R |€|<L |€|>L

studiamo separatamente i due integrali. Per il primo:

Tnr(§) = /gnke_izgdx = / gnkX[—M,M}e_mEdI = <gnk7X[—M,M}(I)€_i$£> — 0,
R R ~

quindi, preso € > 0, Jkg tale che Yk > ko, [gn, (§)] < /7 e percib:

5
n d§<2L —.
|, e < 213 = 2

Per il secondo integrale:

1+ [¢]?

e S B o .
[ mera = [ Fgim e < i [ 0PI @R < s <

per L > Lo > 0. O]
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7 Appendice

7.1 Forme differenziali e decomposizione di Helmholtz-Weyl

Richiamiamo le definizioni degli operatori differenziali e alcune loro proprieta.
Sia f : R? — R una funzione scalare e 4, v : R3 — R3 funzioni vettoriali; si definiscono:

e Rotore: A A oA
. 1 7k
rot(ﬁ) =Vxu=det |0, 0y 03];

U; U Us

e Divergenza:

e Laplaciano: L ) ) R
Af=V-(Vf), AU = Aty + Aung + Ausk.

Valgono le proprietéa:
o Vx (Vf)=0;
o Vx(Vxi)=—Ai+V(V-i);
o V- (fi)=fV-i+Vf @
o V.- (ix¥) =i (Vx0T —0-(Vxi).

Richiamiamo anche le prime definizioni di integrali su curve e di 1-forme differenziali.
Si definisce integrale di linea di I specie un integrale della forma:

/ fds = / FAE)IA @,

dove v : [a,b] — R3 é una curva regolare e C'! a trattie f : vy([a,b]) — R é una funzione scalare.
Dall’algebra lineare sappiamo che (R™)* = R" e una base del duale é formata dai funzionali 7;

tali che m;(x) = x; (Ii-esima coordinata di x); in questo contesto si denota dx; = dm; = 7;.
Una 1-forma é una scrittura del tipo:

= a;(y)dz;,
i=1

dove a;(y) € C°(Q), 2 C R™ aperto regolare.
Se f: 1 — R ¢ differenziabile, si definisce differenziale di f la 1-forma:

df = Z dx,

Una 1-forma w si dice esatta se esiste una funzione differenziabile f tale che w = df. f si dice
primitiva di w.
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FEsempio. Ci interessiamo al problema di trovare f tale che:

Vf=a,
dove a é una funzione vettoriale assegnata. Condizione evidentemente necessaria é che la
matrice (0;a;) sia simmetrica, in quanto 0;;f = 0;;f. Una l-forma con tale proprieta si dice
chiusa.

Oppure, se ci troviamo nell’insieme delle funzioni 1-dimensionali periodiche, I’equazione:

oo
f/ — § akelkt
k=0

ha soluzione <= ay = 0. Da questi semplici esempi osserviamo che non sempre le forme sono
esatte.

Un problema simile, anch’esso molto importante, ¢ V x f = a, in quanto avrebbe collegamenti
immediati con I'equazione di Poisson; ad esempio, dato il problema:

Au=f in
n-Vu:g—Z:() in 0f)

pud essere trasformato, ponendo v = Vu, nel problema:

V-v=f inQ
n-v=0 in 0

Anche questo problema, perd, non é sempre risolubile, poiché:

/ fdx = / Audr = @dS =0,
Q Q a0 On

dunque ad esempio f deve essere a media nulla.

Presa w una 1-forma continua definita su un aperto {2 C R", definiamo integrale di Il specie:

[o=] 6= [ gammmwdt,

dove v : [a,b] — € é una curva regolare C! a tratti.

Osservazione. Se w = Y. a;(y)dz;, si ha la scrittura equivalente:

= bna- —%(t) \ = baTs
[y o= > et O = | (arias

dove 7 ¢ il versore tangente alla curva ~.

Enunciamo qualche risultato di base sulle 1-forme senza dimostrazione:

Teorema 7.1. w € C°(Q) 1-forma esatta con primitiva f, Q connesso. Allora:

/ w= 1) - f(x).
~(z,y)

dove y(x,y) € un arco che congiunge x ey, dunque in particolare l'integrale non dipende dal
PETCOTSO.
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Teorema 7.2. Vale il viceversa del teorema precedente, cioé se f7($ y) W non dipende da 7,
allora w € esatta.

Idea della dimostrazione. Basta mostrare che, fissato xy € , f(z) = fw(xo oW ¢ una primitiva
di w. O

Corollario 7.3. Se fvw = 0 per ogni cammino chiuso vy, allora w € esatta.
Teorema 7.4. Se Q) € semplicemente connesso, allora ogni forma chiusa in € € esatta.

Proposizione 7.5. Sia Q un aperto semplicemente connesso, e sia u € C*(Q) tale che

/u-wdx:()
Q

per ogni funzione test w € U(QL). Allora u € G, cioé u = Vp.
Dimostrazione. Sia h € C§°(£2) tale che w = V x h. Allora:

Oz/Qu-(V><h)d:c:/QV-(uxh)dx+/§2(qu)-h:f99(uxh)-nl-déi—l—/(qu)-h

Q

-~

=0
per ogni h € C§° funzione test, dunque V x v = 0. Ma questo é equivalente all’esistenza di un
potenziale, cioé u = Vp. O

Teorema 7.6. Q aperto limitato, u € C°(Q) tale che [,u-w =0 Yw € U(Q). Allora u = Vp.

Dimostrazione. Consideriamo una curva v : [a, b] — € chiusa, regolare e C! a tratti e denotiamo
g9 = d(7,09). Preso 0 < & < %, consideriamo il mollificatore p(x) = p(||z||) € C5°(Q2) con
supporto contenuto in B(0,1) e denotiamo p. = E%p (f) Definiamo:

b
(@) = [ pla =200t € CFO).
Detta ®; 1'i-esima componente di ®° e osservato che:
b b
00i(0) =0, [ oite 2Ot = [ oo~y = [ Epta 20
si ha che:

3 3 b d
= an=-3 [ ot =i o

in quanto la curva v é chiusa. A questo punto, detta u = (uq, ug, u3), consideriamo la 1-forma
3 L . )
w =Y, udx;; vedere che v ammette potenziale é equivalente a mostrare che w ¢é esatta, che
é sua volta equivalente alla condizione:
/ w=70
.

per ogni curva regolare v con immagine contenuta in 2. Visto che ®° ha divergenza nulla, per
ipotesi fQ u - P°dx = 0; definiamo u. in modo che la sua componente i-esima sia (u.); = u; * pe,

e definiamo w, = Z?ﬂ (ue);dx;. Siha:

/wa /W > (/a )p=(z —y dy)clx—/ /az Y)p=(v(t) — y)dys(t)dt =

= / Za@f(z)dz = / u- P°dr =0,
QS Q

quindi, passando al limite per € — 0, vista la convergenza w. — w, si ha che f7 w=0. O
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Teorema 7.7 (Decomposizone di Helmholtz-Weyl). Sia u : R® — R? tale che u — 0 quando
|u|| — 0. Allora:
u=Vp+V xA,

dove p € chiamato potenziale scalare e A potenziale vettore.

Ux) = ux* L _ 1 / uly) d

drle| A Jpo z—y

Dimostrazione. Posto:

abbiamo visto che AU = u. Ma allora:
u=V(V-U)—-V x(VxU),
quindi basta porre p =V -Ue A= -V x U. O

Proviamo a generalizzare il risultato precedente; sia Q@ C R3 un aperto limitato regolare.
Consideriamo gli insiemi:

U(Q) = {ve (C@)* | Vv =0},

il suo completamento in (£2(£2))3:

2

1 =T = {ve @y

Jv, € U(N) tale che / v, — v]2dz — O} C (L*(Q))?
Q

e infine:

G={we (L*Q)*|w=Vp, pe W2},

loc

L
Si pué dimostrare che vale la decomposizione ortogonale (£*(Q2))* = H & G, ma é molto
difficile; ci limitiamo ad osservare che, se v € U(f2) e w € G, allora:

/v-wdx:/v-Vpdx:/ 'U-nipdS—/Vmpdx:O,
Q Q o0 Q

in quanto v-n; = 0 perché v é a supporto compatto, mentre V-v = 0 per definizione. Passando
al limite, non ¢é difficile vedere che H LG.

L’analogia con il teorema precedente é evidente; infatti la condizione V - v = 0 é equivalente a
v =V X h, mentre la condizione V x w = 0 é equivalente a w = Vp.

Studiamo un caso particolare della decomposizione precedente; prendiamo Q = T? e mostriamo
che effettivamente vale la decomposizione (£2(2))? = H + G. Denotiamo:

/dex:O}.

v () = Z ol etk Z |og|? < +o0

kez3 kez?

(2(Q)° = { e (L)

Scriviamo:

per j =1,2,3, dove Z2 = Z*\{0,0,0}; in questo modo la divergenza risulta essere:

3 3
V. .v= Z 3xjvj(x) = Z Z z’kﬂfkjeﬂkm — Z (k, @>ei<k,x).
j=1

Jj=1 kez3 kez3
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Dunque ¢ evidente che V-v =0 <= 0, Lk Vk € Z3.
Sia f € (£L%(Q))?; scriviamo f = f — f; + f1 nel modo seguente:

, ~ VAN Fo kKT
fj _ Z fkjel<k7m> _ Z fg . <fk7 k>2k ez<k’$> + Z <fk‘7 k>2k 67“<k7$>.
izt et Il iz K

Tale spezzamento individua una proiezione sul sottospazio di (£3(€2))? delle funzioni a diver-
genza nulla, che pué essere espressa nella forma:

-~ ~ kR k
Je = e (I‘ ||k:||2)‘

i (I — %) H < |Ifxll, dunque se f, € LY(S), Voperatore di proiezione

risulta limitato e continuo. Abbiamo percié mostrato:

Si pué mostrare che ‘

Teorema 7.8. f € (L*(T?))3. Allora esiste f1 € (L*(T?))? tale che V-(f—f1) =0 e fi ammette
potenziale, cioé fi = Vp per un certo p € W'llof Inoltre tale decomposizione € ortogonale, cioé

<f—f1,f1> = 0.

7.2 Trasporto di punti materiali

Sia D C R™ un aperto regolare e limitato e sia u(t,z) € C'(R x R™";R") una funzione che
trasporta un punto materiale, cioé esiste una funzione X (¢, ), detta flusso, tale che:

d
%X(t’ x) = u(t, X(t,x)), X(0,z) = x.

Chiamo D il dominio D trasportato all’istante ¢, cioé Dy = |J, ., X (¢, ), e prendo una generica
f(t,zr) € CY(R x R";R) definita in y € D; al variare di ¢; vogliamo vedere come cambia il valore
dell’integrale [ D, f(t,z)dz nel tempo. Se tale integrale é costante, si ha che la funzione f
rappresenta una densita di massa, che viene comunemente chiamata continuo.

Lemma 7.9. Sia J(t,z) il determinante del Jacobiano del cambio di variabili x — X(t,z).
Allora vale la formula per ogni t:

O J(t,x) = (V- u(t,X(t,x)))J(t,x)

Dimostrazione. Per semplicitd, vediamolo solo nel caso ¢ = 0. Se h é abbastanza piccolo, si ha
che X;(h,x) = z; + X;(0,2)h + O(h?) = z; + u;(0, 2)h + O(h?), dunque:

9;X;(h,z) = 65 + 0ju;(0,2)h + O(h?) = &5 + Aijh + O(R?),
dove A;; = 0;u;(0, ), da cui:
det J(h,z) = det(I + Ah+ O(h?)) = 1 + htr(A) + O(h*) = 1 + hV - u(0,2) + O(h?),
cioé la tesi. O

Teorema 7.10 (del trasporto di Reynolds). Vale la relazione:

d of
— t,x)dr = —(t,x)d -ndS.
i | sen= [ Seaas [ guenis
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Dimostrazione. Si ha:

CZ f(t y)dy = /DO CZt(f(t X(t,2))J(t, 2))dz =
) /D (at o Z aaxfg o) ) o) + (X ()0 T de =

= /D (@f + Z@mjfu]) (t, X (t,x))J(t, z)dx +/D (fV-u)(t,X(t,x))J(t,z)dx =

=iL(@f+V-WﬁXtXGwDﬂu@wﬁi/(&f+V-WﬁMy=

Dy
o fdy + fu-ndS
Dy oD,

per il teorema della divergenza. O]
Corollario 7.11. 4u(D;) = Ip, V- u(t,y)dy.

Dimostrazione. Basta applicare la formula precedente a f(t,z) = 1. O]

Osserviamo che, se p(t, ) é un continuo, allora dalla formula di Reynolds:
Op+ V(pu) =0
Dy
ad ogni tempo, dunque:
Op + V(pu) = 0.

Tale equazione, detta equazione di continuita, é una versione differenziale della formula del
trasporto.

Sia adesso ¢(t, x) un continuo, e supponiamo da ora in poi V-u = 0, cioé I'area di D; é costante;
allora per '’equazione di continuita:

0=0c+ V- (uc) =0+ (u-V)e=0.

Calcolando la derivata materiale di ¢ lungo X, abbiamo:

d u .
et X(t7) = e + ; 0;cX; = 0+ (u-V)e =
quindi ¢ é costante sulle traiettorie; se riusciamo a costruire le curve z — X (¢, 2), abbiamo le
linee di flusso. Se ad esempio abbiamo il problema:

{ct(t, 2) + (u-V)elt,z) =0
c(0,z) = ¢o(x)

per calcolare ¢(t, x) dobbiamo partire da (¢, x), seguire all'indietro le linee di flusso fino at =0
e applicare cg; in altre parole ¢(t, z) = co(X (—t, z)).

Esempio. Poniamo u(t,x) = 1, x € R, cioé ci interessiamo al problema ¢; + ¢, = 0. Vogliamo
costruire una curva (t(s), z(s)) su cui ¢ é costante; visto che:

d . _
Tclt(s),2()) = i + e

basta porre t = @ = 1. Se le condizioni iniziali sono #(0) = 0 e 2(0) = o, la linea di flusso
é semplicemente (t(s),z(s)) = (s,xzo + s), che non é altro che la bisettrice del primo e terzo
quadrante traslata su (0, xg).
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Esempio. Generalizzando leggermente I’esempio precedente, consideriamo I'equazione ¢;+a(t, x)c, =
0. Procedendo come prima, si trova che = 1 e i(s) = a(t(s), z(s)) = a(s, z(s)), che é I'equa-
zione del flusso. Se a € C*, la soluzione é unica, mentre se a € C° per il teorema di Peano la
soluzione esiste ma pud non essere unica. Se invece a é ancora meno regolare, tipo a € Whi,
l'idea é regolarizzare la funzione per poi passare al limite (ed é la teoria di Perna-Lions); é stato
infine risolto da Ambrosio il caso a € BV'.

Visto che la teoria nel caso a ¢ C! va oltre il nostro scopo, poniamoci un problema diverso:
supponiamo a € C' che peré dipende da ¢ stesso.

Esempio (Equazione di Burgers). Consideriamo l’equazione ¢;+cc, = 0; come al solito, si arriva
at(s)=sex(s)=c(s,z(s)). Se x(s) é tale che ¢ é costante sulla curva (s, z(s)), allora:

(s) = (s, 2(s)) = co(2)

é costante, dunque z(s) = xg + ¢o(x)s.

Consideriamo ad esempio co(z) = 1 per z < 0, ¢o(x) = 0 per > 1 e tale che si unisca in
modo C; allora la linea di flusso che parte da (0, 0) é la bisettrice del primo e terzo quadrante,
mentre la linea di flusso che parte da (0,1) é una linea orizzontale, quindi nel punto (1,1) ci
sard un punto di sovrapposizione delle linee. In questo punto non é possibile trovare il valore
corrispondente ¢(1,1), in quanto si potrebbe tornare indietro a t = 0 tramite due linee di
flusso diverse, quindi ¢(1, 1) non é ben definito. In questo caso si parla di formazione di uno
shock, in quanto partendo da una funzione co(z) = ¢(0,z) € C*, si ottiene al tempo ¢ = 1
una funzione ¢(1,z) ¢ C° che ha uno scalino in = = 1.

Se invece consideriamo una c¢y(z) € C* tale che ¢y(z) = 0 per z < 0 e ¢o(x) = 1 per x > 1,
si ottiene un piano delle fasi (¢,z) in cui la soluzione non é definita per x € (0, 1) (rarefation
fan), in quanto le linee di flusso sono orizzontali per x < 0 e di coefficiente angolare 1 per
x> 1.

7.3 I polinomi di Hermite

Definiamo n-esimo polinomio di Hermite:

Hy(z) = (-1)%9&2% <e_””2> .

E una semplice induzione vedere che deg(H,,) = n; vogliamo mostrare in questa piccola sezione
che tali polinomi formano una (a volte) conveniente base di £?(R).
Come prima osservazione, vediamo che gli H, non sono ortogonali nel senso classico, ma

definendo il prodotto scalare “con peso” W = e "

<fag>£€V(R) :/fge_del’,
R

si ha che gli H,, sono ortogonali in £3,(R). Infatti, pit in generale, se P(x) é un polinomio di
grado < n:

(P Ho) s gy = (—1)" / Pa)-L () do = /R L plwyedz — 0.

R dz™ dz™
Inoltre, con un banale calcolo, [|Hnyllzz @) = 2"nly/7.

Adesso invece vogliamo mostrare che gli H,, sono un sistema completo, cioé che, se f € £L?(R)
é tale che (f, Hy,) 2, ) = 0 per ogni n, allora f = 0 quasi ovunque. Osserviamo innanzitutto
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che una tale f é ortogonale a tutti i polinomi, in quanto con combinazioni lineari finite degli
H, (z) posso ottenere un qualunque polinomio (poiché deg(H,) = n).

A questo punto, visto che (f, (lt,f!)n )2, &) = 0Vn,t (in quanto il secondo termine é un polinomio),
si ha:

2

0= ),

Je " dn = / e f(x)e  de = 20 F M (f(x)e ™™

quindi f = 0 quasi ovunque.

7.4 Funzioni di Bessel

Riprendiamo il problema della membrana vibrante nell’aperto B = B(0,1) C R?; passando in
coordinate polari si ottiene il problema:

uy = ¢ (upr + 2u, + Lugy) in B
u=20 in 0B
Separando due volte le variabili, si trovano due facili equazioni in 7" e O, e una in R(r):
2 DI /
r*R" rR 9 9 9
+—+p’r? =17
R "R

che, tramite il cambio di variabili z = pur e R(r) = f(ur) = f(z), si trasforma in:

1/2

fi(x) + éf’(w) + (1 - E) flz) =0.

Il punto z = 0 é un punto singolare, ma é regolare, in quanto i coefficienti dell’equazione non
vanno a oo pil velocemente di una potenza.

Tale equazione differenziale non é risolvibile esplicitamente, cioé non esiste una soluzione
esprimibile tramite combinazione di funzioni elementari; se per6 prendiamo una f del tipo:

[e.o]

f(x) = Za]x”b

7=0

con b = b(v) € Z parametro e ag # 0, ed imponiamo che risolva 1’equazione della membrana,
otteniamo:

- . , o > , o A
‘ aj(]—i-b)(j—i-b—l)x”b 2+Zaj(]+b)l’]+b 2 4 (1_?)293]%:0,

J=0 J=0

1
o

cloé:
o
E (j+b)? — 12 x3+b+g a;_xltt =
7=0

Se j = 0, abbiamo (b? — v?)ag = 0, cioé b = +v.
Sej=1,((140b)?—rv*) a; =0, cioé¢ (£2v + 1)a; = 0; si pué avere v = +4 0 a; = 0. In questa
breve trattazione consideriamo solo il caso a; = 0.
Ricorsivamente, si ha:

a4

TG+ U+ )
da cui:
(—1)*aq

22kEN1+v) ..o (k+v)

A2k+1 = 0, Q2 =
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e finalmente:
( 1 ) kx2k+zx

Uc _aozzzw(uu) ko)

dunque, sostituendo, si ottiene:

k v
= (G

detta funzione di Bessel di prima specie di ordine v.
Tale funzione analitica ha raggio di convergenza co per ogni v € R e nei casi particolari v = :l:%

diventa:
J()—\/Qs'() J()—\/2cos()
1(z) = xmx, _i(x) = . ).

Inoltre, se v ¢ N, J, e J_, sono linearmente indipendenti (e dunque le loro combinazioni li-
neari generano lo spazio delle soluzioni dell’equazione della membrana); se invece v = n € N,
Jn(z) = (—=1)"J_, (), e laltra soluzione dell’equazione della membrana ¢ la funzione di Bessel
di seconda specie.

Storicamente, si pone ag = m,

Un’osservazione che ci potra essere utile é la seguente:

d v v
(@) = 2y (),

Infine, mostriamo che la funzione generatrice delle funzioni di Bessel di ordine intero é:

ZJ

n=—oo

M\z-z

Infatti, essendo tutte serie assolutamente convergenti, possiamo scrivere:

ot (S (S C8)) T () () -
-y (i<—1>’“ ) m>

n=—oo0 \ k=0

Il precedente risultato é particolarmente utile: se infatti poniamo z = €%, otteniamo:

zx sin 9) . § J zn@

n=—0oo

iz sin(6)

cioé J,(x) é I'n-esimo coefficiente di Fourier di e , da cui:

1 o . 1 o 1 [
Jn(z) = —/ eiwsin(@ g=ind gy — 2—/ eilwsin()=nb) g9 — —/ cos(z sin(f) — nd))db.
o T Jo

2w ™) _»
Da questo ricaviamo la disuguaglianza (non banale) |.J,(x)| < 1 Va, Vn; inoltre:

= / (i sin(9)* i@ sin®—0) g
™ —T
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quindi anche \Jflk)(x)| <1Vz,n,k.
Usando Parseval, si ha anche I'identita valida per ogni x:

() +22Jn(x)2 =

Concludiamo questa breve finestra di teoria con due teoremi:

Teorema 7.12 (di separazione di Sturm). Se v ¢ N, fra due zeri consecutivi di J, ne esiste
sempre uno di J_,.

Teorema 7.13 (Sturm-Liuville). v > 0, {\¢} zeri positivi di J,(z). Sia ®x(z) = J,(\pz);
allora {®y(x)} € una base ortogonale di L%,(0,1), dove il peso é W(x) = z, cioé:

/01 2P, ()P, (z)dr =0 Vn #m.

Vediamo come tutta questa teoria si applica in pratica; una prima applicazione immediata é
nel problema della membrana bidimensionale, in quanto da un teorema visto sul prodotto di
due basi ortogonali si ottiene:

Teorema 7.14. Siano { A, }tken gli zeri positivi di J,(x); allora l'insieme:
{Jn(Agnr) cos(nB) } U {J,(Axr) sin(nd)}
¢ una base ortogonale di £*(B(0,1)).

Un’altra applicazione coinvolge la trasformata di Fourier di funzioni radiali; prendiamo in R?
una funzione f(x) = fo(|z|) radiale. Anche la sua trasformata di Fourier é radiale, in quanto,
passando in coordinate polari (x1,z2) = (r cos(6),rsin(f)), (&1,&) = (pcos(p), psin(y)):

2w
/ fo ‘.’I’ —i{@g) dz _/ Td?”/ d9f0 —zrpcos(@ ¥) —

=A ﬁayﬂ Wmewz%A Ffo(r) Jo(rp)dr = Folp),

dove abbiamo usato il cambio di variabili 6 = y + ¢ + 7. Il conto precedente ci permette anche
di definire la trasformata di Hankel in R?:

ﬁ)(ﬁ) = /°° rfo(r)Jo(rp)dr.

0
Con un conto simile si ottiene una formula analoga in R3:

ﬁ)(p) = 4%/0 7 fo(r) sin(rp)dr;

in generale la formula in R™ coinvolge la funzione di Bessel J,, 5.
La trasformata di Fourier di funzioni radiali si applica a un calcolo piuttosto esotico che permette

di calcolare il diametro di stelle avendo solo immagini sfocate di essa; volendo accennare ad
esso, si calcola la trasformata di Fourier della funzione:

Fa) = {1 x| < 1

0 |z|>1

che risulta essere:

~ ! 2m 2r [P d 2m

hwz%/rumwz—/m%mwm 2 entrs =% "2 wnis = o),
0 p* Jo p* Jo dx

e si ragiona sugli zeri di tale trasformata. Per dettagli ulteriori consiglio di consultare il capitolo

corrispondente (uno degli ultimi) del libro Fourier Analysis di Korner.
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