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Esercizio 1. Si consideri un punto materiale P di massa unitaria soggetto ad una forza
centrale

F(x) = f<p>§, x € R*\ {0}, p= x|

1
f(p) = —plogp — e

Si supponga che la componente ¢ del momento angolare ortogonale al piano del
moto sia diversa da zero.

i) Trovare il numero di orbite circolari al variare di c.

ii) Calcolare l'energia potenziale efficace e tracciare il ritratto di fase nello spazio
delle fasi ridotto con coordinate (p, p) al variare di c.

iii) Sul piano del moto Oé;€é; si prendano
x(0) = (e,0), %(0) = (a,b), a,b € R;

trovare tutti i valori di a e b affinché I'orbita con condizioni iniziali (x(0),%(0))
sia circolare.

Esercizio 2. Si consideri il corpo rigido piano e omogeneo descritto in figura, formato
da una lamina triangolare equilatera e da una lamina quadrata i cui lati hanno lunghezza
¢. Sia O il punto medio del lato in comune delle due lamine. Calcolare il momento
di inerzia del corpo rispetto all’asse r passante per O e parallelo ad uno dei lati della
lamina triangolare in funzione della massa m del corpo e di ¢ (vedi figura).

Esercizio 3. Un punto materiale P di massa m e vincolato a muoversi su un iperboloide
liscio di equazioni parametriche:

x = av1+ u?cosb,
y=av1+u?sinb,

z = bu;



cona,b>0,ucRefc S Il punto P & collegato all’origine O tramite una molla di
costante elastica k > 0 e lunghezza a riposo nulla.

i) Scrivere la lagrangiana del sistema e ricavare la lagrangiana ridotta usando il
metodo di Routh.

ii) Trovare le configurazioni di equilibrio del sistema ridotto al variare dei parametri
¢, a, b, m ek, dove c e il valore del momento coniugato alla variabile ciclica.

iii) Assumendo b = V3a e 2 = 16mka* discutere la stabilita delle configurazioni di
equilibrio trovate nel punto precedente



Esercizio 1.

i) Dalle ipotesi abbiamo che ¢ # 0 e m = 1. Per trovare le orbite circolari,
esplicitiamo 1’equazione p = 0

2 -1

c
f(,O)—FE:O—)—plogp—I— e =0—=pllogp=c*—1

Per capire il numero di soluzioni, contiamo il numero di intersezioni per p > 0 tra
il grafico della funzione g(p) = p*log p e la retta orizzontale h(p) = ¢* — 1.
Per la funzione g(p) vale che g(1) = 0,

lim g(p) =07, lim g(p) = +oo

p—0t p—r+o00

e che ha un unico punto stazionario (minimo) in

g(p)=4p’logp+p’=0—p=c"",

in cui la funzione vale g(p) = —1/(4e) Percio abbiamo i seguenti casi:
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- se ¢ < 1—1/(4e) allora non ci sono intersezioni tra la retta e la funzione g(p)
(quindi nessuna orbita circolare).
- se ¢ =1 —1/(4e) allora ¢’® un’unica intersezione (quindi un’orbita circolare)
con p; = e /4,
-se 1—1/(4e) < ¢® < 1 allora ci sono due intersezioni (quindi due orbite circolari),
una per p; < e~ /4 e una per e7V/* < py < 1.
- se ¢ > 1 allora c¢’¢ un’unica intersezione (quindi un’orbita circolare) con p; > 1.

ii) L’energia potenziale efficace ¢

2
C
Vialp) = = [ foap+ 5 = S ogp =L+



Per p — +00 il termine dominante e il primo, percio

lim Vig(p) = +o0

p——+00

mentre per p — 07 il termine dominante ¢ I'ultimo (se ¢ # 1), percio

400 sec>1
lim Vig(p) =40~ sect=1
p—0t

—0 sec?<1

Considerando i diversi numeri di punti stazionari di Vg (corrispondenti alle orbite

circolari trovate in precedenza), abbiamo i seguenti casi:

iii) Siccome sappiamo che ad ogni tempo vale

X=p&, e X=p&,+ phéy,
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e che in questo caso all’istante iniziale €, = €; e €y = €,, valutando le espressioni

sopra all’istante iniziale otteniamo
p(0) = e,

p(0) =a e p(0)6(0) =b.

La condizione p = 0 — a = 0 ¢ necessaria per avere un’orbita circolare. Inoltre,

possiamo calcolare il valore di ¢ dalle condizioni iniziali:
¢ = p*0 = p*(0)8(0) = eb
Vogliamo trovare b affinche con p =e e ¢ = eb si abbia p =0
et+1
o2

pllogp=c>—1 = e =€’ -1 - b=+



Esercizio 2.
Calcoliamo prima la densita del corpo rigido

m 4m

o= —=—"—-

A (4+V3)e2

da cui possiamo ricavare le masse del quadrato e del triangolo equilatero che compon-
gono il corpo (si veda la figura)

1 VB, VB

g m
4 443

Il momento di inerzia rispetto alla retta r (la cui direzione indichiamo con il versore
é) dell’intero corpo rigido puo essere calcolato come la somma dei momenti del quadrato
e del triangolo. Iniziamo con il quadrato.

Per il quadrato sappiamo che tutte le rette passanti per il suo baricentro B e giacenti
nel piano della figura sono principali e hanno uguale momento. Percio vale che Igé =
(1/12)mgl?. Per calcolare il momento di inerzia rispetto all’asse passante per O usiamo
il teorema di Huygens-Steiner.

La distanza tra I’asse Bé e la retta r puo essere calcolata considerando il triangolo
ABO: il cateto AB = (/4, percio:

1

1
= Emgf2 + —mol? = —mol? = —ol*

‘[OQé 16

Per il triangolo, invece, ricaviamo il momento di inerzia rispetto all’asse usando
la definizione di momento assiale. Abbiamo quindi bisogno di calcolare prima la sua
matrice di inerzia; consideriamo un sistema di riferimento centrato in O e con assi zy
definiti in questo modo: 'asse x lungo il segmento OC (si veda la figura) e I'asse y
lungo il lato in comune con il quadrato.

Per semplificare il calcolo, notiamo che possiamo dividere il triangolo 7 in due
triangoli rettangoli coincidenti Ry e Ro, ottenuti tagliando la figura lungo 'asse .
Poiche possiamo ottenere R, a partire da R; tramite la seguente simmetria

(z,y) = (z,—vy) riflessione rispetto all’asse x



valgono le seguenti proprieta
R1 _ TR2 Ri1 _ JR2 R1 _ Ra
Iyt =1y, Lyt = 1,7, Lyt = -1

Percio per T avro I}, = 213", 1], = 215", I], = 0.
Calcoliamo i momenti di inerzia per il triangolo R:

b
R1:{<Z‘,y,2) | 0<z<a, Ogyg_ax_i_b, Z:O}
cona = (vV3/2)0 e b= (1/2)¢;

a —batb
a 1 3
I;zl = / / oridydr = ... = —oa®b = \/—_064
o Jo 12

e per analogia (scambio di cateti) avremo che

1 3
Iﬁl = —ogab® = £

4
12 192°¢

Quindi per il triangolo 7 abbiamo le seguenti entrate della matrice di inerzia (gli
elementi fuori dalla sottomatrice 2x2 non servono, in quanto & sta sul piano della figura):

V3 V3

IE = —064, [27; = 3—20'

0 ¢, I, =0

Per ottenere quindi il momento di inerzia rispetto alla retta r basta applicare la
definizione di momento assiale. Nel sistema di riferimento Oxy la direzione di r e
é = (v3/2)é; + (1/2)é,, percio

V3 V3
e=e-I0e= "o+ ot = "ol
08 = € 10¢ = o570 T 15870 T 617

Infine, il momento di inerzia per il corpo completo e
7 3 28 + 33 1 284 3vV3
IOé:]gé+fgé:—0€4+£0€4=+—\/_0f4—— £3V3

= TP
18 64 192 48 443



Esercizio 3.

i)

ii)

La velocita del punto materiale ha coordinate

aut .
T = —=cosf —afV1+ u’sinb,
V1+u?

aut :
) = ———sinf 4+ afv' 1 + u? cos b,
Y V14 u?

z=bu

Quindi ’espressione dell’energia cinetica e

1 s 1 .2 22, 22 1 a*u’ .9 2.9 2 2\ 42
T:§m|vp\ zém(a: + 9 +z):§m T + b0 +a*(1 +u)f

e dell’energia potenziale
1 1 1
V= 5k:|P — 0] = 5k:(::;z +y?+2%) = Sk (a*(1+u®) 4+ b*u?) =
1
= 5/@ (a* 4+ %) v* (a meno di costanti additive)

La Lagrangiana dipende da v ma non da 6, che ¢ quindi una variabile ciclica

2 1+ u?
Abbiamo quindi un integrale primo che € il momento coniugato a 6
oL
06

Posso quindi scrivere la Lagrangiana ridotta

1 a*u’ ) 2.9 2 2\ 42 1 2 2\ 2
L=T-V=-m|——=u" +b4" +a*(1+u")f —Ek(a +b%) u

- 9 2 ._ ._ . C
=ma“(1+u)f=c — H—V(u)——ma2(1+u2)

2,2 2

() _ . 1 a"u 2\ -2 ¢ 1 2, 12\, 2

‘CR_[‘C_Cengy(u)__m( +b)u—m—§k‘(a —|—b)u
La scrittura della Lagrangiana ridotta e del tipo Lo — Vj in u, dove

c? 1

— —k' 2 b2 2'

2ma?(1 + u?) * 2 (o + %) u
Per trovare le configurazioni di equilibrio basta quindi risolvere ’equazione

aVy u
— _ l{? 2 b2 —
0 ma2(1+u2)2+ (a + )u 0 — u(

da cul otteniamo u =0 e

Vo(u)

C2

 kma?(a? + 0?)

+(1 +u2)2) =0

(1+u?) = |C‘ —

u==+ i —
av/km(a® + b?) av/km(a® + b?)
dove queste ultime esistono se |c| > ay/km(a? + b?).

7

L,



iii) Consideriamo ora b = V3a e ¢ = 16mka*; in questo caso abbiamo che
c| = 4a®>Vkm > 2a*Vkm = ar/km(a? + b?),

percio ci sono tre configurazioni di equilibrio:

42k
w =0,  upy=y) Y=g,

2a2v km

Per determinare la loro stabilita basta calcolare il segno di OVZ/0u?, valutata
nelle configurazioni di equilibrio u; (quindi vedere se corrispondono ad un minimo
o un massimo dell’energia potenziale).

" 4c*u? 2
Vy (u) = — k(a®+ b
o (1) ma?(1+wu?)3  ma?(1+ u?)? + (a + )
Per v = 0 abbiamo
2
V' (0) = ——— +k (> + %) = —16ka® + 4ka> = —12ka’ < 0,

ma
percio e un punto di massimo di Vj, quindi instabile.
Per uw = +1 abbiamo

4¢? c?

8ma?  4ma?

V(1) =

+ k (a® + 0%) = 8ka® — 4ka® + 4ka® = 8ka® > 0,

percio sono dei punti di minimo di Vj, quindi stabili (Lagrange-Dirichilet).



