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Cosa è la teoria geometrica dei gruppi?

Si vogliono studiare le proprietà dei gruppi infiniti, finitamente generati (e
nel nostro caso anche iperbolici) attraverso strumenti dal sapore geometrico.
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Cosa faremo:

1 Associamo ad un gruppo uno spazio metrico che ne rifletta
adeguatamente le proprietà.

2 Evidenziamo e studiamo una proprietà degli spazi metrici detta
Gromov-iperbolicità.

3 Dato uno spazio Gromov-iperbolico ne costruiamo il bordo all’infinito.
4 Studiamo quali proprietà dello spazio sono racchiuse nel bordo

all’infinito e se è possibile ricostruire lo spazio a partire dal bordo.

Federico Glaudo (Università di Pisa) Omeomorfismi tra i bordi di gruppi iperbolici 11 Marzo 2016 3 / 23



Cosa faremo:

1 Associamo ad un gruppo uno spazio metrico che ne rifletta
adeguatamente le proprietà.
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2 Evidenziamo e studiamo una proprietà degli spazi metrici detta
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Federico Glaudo (Università di Pisa) Omeomorfismi tra i bordi di gruppi iperbolici 11 Marzo 2016 3 / 23



Grafo di Cayley di un gruppo
Definizione

Sia G un gruppo generato da g1, . . . , gn. Ad esso associamo un grafo cos̀ı
costruito:

I vertici sono gli elementi di G.

Gli archi sono lunghi 1.
h, k ∈ G sono collegati ⇐⇒ h−1k = g±1

i .

Questione cruciale
Il grafo di Cayley di un gruppo cambia radicalmente se si cambia l’insieme
dei generatori?
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Grafo di Cayley di un gruppo
Esempi

Vediamo i grafi di Cayley di due gruppi molto diversi:

Z× Z generato da {(1, 0), (0, 1)}

O (1,0)

(0,1)

Z ∗Z generato da {a, b}

a

b

a−1

b−1
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Quasi-isometrie

Idea informale
Vogliamo identificare due spazi metrici (in particolare grafi di Cayley) se,
guardandoli da lontano, sono indistinguibili.

Definizione (Quasi-isometria)
Un’applicazione ϕ : X → Y è una (k,C)-quasi-isometria se

per ogni elemento di y esiste un elemento di x tale che
d(ϕ(x), y) ≤ C;
comunque si scelgono x1, x2 ∈ X vale

1
k
· d(x1, x2)− C ≤ d(ϕ(x1), ϕ(x2)) ≤ k · d(x1, x2) + C .

Teorema
Due grafi di Cayley di uno stesso gruppo sono quasi-isometrici.
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Gromov-iperbolicità
Definizione

Esistono molte nozioni equivalenti di Gromov-iperbolicità.

Definizione (Condizione di Rips)

Uno spazio X si dice δ-Gromov-iperbolico se comunque si scelgono tre
punti a, b, c ∈ X e tre geodetiche α, β, γ che li collegano, si ha che per
ogni x ∈ α vale dβ∪γ(x) ≤ δ.

γ

β

α≤δ

c

b

x

a
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Gromov-iperbolicità
Esempi e invarianza per quasi-isometria

Esempio
La retta reale R è Gromov-iperbolica, mentre il piano R2 no.
Una classe importante di spazi Gromov-iperbolici sono gli alberi (grafi
senza cicli).

La Gromov-iperbolicità è invariante per quasi-isometria? Per capirlo
dobbiamo innanzitutto studiare l’immagine di una geodetica tramite
quasi-isometria.
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Notazione

Ipotesi sugli spazi
D’ora in poi, implicitamente, le lettere X e Y denoteranno spazi geodetici,
Gromov-iperbolici e propri.

Segmenti geodetici
Inoltre scrivendo [x1, x2] indicheremo un segmento geodetico con estremi
x1 e x2.
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Quasi-geodetiche
Definizione

È chiaro che l’immagine di una geodetica tramite quasi-isometria non sarà
una geodetica.

Definizione
Una curva (non necessariamente continua) γ : [a, b]→ X è una
(k,C)-quasi-geodetica se

1
k
· d(t1, t2)− C ≤ d(γ(t1), γ(t2)) ≤ k · d(t1, t2) + C .

Nota
L’immagine di una geodetica tramite una (k,C)-quasi-isometria è una
(k,C)-quasi-geodetica.
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Quasi-geodetiche
Lemma di Morse

In uno spazio iperbolico le quasi-geodetiche sono molto “vicine” alle
geodetiche classiche.

Teorema (Lemma di Morse)
Siano X uno spazio geodetico δ-Gromov-iperbolico e γ : [a, b]→ X una
(k,C)-quasi-geodetica. Se [γ(a), γ(b)] è una qualunque geodetica che
connette γ(a) e γ(b) allora vale

dH(γ, [γ(a), γ(b)]) ≤ θ(k,C, δ) .

Osservazione
Il lemma di Morse è il primo fatto di questa teoria la cui dimostrazione non
è una facile applicazione delle definizioni.
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Corollario
La Gromov-iperbolicità è una proprietà invariante per quasi-isometria.

Dimostrazione.
Sia ϕ : X → Y una (k,C)-quasi-isometria. Assumiamo che Y sia
δ-Gromov-iperbolico. Fissiamo tre punti a, b, c ∈ X.

α

γ

β

X

a

c

b

ϕ7−→

ϕ(α)
ϕ(β)

ϕ(γ)

Y

ϕ(a)

ϕ(c)

ϕ(b)
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Bordo all’infinito
Definizione

Definizione (Asintoticità)
Un raggio geodetico è una geodetica parametrizzata da R+. Due raggi
geodetici γ1 e γ2 sono detti asintotici se la loro distanza di Hausdorff è
finita.

Idea informale
Il bordo all’infinito rappresenta i possibili modi di “andare all’infinito”.

Definizione (Bordo all’infinito)
Il bordo di uno spazio iperbolico X, indicato con ∂∞X, è lo spazio di tutti
i raggi geodetici quozientato rispetto all’asintoticità.
Su tale spazio poniamo la topologia quoziente indotta dalla topologia
compatta-aperta sullo spazio dei raggi geodetici.
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i raggi geodetici quozientato rispetto all’asintoticità.
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Un raggio geodetico è una geodetica parametrizzata da R+. Due raggi
geodetici γ1 e γ2 sono detti asintotici se la loro distanza di Hausdorff è
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Bordo all’infinito
Esempio

Come è fatto il bordo di
Z ∗Z?

È omeomorfo all’insieme di
Cantor.
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Bordo all’infinito
Invarianza per quasi-isometria

Solita domanda
Il bordo all’infinito di uno spazio è un’invariante per quasi-isometria?

In altri termini, se due spazi sono quasi isometrici i loro bordi all’infinito
sono omeomorfi?
S̀ı e l’omeomorfismo è anche indotto canonicamente dalla quasi-isometria.

Teorema
Sia ϕ : X → Y una quasi-isometria tra spazi iperbolici. Esiste un
omeomorfismo naturale ϕ∞ : ∂∞X → ∂∞Y indotto da ϕ.
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sono omeomorfi?

S̀ı e l’omeomorfismo è anche indotto canonicamente dalla quasi-isometria.

Teorema
Sia ϕ : X → Y una quasi-isometria tra spazi iperbolici. Esiste un
omeomorfismo naturale ϕ∞ : ∂∞X → ∂∞Y indotto da ϕ.

Federico Glaudo (Università di Pisa) Omeomorfismi tra i bordi di gruppi iperbolici 11 Marzo 2016 15 / 23



Bordo all’infinito
Invarianza per quasi-isometria

Solita domanda
Il bordo all’infinito di uno spazio è un’invariante per quasi-isometria?
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Federico Glaudo (Università di Pisa) Omeomorfismi tra i bordi di gruppi iperbolici 11 Marzo 2016 15 / 23



Bordo all’infinito
Invarianza per quasi-isometria

Solita domanda
Il bordo all’infinito di uno spazio è un’invariante per quasi-isometria?
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S̀ı e l’omeomorfismo è anche indotto canonicamente dalla quasi-isometria.

Teorema
Sia ϕ : X → Y una quasi-isometria tra spazi iperbolici. Esiste un
omeomorfismo naturale ϕ∞ : ∂∞X → ∂∞Y indotto da ϕ.
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Bordo all’infinito
Costruzione dell’estensione

Dimostrazione.
Sia γ : R+ → X un raggio geodetico.

Per il lemma di Morse (generalizzato) la quasi-geodetica ϕ(γ) è a distanza
finita da una geodetica ρ : R+ → Y .
Allora imponiamo

ϕ∞([γ]) = [ρ] .

Mostrare che la mappa ϕ∞ è ben definita è facile, mentre verificare che è
un omeomorfismo richiede dei fatti tecnici riguardo la topologia sul
bordo.
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Federico Glaudo (Università di Pisa) Omeomorfismi tra i bordi di gruppi iperbolici 11 Marzo 2016 16 / 23



Bordo all’infinito
Costruzione dell’estensione

Dimostrazione.
Sia γ : R+ → X un raggio geodetico.
Per il lemma di Morse (generalizzato) la quasi-geodetica ϕ(γ) è a distanza
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Dal bordo allo spazio

Domanda naturale
Abbiamo dimostrato che se due spazi sono quasi-isometrici allora i loro
bordi sono omeomorfi. È possibile andare nella direzione opposta?

In
generale la risposta è no.
Aggiungendo opportune ipotesi diviene vero (Paulin ’93).

Ingredienti principali:

Quasi-proiezione di un triangolo geodetico (incentro).
L’omeomorfismo deve essere quasi-Möbius.
Opportune ipotesi tecniche sullo spazio.

Federico Glaudo (Università di Pisa) Omeomorfismi tra i bordi di gruppi iperbolici 11 Marzo 2016 17 / 23



Dal bordo allo spazio

Domanda naturale
Abbiamo dimostrato che se due spazi sono quasi-isometrici allora i loro
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Quasi-proiezione

Idea informale
La quasi-proiezione vuole generalizzare il concetto classico di incentro di
un triangolo.

Definizione (Quasi-proiezione)
Dati tre punti a, b, c ∈ ∂∞X ed un punto x ∈ X, denotiamo con fabc(x) il
massimo della distanza di x da un qualunque possibile lato geodetico di un
triangolo con vertici a, b, c. Definiamo π(a, b, c) uno dei punti x ∈ X che
minimizzano fabc(x).

Proposizione
Due quasi-proiezioni di uno stesso triangolo distano alpiù Cπδ. La
quasi-proiezione π : (∂∞X)3 → X è un’applicazione “quasi-continua”.
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quasi-proiezione π : (∂∞X)3 → X è un’applicazione “quasi-continua”.
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Dal bordo allo spazio

Fissiamo un omeomorfismo f : ∂∞X → ∂∞Y tra i bordi di due spazi
δ-iperbolici. Vogliamo costruire una mappa Φf : X → Y che sia una
buona candidata ad essere una quasi-isometria la cui estensione al bordo
sia proprio f .

Costruzione di Φf

Fissiamo R > 0 e x ∈ X.

x 7→ B(x,R): Ingrassiamo il punto x.
B(x,R) 7→ π−1(B(x,R)): Consideriamo tutti i triangoli in ∂∞X la
cui quasi-proiezione cade vicino ad x.
π−1(B(x,R)) 7→ f

(
π−1(B(x,R))

)
: Applichiamo la trasformazione f

ai triangoli e troviamo dei triangoli in ∂∞Y .
f

(
π−1(B(x,R))

)
7→ π

(
f

(
π−1(B(x,R))

))
= E(x): Arriviamo infine

nello spazio Y estraendo le quasi-proiezioni dei triangoli.
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Costruzione di Φf

f
(
π−1(B(x,R))

)
7→ π

(
f

(
π−1(B(x,R))

))
= E(x): Arriviamo infine

nello spazio Y estraendo le quasi-proiezioni dei triangoli.

E(x) 7→ quasi-centro(E(x)) = Φf(x): A questo punto si dimostra
che E(x) è un insieme limitato e vi si associa un punto Φf(x) che
minimizza il raggio della più piccola palla centrata in lui che contiene
E(x).

Similmente a quanto detto per le quasi-proiezioni, si mostra che anche la
mappa Φf : X → Y è ben definita a meno di costante e che è
quasi-continua. In generale però non è una quasi-isometria.
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Definizione (Birapporto)
Dati 4 punti a, b, c, d ∈ ∂∞X, definiamo il loro birapporto [a, b, c, d] come
la quantità

sup
an→a,bn→b,
cn→c,dn→d

1
2 lim inf

n→∞
d(an, dn)− d(dn, cn) + d(cn, bn)− d(bn, an) ,

dove le successioni an, bn, cn, dn sono composte di punti in X.

Definizione (Mappa quasi-Möbius)
Sia f : ∂∞X → ∂∞Y una bigezione tra i bordi. Fissiamo inoltre una
funzione continua ψ : [ 0, ∞ )→ [ 0, ∞ ). Diciamo che f è
un’applicazione ψ-quasi-Möbius, se valgono

∀a, b, c, d ∈ ∂∞X : |[f(a), f(b), f(c), f(d)]| ≤ ψ(|[a, b, c, d]|) ,
∀a, b, c, d ∈ ∂∞Y : |[f−1(a), f−1(b), f−1(c), f−1(d)]| ≤ ψ(|[a, b, c, d]|).
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Teorema principale
Le mappe quasi-Möbius inducono quasi-isometrie

Proposizione
Sia f : X → Y una (k,C)-quasi-isometria. Allora l’estensione al bordo
f∞ : ∂∞X → ∂∞Y è quasi-Möbius.

Teorema
Sia f : ∂∞X → ∂∞Y un’applicazione quasi-Möbius tra i bordi. Allora la
mappa Φf : X → Y risulta una quasi-isometria la cui estensione al bordo
Φf∞ coincide con f .

Conclusione
Si può interpretare quanto detto osservando che la struttura di uno spazio
a meno di quasi-isometria è completamente caratterizzata dal bordo
all’infinito munito di una nozione di birapporto.
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f∞ : ∂∞X → ∂∞Y è quasi-Möbius.

Teorema
Sia f : ∂∞X → ∂∞Y un’applicazione quasi-Möbius tra i bordi. Allora la
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