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Sommario

Queste note raccolgono una serie di risultati, dimostrati con strumenti elementari, che portano a
concludere, con le corrette metriche nello spazio di partenza e di arrivo, che la funzione che associa ad
un polinomio le sue radici ¢ una funzione continua. Inoltre dimostreremo che tale funzione ¢ localmente
%—hélderiana e che, senza assunzioni ulteriori, tale risultato ¢ ottimale.

1 Notazione generale

Useremo le lettere p, ¢ per riferirci a dei polinomi monici di grado n e le lettere z, 2’ parlando di
loro generiche radici. I coefficienti saranno invece indicati con ag, ..., an—_1 € con bg, ..., b,_1
rispettivamente.

Ovunque daremo per scontato che i coefficienti dei polinomi siano numeri complessi arbitrari e che
ogni polinomio a coefficienti complessi ammette tante radici, contate con molteplicita, quante il suo
grado. Inoltre le radici di un polinomio saranno sempre considerate, implicitamente, con molteplicita.
Percio, quando scriveremo che un certo polinomio p ammette z7, ..., zx come radici, intenderemo la
divisibilita formale tra polinomi (x — 21) - -+ (z — zx) | p(x).

2 Spazio dei polinomi monici e delle n-uple non ordinate

Fissata la notazione generale, iniziamo definendo gli spazi di cui ci interesseremo e ponendo su di essi
delle distanze che li rendano spazi metrici.

Definiremo lo spazio dei polinomi monici e li vedremo come uno spazio metrico tramite una distanza
che copia la norma infinito di C™. Lievemente piu delicata sara la definizione di una metrica sullo
spazio delle n-uple non ordinate. La distanza tra due n-uple risultera essere la minima (in norma
infinito) tra tutte quelle che si possono ottenere riarrangiando gli elementi. Non sara fondamentale in
queste note, ma € molto chiarificatore notare che tale distanza induce proprio la topologia quoziente
che ci si aspetterebbe sullo spazio C™ quozientato a meno dell’ordine.

Definizione 2.1. Chiamiamo C,[z] Iinsieme dei polinomi monici a coefficienti complessi di grado
n. Su tale spazio definiamo una distanza d.. : C,[z]?> — R definita in modo che dati due polinomi
monici p(z) = ag + a1x + - + ap_12" "t + 2" e q(x) = by + brx + -+ + by_12" L + 2" valga

doo(p, q) = | max a; —bil.
Nota 2.2. La distanza appena definita rispetta banalmente le proprieta di una distanza ed € in realta
la norma infinito di C™ (considerando i coefficienti del polinomio come un vettore di C™).

Definizione 2.3. Sia CS,, I'insieme delle n-uple non ordinate di numeri complessi (cioe il quoziente
di C" rispetto alla relazione d’equivalenza indotta dalle permutazioni di una n-upla). Dato z € CS,,,
indichiamo con z7, 22, ..., 2z, gli elementi, in qualche ordine, della n-upla associata a z.

Definiamo la funzione d : CS,, x CS,, — R come

Va,beCS, : d(a, b) := min max ’ai - bo(,-)|.

c€S, 1<i<n

Nota 2.4. La funzione d e ben definita ed ¢ una distanza su CS,,.



3 Stime analitiche della posizione delle radici

Dimostrazione. Per mostrare che € ben definita suffice notare che la definizione non varia se si scelgono
a; e b; in un altro ordine, ma questo e ovvio visto che si sta ciclando su tutte le permutazioni o.

Mostrare che ¢ una distanza equivale a mostrare che e rispettata la disuguaglianza triangolare,
visto che le altre proprieta sono ovviamente rispettate. Siano a, b, ¢ € CS,, e siano a;, b;, ¢; le loro
coordinate con un ordine fissato. Per la definizione di d esistono o1, oo € S,, tali che

d(a, b) = max |ai - bol(i)| )

1<i<n
d(b, C) = 1r£laSXn|bL - ng(i) = 11;1?5(71}[)01(1‘) - CUZOUI(i)’ .

Utilizzando queste ultime due uguaglianze otteniamo

d(a, b) —+ d(b, C) = 11’21?<Xn’ai — bal(i)| + 1I£fl<xn|b01(i) — CUzoal(i)|

> 1rélz_agxn|a¢ = by ()| + |bor () = Cogooi ()| = 121?;(”|ai = Cogooi ()| = d(a, ),

che ¢ la disuguaglianza triangolare cercata. O

Definizione 2.5. Sia 7, : C,[z] — CS,, la funzione che, preso un polinomio monico di grado n,
restituisce la n-upla non ordinata delle sue radici.

D’ora in poi considereremo implicitamente C,[z] e CS,, muniti della topologia indotta dalle me-
triche appena definite.

L’obiettivo € mostrare che 7, € continua ed in particolare che & %-hélderiana. Si procedera per passi,
mantenendo sempre un approccio analitico mirato ad ottenere una stima esplicita della continuita.

3 Stime analitiche della posizione delle radici

Innanzitutto stimeremo la grandezza delle radici di un polinomio, assumendo di conoscerne i coeffi-
cienti, per poi applicare tale risultato nella dimostrazione del fatto che un polinomio con i primi k&
coefficienti piccoli ha almeno k radici piccole. Quindi applicheremo i risultati ottenuti per studiare an-
che radici lontane dallo 0 e per farlo I'idea fondamentale sara sviluppare secondo Taylor un polinomio
intorno ad una sua radice.

Lemma 3.1. Dato un polinomio p(x) = ag + a1z + -+ + 12" + 2" monico di grado n, siano
21, 22, ..., Zn le sue radici ordinate in modo che per ogni 1 <1i <mn — 1 valga |z;| < |zi11]-
Allora, per ogni 0 < k < mn — 1, vale la sequente stima (ponendo zy =0):

n—k— n
lak| > |24 o <|Zk+1| - Kk) - 1] zk|) .

Dimostrazione. Fissiamo un k € {0, ..., n— 1} e dimostriamo la tesi per tale k. Se z;11 = 0 la tesi
risulta banale, assumiamo quindi zx11 # 0. Di conseguenza potremo certamente dividere per ogni z;
coni>k+1.

Le relazioni di Viéte tra radici e coefficienti ci assicurano la validita dell’'uguaglianza

ap= (=" Y 1=

IC{1, ..., n}i€l
| I|=n—k

e da questa, applicando la disuguaglianza triangolare, otteniamo

lak| > [zk+1ll2k+2] - [2n] — Z H|Zi|

IC{1,..,n} i€l
| I|=n—k
In{1,2, ..., k}#0

n—=k

= [2kt1|2k42] -+ |2n| | 1= Z H

1<i1<i2< - <ip—<n j=1
1<k

Zij

Zj+k



3 Stime analitiche della posizione delle radici

Ora ¢ evidente, per I'ordine con cui abbiamo chiamato le radici, che ogni elemento delle produttorie

E2

< . . . . . Z4 N .
¢ minore o uguale ad 1 ed in particolare il primo fattore ‘ﬁ € sempre maggiorato da ‘

Ze41 |
Applicando queste nuove stime, possiamo continuare la catena di disuguaglianze, giungendo a
n 2k —k n 2k
fal = anllansal -+ ol (1= | (1) =1] | 25]) 2 el (1= | (7) -1 | 25])
k Zk41 k Zk41
che ¢ equivalente alla tesi. O

Definizione 3.2. Per ogni scelta di 1 < k& < n negli interi positivi, definiamo la funzione d,; :
(0, 1] = (0, 00) come

VO <z <1: dup(a) = <23’; Kg) (’;) <kﬁ1)]_l>n .

Lemma 3.3. Per ogni 0 < e <1 e 1 <k < n interi positivi, se un polinomio p(x) = ag +arx+---+
p_12" "L + 2™ ¢ tale che i suoi coefficienti rispettano a; < Onk(€) per ogni 0 < i < k — 1, allora p
ammette k radici con valore assoluto minore o uguale ad €.

Dimostrazione. Dimostriamo la tesi per induzione su k > 0, anche se il caso k£ = 0 non rientra nella
tesi. Il passo base kK = 0 & vuoto ed e percio vero.

Assumiamo di aver dimostrato la tesi per kK — 1 e dimostriamola per k. Sia p un polinomio che
rispetta l'ipotesi richiesta nell’enunciato sui primi k coefficienti e siano 21, 2o, ..., 2, le radici del
polinomio p ordinate per valore assoluto.

Visto che vale I'identita
€
6nk(6) = 6n(k71) (n) )
2(,,)

dall’ipotesi induttiva deduciamo che per ogni 1 < i < k — 1 ¢ verificata

|z:| < 5 <e. (1)

€

(6"1)

Per concludere ci resta da mostrare solo che anche |z;| < e. Applichiamo quindi ’Equazione (1)
con ¢ = k — 1 nella tesi del Lemma 3.1, ottenendo la disuguaglianza

Jar—1| > [z[""" (|Zk| - Kkn1> - 1] 2(121)) > |z (|Zlc| - %) :

Se per assurdo |z| > €, quest’ultima disuguaglianza implica

n—k €
jar—a] > [a" "5 (2)

Ricordiamo che per ipotesi vale

a0 (5= ()7

dove negli ultimi passaggi abbiamo sfruttato sia 1 < k, sia € < 1. Applicando questa facile disugua-
glianza su |ai_1| nell’Equazione (2) otteniamo

(5) 5zl = szl
- - >z - - >z
2 g = I%F 9 g = 17k

e questo & assurdo visto che avevamo assunto |zx| > €, quindi la tesi d’induzione & dimostrata. O

Nota 3.4. Se nell’enunciato della Lemma 3.3 avessimo sostituito d,x(€) con un qualsiasi d > €” la tesi
sarebbe risultata falsa. Infatti il polinomio p(x) = 2™ — d, che banalmente avrebbe rispettato le ipotesi
per ogni k, ha tutte le radici con valore assoluto maggiore di e.

Percio il valore di d,x(€), fissando n, k e lasciando variare €, ¢ asintoticamente ottimale visto che
coincide con € a meno di una costante.



4 Continuita delle radici

Lemma 3.5. Sia p(z) = ag+a12+ -+ +a,_12" "L +2™ un polinomio monico a coefficienti complessi
di grado n e 2y una sua radice di molteplicita k. Sia inoltre q(x) = bg + bz + -+ +bp_12" L+ 2™ un
altro polinomio.

Per ogni € > 0, se vale

6nk(€)
max (1 , |zo|n_1) 2n

deo(p, q) <

allora il polinomio q ammette come radici z1, z3, ..., 2z che rispettano tutte |z; — zo| < e.

Dimostrazione. 1l polinomio ¢ ammette sviluppo di Taylor finito in ogni punto e quindi, sviluppando
intorno a zg, otteniamo

(n—1)
T ++q (Zo)xnfl

> 1) +z". (3)

g(x + 20) = q(z0) + ¢ (z0)z +

Il polinomio p ammette zy come radice di molteplicita k, quindi p(i)(zo) =0perogni0<es<k—1.
Sfruttando il fatto che tutti i polinomi in questione sono monici, scriviamo quindi esplicitamente il
coefficiente i-esimo dello sviluppo mostrato nella Equazione (3):

@) (5 @ (5) — @) ( n-1 - n-l 2
T - T S Ny - el GG - D= i+ D) = S - ) (1))

da cui, considerando tutto in valore assoluto, otteniamo la catena di disuguaglianze

n—1 . n—1 .

i—i (] n— J

< S las = bllaol ™ (7) < dulp, ) max (1, o) X ()
j=i

56 = (4)
S o <i+1)<5"’“(6)’

‘ q(i)(ZO)
!

7

notando che abbiamo applicato la nota identita combinatorica Z;L:_ll (Z
passaggio.
Unendo le Equazioni (3) e (4) ricadiamo nelle ipotesi della Lemma 3.3 e deduciamo quindi che

q(z + zp) ammette k radici con valore assoluto minore o uguale ad € e questo equivale alla tesi. O

) = (211) nel penultimo

4 Continuita delle radici

A questo punto abbiamo tutti gli strumenti per ottenere con poco sforzo almeno la continuita della
funzione 7,. Per farlo applicheremo il Lemma 3.5 arrivando ad ottenere una forma di continuita
che assomiglia molto all’hélderianita, ma non la implica banalmente; in effetti € in qualche senso
una holderianita puntuale, che generalizzeremo alla condizione tipica di holderianita con i risultati
successivi.

Lemma 4.1. Sia p € C,[z] un polinomio monico e sia M il valore assoluto massimo di una sua
radice.
Per ogni € > 0 sufficientemente piccolo, se q € C,lz] é un polinomio tale che

Onn (€)
max (1, Mn—1)2n’

deo(p, q) <

allora vale d(7,(p) , T(q)) <.

Dimostrazione. Assumiamo che e sia minore strettamente della meta della distanza tra due qualsiasi

radici distinte del polinomio p. Siano z; con molteplicita m;, per 1 <14 < k, le radici distinte di p.
L’ipotesi sulla distanza tra p e ¢ implica che si puo applicare, per ogni radice di p, il Lemma 3.5.

Perciod otteniamo che il polinomio ¢ ammette come radici gli insiemi'! R; = {2}, ..., 2"} dove ¢

K3
<e.

J

i T

rispettata, per ogni 1 <i < ke 1l < j < m;, la disuguaglianza ‘z

'Non sono propriamente insiemi, poiché sono ammesse ripetizioni di elementi.



5 Hoélderianita delle radici

Vogliamo ora mostrare che i complessi {zf 1 <i <k, 1<j<m;} sono in effetti tutte le
radici di ¢. Il numero degli elementi e corretto, infatti sono mq + --- + my = n numeri complessi.
Noi sappiamo solo che ¢ ammette come radici gli elementi di R;, ma a priori potrebbe essere che una
radice & considerata piu volte in vari R; distinti. Cio sarebbe facilmente falso e condurrebbe al risultato
sperato nel caso in cui gli R; fossero disgiunti. Per dimostrarlo ricordiamo l'ipotesi fatta su € e grazie
alla disuguaglianza triangolare otteniamo che, per i # 4’ e j, j' tra 1 e m; , m; rispettivamente, vale

J

i

. v -/ - -/
zl =zl | >\ — | = |z— 2] | — |z — 2 | >z — 2] — 26 >0 = 2] # 2,

e vista I’arbitrarieta nella scelta di i # i’ e di j, j' ne ricaviamo che gli R; sono disgiunti tra loro.
Ora che sappiamo che il polinomio ¢ ammette come radici {z] : 1 <i <k, 1<j <m;} ¢ facile
dedurne la tesi. Ricordando la Definizione 2.3 ricaviamo che

J
4

<e

— b

<
d(mn(p), () < max
1<jsm;

Zi — 2

che ¢ la tesi cercata. O
Corollario 4.2. La funzione 7, é continua.

Dimostrazione. La Lemma 4.1 dimostra che la funzione 7,, ¢ continua in ogni punto dello spazio dei
polinomi ed € percio continua in tutto lo spazio. O

5 Holderianita delle radici

Concludiamo ora queste note dimostrando la locale %—hélderianité di 7,.

A questo punto e importante notare che quanto dimostrato nella Lemma 4.1 non implica la locale
holderianita. Il problema non e la costante M che localmente risulta limitata e quindi non crea
problemi, bensi il fatto che la formula valga unicamente per e sufficientemente piccolo. Infatti, la
piccolezza dell’e per cui e stata mostrata la validita della formula, in un intorno di un polinomio che
ammette radici multiple, non é limitata.

Per ovviare a questa problematica, per la prima volta in questo documento, sfrutteremo un ra-
gionamento prettamente topologico. Lavoreremo infatti con le componenti connesse di un luogo del
piano dove si trovano le radici del polinomio a cui siamo interessati. Il punto cruciale da notare sara
che le radici non possono saltare da una componente connessa all’altra e questo ne limita fortemente
la posizione nel piano complesso. Questi ragionamenti porteranno a delle stime sulla posizione delle
radici sufficienti a dimostrare I’hélderianita.

Definizione 5.1. Fissato n naturale e s > 0 reale positivo, definiamo I'insieme B;[z] C C,,[z] come
n—1
Bs[z] == {‘10 taz+ -+ a,_12" 2" = p(x) € Cyla] Z\aﬂ < 5} .
=0

Lemma 5.2. Se z € C ¢ una radice del polinomio monico p(x) = ag + a1z + -+ + Qp_1x™ 1+ 2"

allora vale la disuguaglianza
n—1
< (1. St

=0
Dimostrazione. Se |z| < 1 la tesi & ovvia. Se |z| > 1 allora vale

n—1 n—1 ] n—1 n—1
S | <« S anlif < Slarfler = o (Zan)
1=0

i=0 1=0 =0

0=p(z) = ["] =

e questo equivale alla tesi dividendo ambo i membri per |z|"_1. O

Corollario 5.3. Fissato s > 0 reale positivo, sia p € Bs[z] e z una sua radice, allora vale |z| <
max(1, s).

Dimostrazione. E una banale conseguenza del Lemma 5.2. O



5 Holderianita delle radici

n

Definizione 5.4. Per definizione di §,,,, esiste una costante ¢, tale che d,,(x) = c,z™; allora, per

ogni n naturale e s > 0 reale positivo, definiamo
1
n

Cn
Cn(8) = S T 5)

Lemma 5.5. Sia s > 0 un reale positivo ed n un naturale. Fissati p € Bslz] e ¢ € Cy,lx], per ogni
radice z di p, esiste sempre una radice z' di q tale che

3=

|Z _Zl| < Cn(s)doo(p7 Q) .

Dimostrazione. Siano ag, a1, ..., a,_1 1 coeflicienti di p.
: T
Chiamando € = Cj,(s)doo(p, q)= & facile ricavare

Cne® Onn (€)

deo (P, =€"Cp(s)" = > .
(P, @) = "Cals) 2nmax(1, s”) — max(1l, sn—1)2n

Quest’ultima uguaglianza, unita al Corollario 5.3, dimostra che sono verificate le ipotesi del Lemma 3.5
e percio, applicandolo, otteniamo che ¢ ammette almeno una radice 2’ tale che

3=

|Z - Z/| <e= Cn(s)doo(pa Q) 5
che ¢ la tesi cercata. O

Definizione 5.6. Dato p € C,[z] ed r > 0 reale positivo, definiamo C,(p) C C come l'insieme dei
numeri complessi che hanno distanza minore o uguale di r da una radice di p.

Lemma 5.7. Sia s > 0 un reale positivo ed n un naturale. Fissati p € By[x] e g € Cy[z], chiamiamo
1
r=Cph(s)deo(p, q)7.
Tutte le radici di q appartengono a C.(p) ed in particolare in ogni componente connessa di C,.(p)
¢t sono tante radici di p quante di q.

Dimostrazione. Ogni radice di ¢ dista da una radice di p non piu di r per il Lemma 5.5 e percio ne
deduciamo che appartiene a C,(p) per la definizione di C,(p).

Fissiamo una componente connessa e chiamiamola S. Poiche C,.(p) & un chiuso per definizione, sia
S che C,.(p) \ S sono chiusi e limitati e di conseguenza la distanza h tra loro, che definiamo come

h:= inf |s—x,
ses
z€Cr(p)\S

risulta essere diversa da 0.

Definiamo ora la famiglia di polinomi ¢;(z) = (1 — t)p(z) + tg(z) indicizzati da t € [0, 1].
Le radici di ¢; appartengono, analogamente a quanto detto per le radici di ¢, a C,,(p) dove r; =
Cr(8)doo(p, ¢1)%. Ma doo(p, ¢1) < doo(p, q) e di conseguenza r; < r e allora ricaviamo che tutte le
radici di ¢; appartengono all’insieme C..(p).

Vogliamo dimostrare che il numero di radici di ¢; appartenenti a S & localmente costante. Se lo
dimostrassimo, poiche [0, 1] & connesso, ne seguirebbe che il numero di radici di ¢; appartenenti a S
sarebbe globalmente costante e, visto che ¢g = p e ¢1 = ¢, la tesi del lemma sarebbe dimostrata.

Fissati ¢, t' € [0, 1], siano (z;), (z}) le radici rispettivamente di ¢; e ¢p. Se ¢; e ¢y hanno un
numero differente di radici in .S, allora, per ogni scelta di una permutazione o € S, esistera 1 <i <mn
tale che esattamente uno tra z; e 2 () appartiene a S. Ricordando pero la definizione di h, ne ricaviamo

:;(z')‘ > h e, per Parbitrarieta nella scelta di o € S,,, da questo segue che d(7,,(d¢) , Tn(de)) > h.

Notiamo che la funzione ¢ : [0, 1] — C,[z] & ovviamente continua e percio lo & anche la funzione
Tno¢ : [0, 1] = CS,, visto che la funzione 7,, & continua per il Corollario 4.2. Ma allora, per
definizione di continuita, fissato un punto ¢t € [0, 1], esiste un suo intorno tale che per ogni ¢
appartenente all’intorno vale d(7,(¢¢), T(dr)) < h e per quanto detto ne segue ¢; e ¢y hanno lo
stesso numero di radici in S e cio dimostra il fatto che tale numero e localmente costante e chiude la

dimostrazione. O

|zi — 2

2E un fatto noto e elementare che la distanza tra due chiusi e limitati, definita come l’estremo inferiore delle distanze
tra coppie di punti, € diversa da 0 se i chiusi sono disgiunti.



5 Hoélderianita delle radici

Teorema 5.8. La funzione 7, € localmente %-hé‘ldem’ana.

Dimostrazione. Dato s > 0, dimostriamo che la funzione 7, ¢ %-hélderiana nel compatto B[z],
la tesi ne segue poiché ogni limitato di C,[z] & contenuto in B[z] per s sufficientemente grande.
Dati due polinomi p, ¢ € By[z], che ammettono come radici (z;) e (z}) rispettivamente, chiamiamo

Per definizione di C,(p) ogni sua componente connessa & unione di alpitt n cerchi di raggio r, allora
essa ha diametro® minore o uguale a 2nr. Il Lemma 5.7 ci assicura l’esistenza di una qualche & € S,
tale che, per ogni 1 < i < n, le radici z;, 2. (i) appartengono alla stessa componente connessa di C,.(p).
Unendo quanto detto si ricava quindi

=

Vi<i<n: <2nr = d(7n(p), T(q)) < 2nr = [2nCp(8)] doo(p, q)™ ,

3

!/
%7 250)

che dimostra che la funzione 7,, ¢ localmente %—hélderiana come cercato. O
Nota 5.9. La funzione 7, non ¢ localmente (+ + ¢)-holderiana per nessun € > 0.

Dimostrazione. Basta considerare un qualunque intorno del polinomio p(z) = ™, come gia fatto nella
Nota 3.4, e notare che se chiamiamo ¢(x) = 2™ 4+ u, dove v € C & un numero complesso di norma
minore di 1, allora

1
n

d(7a(p) . (@) = Jul™ = doo(p, )7 > doo(p, @)7 7.

3Dove con diametro di un insieme si intende la distanza massima tra due punti che appartengono all'insieme.
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