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1 Equazione del calore con termine del prim’ordine

Iniziamo dando una definizione che generalizza quella di probabilita gaussiana su R™.

Definizione 1.1 (Probabilita pseudo-gaussiana). Una probabilita « sui boreliani di R™ & detta
pseudo-gaussiana se esistono un’opportuna costante di normalizzazione x € R ed una funzione
V :R" — R tali che dy = ke V(@ dz ed inoltre la funzione V ha le seguenti propriet:

e E non negativa in ogni punto.

e B di classe C*°(R™) ed esiste una costante ¢ > 0 tale che HessV > cId. Tale costante
sara detta costante di convessita.

e La funzione x + |z|e~"(®) & integrabile secondo Lebesgue.

Nota 1.2. E banale convincersi che la probabilita gaussiana su R™ & una probabilita pseudo-
gaussiana, con costante ¢ = 1.

D’ora in poi, per tutta la sezione, immaginiamo di aver fissato una probabilita pseudo-
gaussiana -y con costante di convessita c.

Con la notazione W1P(R"™, ) ci riferiremo alle funzioni u € LP(R",~) tali che ammettono
gradiente debole anch’esso in LP(R™,~). In particolare lavoreremo negli spazi W12(R", v) e
W1 (R ~). Quest’ultimo spazio si pud caratterizzare in modo elementare notando che &
composto dalle funzioni lipschitziane limitate.

Definiamo ora un operatore analogo al laplaciano relativo alla probabilita v e dedichiamo il
resto di questa sezione a studiare le proprieta dell’equazione d’evoluzione associata.

Definizione 1.3. Denotiamo con A, I'operatore differenziale A — VV - V.

Proposizione 1.4. Data u € C%, e ¢ € WH3(R",v) vale

cp
/ eAyudy = — V- Vudy
n R"
e di conseguenza l’operatore A, ¢ autoaggiunto.

Dimostrazione. Si tratta unicamente di integrare per parti e svolgere i conti:

/ pAudy = KZ/ Ay (@er) —VV - VueVdz =

=K —Vu -V (cpe_v) —VV - VueVdx =
Rn

=—K Vu - VeV dr = — Vu-Vedy.
R R
O

La proposizione appena dimostrata ci permette di ridefinire in senso distribuzionale ’o-
peratore A, per funzioni che non ammettono derivate seconde. In particolare, data u €
WH2(R", ), indichiamo con A,u T'operatore che presa una funzione ¢ € WL2(R", ) resti-
tuisce — f]Rn V¢ - Vudy. Per il teorema di Riesz, quando 'operatore A, u risulta continuo puo
essere identificato con una funzione in L?(R", v) ed & proprio questa la definizione che prendiamo
d’ora in poi per A,. E facile convincersi che se u € W22 (R™,~) le due definizioni coincidono.

Definizione 1.5 (Equazione del calore). Parlando di equazione del calore con dato iniziale
ug : R™ = R ci riferiremo all’equazione alle derivate parziali

up = Ay,
u(0,2) = up(z) .



Enunciamo, senza dimostrazione, un teorema di esistenza e regolarita per ’equazione del
calore. Tale equazione viene tratta in [3] ed in [4].

Teorema 1.6 (Esistenza e regolaritd). Data una funzione uy € L*(R",7), esiste un’unica
funzione localmente assolutamente continua u : (0, co) — WH2(R",v) che sia derivabile in
senso forte' per quasi ogni t € (0, 00) con derivata Ayu(t, -) e tale che u(t, -), pert — 0,
tende a ug in L*>(R",7).

Se la funzione ug & anche in WY2(R™ ~) allora la soluzione u : [0, 00) — WH2(R™, v) &
assolutamente continua fino al tempo t = 02.

Inoltre, per ogni tempo t > 0 positivo, sia u(t, -) che |[Vu(t, -)| sono L>(R",v) e la funzione
u(t, -) é liscia.

Quando parleremo di soluzione dell’equazione del calore, intenderemo nel senso di questo
enunciato.

Mostriamo ora una serie di proposizioni riguardanti il comportamento delle soluzioni dell’e-
quazione del calore.

Proposizione 1.7. Sia f € C?(R) una funzione con derivata prima e seconda limitata e tale
che o f(0) =0 oppure f ¢ limitata.
Allora, se u ¢ la soluzione dell’equazione del calore con dato iniziale ug € L*(R",7), per

quasi ogni tempo vale
d

(wydy=— [ f"(u)|Vul*dy.
dt Rn Rn

Dimostrazione. Considerate le ipotesi su f, abbiamo che f(u) € W12(R" ~) e percido, per
quanto detto nella Proposizione 1.4 si ha

F)Audy=— [ f(u)|Vul? dy. (L1)
R R»

Ora fissiamo un tempo ¢ tale che u : [0, co) — W1H2(R", ~) sia derivabile in senso forte al
tempo t. Scriviamo come segue il rapporto incrementale

fluls,2)) = fQutta) g fluls,a) = St 2) ulso) —ulto) o

RN s—t re u(s,x) —u(t,x) s—t

e notiamo che, per I'ipotesi fatta su ¢, il secondo fattore converge in norma L?(R",~) ad u; = A,
Quindi, ricordando I’Equazione (1.1), per concludere ci ¢ sufficiente dimostrare che

flu(s, 2)) = f(ult,z)) 2@

u(s,z) —u(t, x)

f'(u(t, ).

Denotiamo con w(s, z) la differenza tra i due membri di quest’ultima formula cercata. Vorremmo
dire che w(s, ) converge a 0 in norma L?(R™,~). Ricordando che f” & limitata e sviluppando
con Taylor, ¢ facile ottenere che |w(s,z)| < |f"| |u(s,z) —u(t,z)|. La tesi & ora ovvia notando
che, per l'ipotesi fatta sul tempo ¢, si ha che u(s, ) — u(t, ) converge in norma a 0. O

Proposizione 1.8 (Positivita). Data ug € W12(R",~), sia u : [0, 00 ) x R™ — R la soluzione
dell’equazione del calore con dato iniziale ug.

Se ug € quasi ovunque non negativa allora anche u € quasi ovunque non negativa ad ogni
tempo.

!Si intende che il rapporto incrementale converge in norma L?(R™,~).
211 fatto che sia assolutamente continua fin dal tempo 0 ci permetterd di applicare il teorema fondamentale
del calcolo integrando derivate definite quasi ovunque.
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Dimostrazione. Definiamo la funzione 5 : R — R come

B(s) 0 se s>0
s) = .
Vs2+1—-1 ses<0

Notiamo le seguenti proprieta di S:
o e C*(R),
o 3" >0,
e 3 e B sono limitate.

In virtu di quanto detto possiamo applicare la Proposizione 1.7 ed ottenere

A wydy = [ Fwvidy <o

e percio, se ug > 0, allora fRn B(u)dy & una funzione non negativa, nulla al tempo 0 e con
derivata minore o uguale a 0. Da questo ¢ facile concludere che fR" B(u)dy =0 ad ogni tempo
e quindi v > 0 ad ogni tempo. ]

Corollario 1.9. Se ug € WH2(R™,~) ¢ tale che a < ug < b allora anche la soluzione u :
[0, c0) x R™ — R dell’equazione del calore con dato iniziale ug rispetta a < u < b.

Dimostrazione. La tesi segue facilmente dalla Proposizione 1.8 (Positivita) e dal fatto che
I’equazione del calore & lineare ed e risolta dalle funzioni costanti. O

Proposizione 1.10 (Decadimento del gradiente). Data ug € WH2(R™, ), sia u : [0, 00 ) X
R"™ — R la soluzione dell’equazione del calore con dato iniziale ug. Denotiamo con v la soluzione
della stessa equazione ma con dato iniziale vg = |Vu0\2.

Allora per ogni tempo t > 0 e quasi ogni x € R™ si ha |Vu(t, m)|2 < e 2¢ly(t, x).

Dimostrazione. Chiamiamo P; I'operatore lineare che, presa fy € L?(R™, ) restituisce f(t, -)
dove f e la soluzione dell’equazione del calore con dato iniziale fj.
Fissato un tempo ¢ > 0, definiamo, per ogni 0 < s < ¢, la funzione ¢* € W12(R" ) data
da
©° = e 2P, [\VPt_su\Q] )

Fissiamo ora una generica funzione ¢ € CZ; positiva. Se mostriamo che, indifferentemente

dalla scelta di 1, vale
/ O dy S/ ol dy

allora avremmo che quasi ovunque ¢° < ¢! e cio equivale alla tesi.
Quindi, ci basta mostrare che % fR" w1 dy > 0. Con facili passaggi algebrici si ha

d —4CS8
5 [evar= [ 2 p VRl @ dy(a)+
S JRrn Rn
+ / e, (Ps [|VPHu|2]) b dy+
+ / e 2 Py [~2VP_gu - V (A, Pr_su)] 1 dy

e ricordando che I'operatore A, commuta con P arriviamo a scrivere

1
- / W - 26725, [—c\vptsm? + 54, (|VPHu|2) — VPgu-V (A Pr_gu)| dry.
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Avendo noi gia osservato la positivita dell’operatore Ps nella Proposizione 1.8 (Positivita), ci e
sufficiente verificare che

1
—c|VPguf + 52, <\VPt_su\2) — VPu-V (A Prgu) > 0,
che sarebbe banalmente vero se per ogni g : R™ — R sufficientemente regolare valesse
1
—c|Vg[* + Pl (|V9|2> —Vg-V(Ayyg) >0.
Con facili manipolazioni algebriche si trova pero che vale I'identita (di Bochner)

1
587 (|V9\2) —Vg-V(Ayg) = > (99)* + 0igdyg - 0V

1<i,j<n
e questa implica la precedente disuguaglianza ricordando la definizione della costante c. ]

Proposizione 1.11 (Decadimento della funzione). Data ug € WH*(v) con [g, uody =0, sia
u : [0, 00) timesR™ — R una soluzione dell’equazione del calore con dato iniziale ug. Allora
per ogni f : R — R continua si ha 1tlim S f(u(t,2)) dy(z) = £(0).

—00

Dimostrazione. Innanzitutto notiamo che fR" u dvy ¢ indipendente dal tempo visto che, per la

Proposizione 1.7, si ha
d
— ud’y——/ 0-|Vul>dy =0,
percio dall’ipotesi fRn ug dy = 0 se ne deduce che fR" udy = 0 ad ogni tempo.
Inoltre, visto che Vug € limitato in norma infinito, ricordando sia il Corollario 1.9 che la
Proposizione 1.10 (Decadimento del gradiente), si deduce che

Vu(t,x 2 < Vg2 e .
(o]

Allora per la disuguaglianza di Poincaré in W12(IR™, v), che si pud applicare ricordando che u
¢ a media nulla ad ogni tempo, se ne deduce che u(t, -) converge a 0 in norma L?(R",~) per
t — oo.

Ora mostriamo che, a meno di estrarre sottosuccessioni di tempi, la quantita integra-
le [pn f(u(t,z)dy(x) converge a f(0). La tesi seguira per il solito ragionamento di estrarre
sottosuccessioni convergenti da sottosuccessioni arbitrarie.

A meno di estrarre sottosuccessioni dei tempi, visto che u converge a 0 in norma, possiamo
avere che u converge a 0 quasi ovunque. Allora abbiamo anche che f(u) converge a f(0) quasi
ovunque e la dominazione tramite una costante e ovvia per il Corollario 1.9, quindi possiamo
applicare il teorema di convergenza dominata e concludere. O
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2 La concentrazione della misura per le probabilita pseudo-
gaussiane

Fissiamo una probabilita pseudo-gaussiana  sui boreliani di R” e denotiamo con c¢ la sua
costante di convessita.

L’obiettivo di questa sezione € mostrare che le funzioni 1-lipschitziane sono quasi costanti nel
senso della misura 7y, cioe i punti in cui distano, anche poco, dalla propria media hanno misura
asintoticamente piccola. Per farlo, prima riconduciamo la tesi ad una stima di un integrale e
poi, dopo aver “regolarizzato” la funzione 1-lipschitz, mostriamo tale stima sfruttando i risultati
ottenuti nella sezione precedente.

La prossima proposizione vale in realta in una generalita molto maggiore, la enunciamo cosi
perché questa e la versione che useremo. Infatti e facile accorgersi che non viene usata nessuna
ipotesi relativa alla 1-lipschitzianita e neanche niente che riguardi le proprieta delle probabilita
pseudo-gaussiane.

Proposizione 2.1. Assumiamo che, per ogni A >0 e per ogni F : R™ — R che sia 1-Lipschitz

e tale che fR" Fdy =0, valga la stima fan eMdy < 3.
Allora, per ogni funzione F': R™ — R che sia 1-Lipschitz e per ogni r > 0 vale la stima

C7'2
7<F—/ Fd’y>r>§e_2.

Dimostrazione. Denotiamo con I lintegrale [g, Fdvy.
E chiaro che, per ogni scelta di r e A nei numeri reali positivi, vale

AF-T)

Lp-r>ry = — 5

e percio, integrando su R", otteniamo
YyF—-1>r)< e/\r/ AF=D dy

Ma ovviamente F'— I & una funzione 1-lipschitziana a media nulla e quindi per ipotesi arriviamo
a

2
YF —-1I>r)< 2 A
e ponendo A = cr in quest’ultima otteniamo la tesi. O

Quelle che seguono sono una serie di proposizioni tecniche di approssimazione delle funzioni
L-lipschitziane con funzioni Cg(R™) ancora 1-lipschitziane. Ci servono perché vogliamo “ap-
prossimare” una funzione lipschitziana con una che sia almeno W, in modo da poter applicare
tutte le proposizioni mostrate nella sezione precedente riguardanti il decadimento dell’equazione

del calore con tale dato iniziale.

Proposizione 2.2. Siano f : R"™ — R una funzione 1-Lipschitz e R > 0 un reale positivo.
Esistono una funzione f : R™ — R, anch’essa 1-Lipschitz, ed R > 0 tali che

e Se|z| < R allora f(z) = f(z),
e Se|z| > R allora f(x) =

e Per ogni x € R"™ wvale |f(x)] < sup |f(y)].
y€BR(0)



Dimostrazione. Definiamo le funzioni fi, fo : R® — R come

fi(z) = yeiél,fm) fly) + |z —yl,

fo(z) = sup f(y)—|z—y|.
yE€BR(0)
Con dei facili controlli si verifica che le funzioni f; ed f2 coincidono con f su Bg(0), so-
no 1-lipschitziane ed hanno segno opposto in tutti i punti di Bg/(0)¢ ponendo R’ = R +

Supye g0 |f (W)
A questo punto definiamo la funzione v : R> — R di modo che

z sel0<x<y
y sel0<y<z
Y(x,y)=qz se0>z>y.
y selzy=>z
(0 altrimenti

La funzione v & tale da restituire 0 se gli argomenti sono discordi ed invece l'argomento di
modulo minore se sono concordi. Dividendo in pochi casi si verifica che

(1, 51) — P22, 42)| < max(fzr — 22, [y1 — v2|)
e da cio & facile concludere che f(z) = ¢(f1(x), fo(x)) rispetta tutte le richieste. O

Lemma 2.3. Siano f : R™ — R una funzione 1-Lipschitz ed R,e > 0 dei reali positivi. Allora

esiste una funzione f € ot (R™), anch’essa 1-Lipschitz, tale che |f — f|ooBR(0) < ¢ e valga

|f(@)| < |f(0)] + R per ogni x € R™.

Dimostrazione. Denotiamo con f la funzione che ci e assicurata dalla Proposizione 2.2 dove 'R
¢ lo stesso nei due enunciati. E chiaro che una possibile funzione f si ottiene convolvendo f con
un mollificatore opportunamente scelto in funzione di €. O

Corollario 2.4. Data f : R™ — R una funzione 1-Lipschitz, esiste una successione di funzioni

(fn)nen C Copt(R™) anch’esse 1-Lipschitz e tali che convergono ad f in LY (R", 7).

Dimostrazione. Come funzioni f, scegliamo quelle che ci sono assicurate dal Lemma 2.3 con

— 1
R—nea—n.

Vale la catena di disuguaglianze

Li=piavs [ 1= nia@ s [ il

<2l +/ 1+ (F(0)] + ) dy(z)
lz|>n

n

IN

1+/|> 1£(0)] + [2] + [ £(0)] + |z| dy(z)

n

e quest’ultimo termine converge a 0 poiché |z| 4 |f(0)| ¢ v-integrabile. O

A questo punto arriviamo a mostrare il risultato centrale di questa sezione. Nella dimo-
strazione, dopo esserci ricondotti al caso regolare grazie ai precedenti lemmi, sfrutteremo le
proprieta dell’equazione del calore per dedurre la tesi.
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Proposizione 2.5. Per ogni funzione F': R™ — R che sia 1-lipschitziana e per ogni r > 0 vale

la sequente stima:
C?"Q
7<F—/ Fdfer) <e 2.

Dimostrazione. Visto che il Corollario 2.4 ci assicura che le funzioni 1-Lipschitz in Cgg, (R™) sono
opportunamente dense nelle 1-Lipschitz, possiamo assumere che F' sia anche liscia a supporto
compatto. Quindi, visto che & 1-Lipschitz, sappiamo che |V F \2 < 1 ovunque e questo sara usato
nel seguito della dimostrazione.

Ricordando la Proposizione 2.1, ci & sufficiente verificare che per ogni A > 0 vale
AG a2
edy <eze,

dove G = F — [, F'dy. In particolare notiamo che G ¢ liscia ed appartiene a Wheo(R™),

Chiamiamo u : [0, 00 ) x R” — R una soluzione dell’equazione del calore con dato iniziale
G. L’idea & studiare come la quantita fRn eM dry varia col passare del tempo, mostrando che
visto che all’infinito va alla costante 1 al tempo 0 non puo essere poi cosi grande.

Definiamo allora 1 (t) = [g. eMt:) dy, tenendo a mente che 1(0) & la quantita che vogliamo
stimare. Notiamo che sono rispettate tutte le ipotesi della Proposizione 1.11 (Decadimento della
funzione), percio ¢ ha limite uguale ad 1 all’infinito.

Studiamo ora la derivata di 1(t). Svolgendo facili passaggi algebrici, sfruttando la Proposi-
zione 1.7, e ricordando la Proposizione 1.10 (Decadimento del gradiente) otteniamo

d
el eAu d’y — _)\2/ |vu‘26)\u d’}/ > _)\26—2015/ e)\u d’y
dt Rn Rn n
e cioe d
() > —MNe 2Np(t) —= = (o v (1)) > S
Integrando tra 0 ed oo arriviamo a
)\2
log #/(00) —log9(0) = —5-
e cio e equivalente a quanto cercato. ]

Teorema 2.6. Per ogni funzione F : R™ — R che sia 1-lipschitziana e per ogni r > 0 vale la

sequente stima:
CT‘2
’y(‘F—/ Fd’y’Zr) <22,

Dimostrazione. Per ottenere la tesi ¢ sufficiente applicare la Proposizione 2.5 alla funzione F' e
alla funzione —F'. O
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Indicheremo con | -| la norma standard negli spazi euclidei. Inoltre in questa sezione, differen-
temente dalle precedenti, con ~ indicheremo la misura gaussiana e non una generica misura
pseudo-gaussiana.

I quattro lemmi che seguono sono tutti molto facili e ci serviranno come strumenti tecnici
nella dimostrazione del teorema principale. Le dimostrazioni sono tutte elementari e dal gusto
analitico.

Lemma 3.1. Sia || - || una norma su R™ e vy,...,v; € R" una k-upla di vettori. Allora vale
1 k
2 (2 e 2 max il
ce{—13klli=1 ==

Dimostrazione. Applicando unicamente la subadditivita della norma si ha

k k—1 k—1
Z Z €ivi|| = Z Vg + Z €ivi|| + ‘—Uk + Z €iV;
ec{—1,1}klli=1 ec{—1,1}k—1 i=1 =1
k—1 k—1
> Z (vk + Z ewi) + Z <—Uk: + Z 6ﬂh’>
ec{—1,1}k~1 i=1 ee{—1,1}k1 i=1
||t | + | -2 o] = 2l
e procedendo analogamente per gli altri v; con i # k si ottiene la tesi. O

Lemma 3.2. Fissato 0 < ¢ < 2 esiste un insieme finito T C S*™ con cardinalita minore di
8n
e= tale che, scelta una norma |- | suR", se

g g
te T (1—7)t< ¢ <(1 7)75
vi e Vi<t < (1+5) 1

allora
VEeR": (1—9o)t] <|It|| < (1 +¢e)|t.

Dimostrazione. Per comodita notazionale poniamo § = §.

Come iHQSieme T scegliamo una d-rete su S~ !. E facile trovare una é-rete di cardinalita
minore di 7, in particolare un insieme massimale di punti su S*~! che distano pit di § tra
loro € un possibile esempio. Per stimarne la cardinalita basta considerare i volumi delle palle
centrate in tali punti di raggio % e notare che tali palle sono disgiunte.

Innanzitutto & sufficiente verificare la tesi per i soli ¢t € S*™!, poiché poi si pud concludere
grazie all’omogeneita delle norme.

Sia M il valore massimo della funzione |||t||—1| per t € S"~! e tj; € S® un punto di massimo.
Sappiamo che esiste t € T" tale che |t — t37| < § e quindi troviamo

t—ty
M = sl =10 eadl =l +100 =10 < o=t 8 < =t £ =25 | 6 < 00+ a0+

e da qui si conclude con facili manipolazioni algebriche. O

Lemma 3.3. Per ogni n € N sufficientemente grande (> 68), vale la stima

Viogn
max |z;|dy > .
R 1<i<n e
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Dimostrazione. Per le proprieta di simmetria della misura gaussiana, vale

n
[Cmaxlelar =3 [ jala@ e[ el
=1 v R

In :man Z

ed applicando il teorema di Fubini-Tonelli possiamo continuare come segue l’identita:
+oo
—n [ faal [ Ay, ann) daan) =2 [ (a2 da(a).
R [_|$n|v‘$n|]n71 0

Denotiamo con C,, > 0 la costante tale che v([—C,, C,]) =1 — % Vista la definizione di C,, &
facile ottenere la catena di disuguaglianze

+o0o Yoo
[ e alen e @ 2 [ e (e o)) )
0

C

—T—oo 1 n—1 400
> [T (1 - ) )z [
Ch n n
C, Co 1—v([=Cn, Cul)  Ch
T e 7 ([Cn: 20)) e 2 2en

Unendo tutte le uguaglianze e disuguaglianze mostrate, arriviamo a

C
max |z;| dy > —,
Rn 1§z§n e
quindi non ci resta che da stimare la costante C,,.
Per la definizione di C,, sappiamo che

1 “+00 1 22 e 2 —+oco 12
— = / ——e¢ 2 dz = / e vz dy
2n c, V2m Vot Jo

c2 c2
T 1 _C, —=n
e 2 1 l—e~me 2
> / e O¥eTa dy =
0

v 2T Vore Oy ’

ma per n abbastanza grande (> 4) si ha che C,, > 1 e quindi si ottiene

2
1 >1—e*16_07n c Cj>2(1—e*1)
— = Cpes >~ —7
2n = 2me Ch " - 2me

n >

~| 3

che, per n sufficientemente grande (> 68), implica C,, > y/logn e conclude la dimostrazione. [

Lemma 3.4. Dati due naturali k,n € N ed un vettore t € SF=1, costruiamo la mappa ¢; :
R™ — R™ in modo che ¢y(X1,...,X}) =t1 X1 + - + 11X}

Allora il push-forward della misura Gaussiana di R™ tramite ¢; induce la misura gaussiana
su R™.

Dimostrazione. Per ogni 1 < i < n definiamo il vettore riga A; € R" come

Q n n
A=10,...,t1,...,0,0,..., t2,...,0,...,0,..., tp ,...,0
i n-+ti (k—1)n+i

e notiamo subito che tali vettori formano un insieme ortonormale. Allora esiste una matrice
ortogonale A € O(R™) che abbia gli A; come prime n righe. Di conseguenza, denotando con
e : R™ — R™ la proiezione sulle prime n coordinate, si ottiene che ¢; = mgn 0 A € cid &
sufficiente a concludere visto che la misura gaussiana € invariante per isometrie. O
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Il lemma seguente, ben piu difficile dei precedenti, sara il punto di inizio della dimostrazione
del teorema di Dvoretzky ed infatti il suo enunciato sembra essere una versione molto indebolita,
ma quantitativamente molto piu forte, del teorema stesso. In particolare la dimensione del
sottospazio a cui ci si riduce € molto pit grande di quella assicurata dal teorema di Dvoretzky
ma la stima che si ottiene sulla norma & invece decisamente meno fine.

La dimostrazione e anch’essa elementare ma molto meno intuitiva rispetto ai lemmi prece-
denti.

Lemma 3.5 (Dvoretzky-Rogers). Sia || - || una norma suR™ e sia m = [5]. Allora esistono m
vettori indipendenti uy, . .., Uy, € R™ tali che ||u;|| > % per ogni 1 < i < m ed inoltre per ogni
t € R™ vale

m

Ztiui S |t| .

i=1
Dimostrazione. La dimostrazione puo essere trovata in [1, pag. 61]. O

La proposizione che segue, pur non essendo esattamente il teorema di Dvoretzky, ne rac-
chiude tutte le difficolta e la profondita. Il fatto € che, piuttosto che trovare un sottospazio in
cui la norma e simile a quella euclidea, se ne trova uno in cui e simile ad una forma quadratica.
Questa differenza sara facilmente colmata nel seguito.

Sia nell’enunciato che nella dimostrazione stiamo molto attenti alle costanti e le manteniamo
esplicite.

Proposizione 3.6. Fissiamo un numero reale 0 < € < 1 e due numer: naturali k < n > 136
3
tali che k + 1 < £1o8n

1024¢2
Data una norma || - || su R™, troviamo k vettori vy, ..., vy tali che per ognit € R¥ vale
k
L=t < [D - tavif < 1+t
i=1
Dimostrazione. Fissiamo m = [§] vettori ui,uz,...,un € R™ con le proprieta che ci sono

assicurate dal Lemma 3.5 (Dvoretzky-Rogers). Definiamo quindi la mappa F' : R™ — R in

modo che
m

§ Sl

=1

F(s1y...,8m) =

e notiamo subito che, per come abbiamo scelto gli (u;), tale mappa risulta 1-Lipschitziana.

Volendo noi applicare il Teorema 2.6, ¢ naturale provare a stimare l'integrale rispetto alla
misura gaussiana di F', che indicheremo con I. Considerando la simmetria rispetto all’origine
della misura gaussiana, ¢ chiaro che

1
I :/ F(s)dy(s) = 5 > / [ F(e1s1, €252, ..., emsm)|| dv(s)
" ee{—1,1ym /R™

percio, ricordando il Lemma 3.1, otteniamo

1
o F(s)dy(s) > - @%I&IHWH drv(s) = 5 - lrgnl.%lsz‘l dy(s)

e quindi, considerato il conto svolto nel Lemma 3.3, arriviamo a

> Yiem

- 2e
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3 Teorema di Dvoretzky

Fissato un arbitrario elemento ¢t € S¥~! della sfera (k — 1)-dimensionale, consideriamo la
mappa ¢; : R™ — R™ che ad una k-upla di vettori Xi,...,X; € R™ associa il vettore
t1 X1+ - 4+ tx Xi. Ricordando ora il Lemma 3.4 ed applicando il Teorema 2.6, otteniamo che
per ogni r > 0 vale

7,2
V(Fog—1/2r) <207 (3.1)

. . .. _ . . . 8k . RN
Poniamo r = % e fissiamo un insieme 7' C SF~! di cardinalith e = che abbia la proprieta

assicurata dal Lemma 3.2. Dato un ¢ € T, definiamo l'insieme A; = {|Fog—1I| < r}.
Vogliamo mostrare che l'intersezione di tali insiemi € non vuota e per farlo verifichiamo che i
complementari sono piccoli.
7,2
Per I'Equazione (3.1) sappiamo che I'insieme A§ ha misura gaussiana minore di 2e~ 2 e tale
valore, in virtu della disuguaglianza che ci & assicurata dall’ipotesi, ¢ facilmente minore di ﬁ

Nel dettaglio valgono le seguenti implicazioni:
r2 1 8k 2 8k r? e &2 e 3logm

26_?§7<:2€?<€l7<:7+1<7<:k+*<7<:k+§<2T62

T € 2 g8~ 28

e 'ultima disuguaglianza e implicata dall’ipotesi. Le stime fatte sono sufficienti a verificare che
Iintersezione degli A; & non vuota, infatti

7‘2
7(“ At> 21—27(A§) >1—-2e¢ 2 -|T|>0.

teT teT

Percio esiste una k-upla X1, Xs,..., X € R™ che sta in tutti gli A; per t € T e cioe ¢ tale
che

m
VteT: [Pt X1+ +tXe) — I <r = |[D t: ) (Xj)aw| —I| <.

7j=1 7=1
Definendo v; = } > i1 (Xj)iui, quest'ultima equivale a
u r ¢
VteT : Ztivi —‘t‘ST:Z
=1
e percio, per la definizione stessa di T', otteniamo la tesi. O

Il seguente lemma mostra che, a meno di ridursi ad un sottospazio, una forma quadratica &
molto simile alla norma standard.

Lemma 3.7. Se Q : R?* — R ¢ una forma quadratica definita positiva allora esiste un k-
sottospazio V. C R?* ed una costante C' > 0 tale che per ogni v € V vale Q(v) = Clv|.

Dimostrazione. A meno di scegliere opportunamente una base ortonormale si puo assumere che
Q(x) = a2 + -+ + agrd, con 0 < ay < ag < -+ < ag.

Per ogni 1 < i < k, fissiamo (s;,t;) tali che s? + t? =1le ais? + a2k+1_it% =a E possibile
trovarli poiché a; < ap < aggy1—;. Definiamo quindi il vettore v; con coordinate tutte nulle
tranne la i-esima che vale s; e la (2k + 1 — i)-esima che vale ¢;.

Ponendo C' = ag e V = (v1,...,vx) € facile verificare che la tesi & dimostrata. O

Il teorema di Dvoretzky ora segue facilmente dagli ultimi due risultati.

Teorema 3.8 (Dvoretzky). Fissiamo un numero reale 0 < € < 1 e due numeri naturali k <

n > 136 tali che k +1 < S50,

Data una norma || - || su R™, troviamo un k-sottospazio S di R"™ ed una costante C > 0 tale
che per ogni s € S wvale

(1 —e)ls| < Clisl < (L +¢)[s].
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Dimostrazione. Grazie alla Proposizione 3.6, riusciamo a trovare 2k vettori vq,...,vg; in R"
tali che per ogni t € R?* si ha

2k
A=)t < D tivi|| < (L +e)lt].
=1

Denotiamo con ¢ isomorfismo da (vy,...,ve;) in R? che a Z?ﬁl t;v; associa il vettore
t3. Se ora trovassimo un k-sottospazio S di (vi,...,vs) ed una costante C > 0 tale che,
per v € S, vale |v| = C|p(v)| allora tale sottospazio rispetterebbe ovviamente tutte le richieste.
Osserviamo pero che |p(v)| € una forma quadratica definita positiva e percid quanto detto segue
dal Lemma 3.7. O

3Perché tale isomorfismo esista serve che i v; siano indipendenti, ma cid & una facile conseguenza delle
disuguaglianze che rispettano unite a ¢ < 1.
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