APV -5 - DIMOSTRAZIONI:

D1 (Teorema di Carathéodory):

Dimostrazione. 1l fatto che ¢ & una misura esterna implica che
w(A) < p(ANE) + (A E)

sempre. Per quello & ¢ @ & — misurabile se e solo se
@A) = (AN E)+ (AN E)

per ogni A o (2 Sia M la Buniglia di tottl inisemi @— misurabili,

Ovviamente @ e M e
EFeM—= =0\ Fe M.

Prendiamo adesso By, I © M, cosi abbiamo

o(A) = (AN E;) + (AN 1), =1,2VAC 0. (1.4.5)
Daobbiamo verificare (1.4.4) avvero

W(A) > (AN E) + o(AN (B0 ES), ¥A C Q (1.4.6)
per 1= ) U ;. Abbiamo le relazioni
Uy = Fyuilan B

[+
ANE = A0 U{AN(E )
wlANE) < (AN ) + @A (F 0 E)).

Cosi obleniamo
el AN E) + (A (B n kg <

< (AN EY) + (AN (B0 ED) 4wl AN (BN ESY) =

nmmm[l A .rr_:lr'rrh.j 2

= (AN ) +e(An E) = [ A).

-
wsiama] 1.4 5eomj 1

Questo raggionamento dimostra {1.4.6).
Por veriicare aditivitd linita prendiamo By, I e M, disgiunti.
L relagione (1.4.4) con A = I U By e B = By implica

el By W) = () + ol ).

Cuesta relagione l]up]l::n
N
e (U E) = el E;) (14.7)
F=1

per opni famiglia £ € M di insiemi mutuamente disgiunti. Prendeno
il limite N — oo otteniamo la rlim'qﬂ;l,‘r,ic:ult [:]Hi usiama i noovo il
fatto che o & numerabilmente subadditiva)

P (U7 1) > 3.



La dizequagions oposta & sempre vora, cosi arriviamoe alla conclusione
che ¢ o aditiva.
Rimane a verificare che M & o - alpebra, ciod

ffl!JEM,_I—].-lE,S.l"‘—} F'.:I—I-.-I;U1I11!JEM- {]..-'1.-3]

Ponendo
Py =UN  F

e usando il fatto che M & algebra possiamo serivere
AN EFN) =@ AN Fy 0 Ey)+ elnky n iy =

= wlAN Ey) +e(nliy)

per opni A < O Usando induzione otteniamo
N
(AN Fy) =Y w(AnE).
71
altra parte, sappiamo che Fy e M e quindi
I s BEP] ]

N
P(A) = @(ANFN)+p(ANFE) = > @(ANEy) +p(ANFe),
usiamo Fyck 1!

dowe

B =

Prendendo il limite N — oo troviamo la disequasione
@(A) =Y (AN B + (AN ) =
=1

(AT (AN F7).

Questa disequazione implica [ € M.

D2:

Dimostrazione. Le proprieta (@) = 0 & ovvia. Le proprietd
AC I = p(A) < (1)

o la subaditivitd pumerabile seguono direttamente dalla defingione
(1.4.19). Por essore pin’ precisi, per opgni snecessione

n‘)‘|,n1g:."'

di sottoinsiemi di £ non necessariamente disginnti dobbiamo verificare

la proprieta
@ ('U :;,.) <3 wlS;) (1.4.12)
= =

Per ogni £ = (I & per ogni 5; troviamo un ricoprimento numerahile

Sy Coaap, Ay A

A

tale che -
p(S;) < gmumjk] <9lS) + 5 (1.4.13)



La famiglia di insiemi
Ajpe A g, ke N, (1.4.14)

& numerabile, Uinsiome
¥ i
& = LSy

puo essere coperto con la Famiglin (1.4.14) di insiemi in A, Le dise
quagioni {L4.13) implicano

w(S) < 30D gl Au) <3 wl(S) + % <e+ ) olS;)
ik i i

¢ quindi la proprietd (1.4.12) segue.

O
D3:
Dimaostrazione. Ovviamente
wl ) < gl ).
Se
ol B e A,
allora poniamo
= En By E = E0 (0 (Ueee 1) 5= 2,3, - -
Abbiamo le relazioni .
Lk o
e I'unione -
Ly by
& disginnta, applicando (14.18), troviamo
wigl 4] = l:m..-,{ﬁ_;} < 2:”;.“{!@-}
¥ 1
e quindi
mo(E) < (E).
a

DA4:

Dimaostrazione, Ogni B € ¥ ha un ricoprimento
BouA;, Aj e Xy,

tale che

() <) malA;),
i

perche
B ouwd;, Ajeld,

e i & una misura o additiva che soddisfa (1.5.23), La definigione di
i ) = mi )

implica

() = m(E) = i F).



D5:

Dimostrazione, Ogni 1 e X con @ M) < 0o ha un reoprimento
EcA=uA;, A ek,

tale che
Wl 42> Z-m.][f!jj.
i

e quindi

ml AN B =m{A) - m( ) < e

Abbiamao le proprieta

By =1 A; 2 A

wel My ) = i Hy)

ingieme con o aditivitd di m, G implica

m{A) = i A). (1.5.26)

Abbiamo inoltre
AN E) <m(AY ) (1.5,

pragie a Lemma 1.5.1. In guesto modo si ottiene
el 1) = m{A) — m{ AN E) = m(A) —m{ AN E) =m{E).
Cuesta disequazione e la disequazione del Lemma 1.5.1 implicano

(1) = m( k).



D6 (Classi Monotone):

Dimostrazione. Prima di tutto

MI) € a(X)

- . . ta .
&ovvia, Per verilicare Uinclusione Opprosla
MT) 2 a(T)

serve a verificare che A(T) & o— alpebra,
Infatti, se T contiene §2 allora e evidente che A(T) o chinsa per
passaggio al complementare, perche

AT =\ A

& una classe monotona o chinsa rispetto alla differonza tra insiemi.
Abbiamo provato la prima delle due caratteristiche fondamentali d;
una o algebra.

Se una classe di insiemi e chiusa per passageio al complementare
o per intersezioni finite, applicando le Lepm di De Morgan, essa e
chinsa per unioni finite. Se inoltre una famiglia di insiemi e chiusa per
intersezioni finite e per uniond numerabili crescenti (terza proprieta
di classe monotona nell'slenco), allora questa sara chinsa per tutte le
unioni numerabili (altra proprieta fondante delle o— algebre).

Non resta che provare la chivsura di A{T) : la suddetta dimostrazione
si articola in due parti.

AceT Be MI)= Anl e MI)

Ae M), Be MI) = An B e NI)

Non si tratta che di effettnare banali verifiche delle proprieta di A—
sistema sulle sepuenti classi di insiemi:

M= {Be MD|AN R e M), A e T},
M = {B e NT)AN B e MT), A c MT)}.



D7 (Premisura):
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Dal libro:
Dimostrazione. Per ogni N = 1 abbiamo

N

iy {LI"]""r Z m.n

i1

Usanedo il fatte che wy & monotona ol teniame

[= =]

gl ) E g d

i1

quindi rimane a dimestrare la disequazione oposta

[E ]
mo(l) <3 mg(l}) (2.2.31)
i1
Possiamo suppore che ogni
I

ha centro in #; e lato L possiamo fare omotetia con centro zq e coef-

fciante
£

Nan
cont W oabbastanza grande, tale che dopo Mapplicazions dell'omotetia

A=14

dove {; & intervallo con lo stesso centro vy ma

mg(f){mn I; ]|+2“|

Questa relazione implica

| m

_— (I‘} \ f,-) < (2.2.32)

G

[

Usando il fatto che N
U lni(fy)

& un ricoprimento di T oed ricordando il fatto che T & un compatto
toviamo un ricoprimento finito

M T
Iou  Ine(ly),
per quale abbiame

M oM M
mgl(l) < Zmu“ =¥ (mu ) < (Zmﬂ{fjj) + 2¢

il i1 J=1

e qquindi vale {2.2.31). O



D8:
Dimaostrazione. Usiamo la definizione (2.3.37) o possiamo serivere

ol ) = inf {Zmn[dj:l, A;ely, KC l_l_,-_a'ij} (2.4.43)

i1

N
m'( A} = inf {Z mg(A;) Aje By, AC Uj_fij-} (2.4.44)

P
Le due quantitd non cambianc se usiamo plurintervalli A; & Yy aperti.
L compatesza di K implica

inf {Zm;{r'l,], Aje g, K C l,l:;.fl,} =
=1

N
— inf {Zmﬁmﬂ Aj € Y, A C U A, } .

F=1
O
D9:

Dimostrazione. Ovviamente dobbiamo verificare solo

W(A) = (AN K) + (AN K (2.5.48)
Por opni £ = 0 posgiamo trovare un ricoprimento numerabile

AcC LY ;_,1
l‘}|,]{r 1',]1(!
diam(l;) < =
L&
wlA)+e = Zmﬂ{fj]l.
7
Per il compatto K sappiameo che esiste aperto [0 5 K tale che
dist(l/*, K) < 5
e tale che
eI\ K) = @Ko\ U7 <« (2.5.49)

Deliniame
Jo={i 0k £ = {5 Lnk =}
Possiamo verificare che
ANK < Ujepd;, AN C Usend;
e quindi

el e = Y0 mo(l) =Y moll)+ > ma(ly)  (2.5.50)

Fedgiady iy Jedy

" "

>p(AnK)  >p(Anl)
La disequazione {2.5.49) implica
PlANUT) 42 = p(ANU) + AN K" —U") = p{An K7).
Cosl le disequagiond (2.5.50) dimostrano la disequazione
A+ 2 e(ANK)+p(ANKY) —¢
o quindi abbiamo (2.5.48). O



D10:

Dimostrazione, Sia {J [lllulHi:-l.Hi aperto limitato che copre i Llinsieme

Iy K
& un aperto limitate.

(uesto implica che

UK = U,

dove ['inione & quasi disgionta e ogni [ ¢ intervallo chinso con

mg(l;) < e

Usando il fatto che o & monotona obteniamo
N

w(ll) = Z-m.][fj].
il

Questo significa che la serie
Zmnﬂjj = 0o
i

converge ¢ per ogni £ = [ possiamo scogliore N = Niz) tale che

S melly) < % (2.5.45)

i=N
L insieme
IJI| =7l l'||I [L_.If |.'l'irlrj}

& aperto tale che

Koo,

Possiamo vedere che
'“| 1"!. K« Uj:\:—ﬂ”i'j.

La disequazione (2.5.45) implica che la misura esterna dell'insieme

WUizninly

& minore di £/2.

D11 (Borelliani):
1 |

LM, : ~y Gtrm

ikl \

58 1
)
'




D12 (Approssimazione con funzioni semplici):
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D14 (Beppo Levi):

Dimostrazione. La successione
Jelx) m
o
& crescente o quindi ha limite +oo o un numers in (0, o0), La fongione
[z} = sup filz)
k
o misurabile, perche

fo o fle) < M} =1y de i) < M}

Abbiamo la disequazione

Jin [ fix)ym < [ ) m.

Rimane solo a dimostrare che

kluhﬂa[ﬁ_[.r]l = Ln Sx)

Sia
0 < s(x) < f(x)

o & ¢ una fungione semplice. Per opni ¢ (0, 1) poniamo
I, = {:r:; fiulx) = r:H{:r:J}

Abbiamo
Fy © F gy

perche la successione fi ¢ monotona, Per ogni = e 00 tale che s(z) <
Jiw) esiste B tale che
Julx) = es(=z)

e quindi
Ll = (L

Cos'it concludiamo che

ffk'[!"]' m = j;‘tfk{!rrj m=e j;}j a(x) m.

Sappiamo inoltre (vedi Lemma 4.3.1) che

lim f s(x) = f.ul[_'r':l T
koo S o

e quindi per opni £ = 0 possiamo trovare N = N(g) tale che

./;;.I"N{:T-} mze*.[lsffr] m -



o quindi

ffkl[rr:] e = f!/ (x)m —e, VE=N,
i

&
1
La dizequazione

lim f felz)m = -::-[ s(x)m—s, Vee (0,1),e >0
koo 0 ' '
implica

lim | felx) m = / s(x) m.
i il

[ —
O
D15 (Fatou):
Dimaostrazione. Sia ge(r) = infop fi(z). Applicare il teorema di Beppo
Levi per gy(x). O

D16 (Convergenza dominata):
Dimostrazione. Abbiamo la disequagione

[felx) — Sire)] < 2g(x), quasi ovangue in £
Allirli{']li?ull” L(!][]_I[]i'l. l:]l I_—"i'l,.'r.l:.llll lll":[' ]i'l. H|]1:'::|"'..""\-."'ii|::l|]_|":
hi(z) = 2g(x) — | felx) — fiz)| = 0 quasi ovungue in £

In fatti, abbiamao
|ii[1 inf f:k{r.r.]l = 2qglx)

e quindi Lemma di Faton implica

2‘[;}(.1:] m < lim 'ml'f 120 — S — [} m <
0 koo

< zf glz) m — lim -“‘"l'f [fi = [ m
i k—pon L

Cosi possiamo scrivere

hlllHI][r[ |lfi—flm=<0D
kvon i1
o quindi

[lfk flm 0.
J1



D17 (Fubini Tonelli):
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D18 (Egorov):
Dimostrazione. Per ogni £ = 0 ¢ opni & poniamo
By = {r e iy = ktale che | (=) — flz)] = =}
Per opni & = 0 abhiamo
MNP, =W
Cosi per ogni & = 0 ¢ per ogni £ possiamo trovare N = N (¢, 4) tale che
m(Byy o) <2t
Sia
B(8) = neBy s e

Per ogni = & 2% B la successions (=) converge unilormamemnte su

IFAWES |
D19 (Sommabilita):
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D21 (Completezza Lp):
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Libro:

Lemma 4.8.1. Se [i € successione di Cauchy in LV R®) allorm esiste
sottoswccesione che converge .0,

Suggerimento, Sia

[ 1w~ frlar <2 (48.124)

come nel problema precedente. Possiamo considerare la successione
N-1
In(e) = fule) + 3 (fle) — (=)
il

prer lav snecessione

N-1

gn(x) = ¥ Ifinlx) — fi(=)]
i1

sappiamo che
anl(x) < gnalz)
glz) = ,}i/yéuriﬁ{m} < o0 q.0.

La funzione g ¢ sommabile, perche il teorema di Beppo Levi implica

[ L.

3 f low(x) — g (o)lde <3 2N <2,
woJe N

Infatii se
E = {x; glz) = oo}

ha misura positiva, la lunzione g non & sommabile, Cpsi deduciamo
che
gnlz) = glmlg.o.

e questo implica
fulz) = fq.o.
O

Lemma 4.8.2, S fi ¢ suceessione di Cauchy i LR allora esiste
uma sua soltosuccessione [y ed esiste [ e LY tale che

flfn'{:?“-]' FUr)|dxr —» 0.
B~

Suggerimento. Sia

[ 1)~ Ivistotir <2 (18.125)

Possiamo considerare la snocessione

N1
Inle) = film) 1 3 S (Fral) — file).
§-1



sappiamo che
5;‘1\"[9'-]' = !?er'[ﬂ
Th = ] oo .
glx) N'/L';u!]wf?‘]' o0 g

La funzione g & sommabile, perche il teorema di Beppo Levi implica

[ [
L Ew

[ low(2) — gy a(x)ldr < 32N
N
Infatti se
[ = {x: g{x) = ca}
ha misura positiva, la fonzione g non & sommabile, Cpsi deduciamo
ﬁlj_l‘:
gnlz) = glz)g.o.

e questo implica

fnlz) = [ e LYR™)q.0.

Il teorema di Lebesgue della convergensa dominata implica

[ 1n@) ~ sz 0.

D22 (Holder):

Dimostrazione, La disequazione & ovvia se p = 1 0 p = co. Sappiamo

che
L emptice$2) = {5(x) € LP(82); 5(x) & una funzione semplice)
¢ denso in 1P Cosi la disequazione segne dalla (4.9.126) e la densita

dello spazio L, . (£2)

D23 (Minkowsky):

Dimostraziene. La disequasione ¢ ovvia se p = oo. Sapplamo che

L i (S22} = {52} € LP(S,m); s(z) ¢ uma funzione semplice }

o denso in 17 Cosi la disequazione segue dalla (4.9.128) e la densita
dello Bpagio L:ﬂmpﬁm{ﬂ} |



D24 (Interpolazione):

Dimostraziore. Nella relazione

me=me:Lu%$m?Tﬂw

applichiamo la disequazione di Hélder (Lemma 4.9.1 con

1 g0 1 p(1-0)
Pz

g m

1/q 1y
Wiy = (/;; u{:‘r.]n“':if) (L 1.![51?}"”:&)

o usando le relagioni

(/ utx}"{ar-)]h - ([ 1) " (/ |f{:r:}|w_-r-)w'" _

SR

& Eroviaimo

= 1155 0

o
) 1y , Lig' pilfpx
(f wfx)? n.’fﬂ!) = (f | ()Pt 04 r.!:r:) = ([ |j'|[:r:]|”d.‘r) =
1} i 1
1

Il-llr ITF,[P'.*{EI] !

olteniamo (4.9, 130, O

D25 (Lusin):
Dimostrazione, F sufficiente considerare il caso f{x) =0, i,
Prima consideriamo il caso quando

Slx) = 1pgir) (4.10.137)

dove ¢ K ¢ misurabile. Usando Lemma 2.5.1 (per ogni insieme
I misurabile esistono aperto U 2 F e compattro Ky © K, tale che
w1 N B < 2) per ogni £ = 0 consideriamo la funzione

(x) — dlz, 1)
SEED = A, K) + d, Ue)

Si vode che E= l!'.?[,r"f}! it Em[]{rndn V=10 "I,I K troviamo un al:t!l'tu tale
che

mil V) <« (4.10.138)

ge(r) =1= flz)¥z e B\ V.

Cosi la funzione g soddisfa anche la proprietd
lae(x)| < |f(=)]. (4.10.139)

Nello stesso modo, se

N
Flr) =) ey, (4.10.140)
j=1



dove Fj sono disgiunti, costraiamo g, () e troviamo aperti Vj tale che

m(V;) < *E (4.10.141)

(M & un numero abbastanza grande) tale che
gi () = f(x) Ve e b5\ V;
La funzione

N
glr) = eygm,(x)
i1

adesso soddisfa le proprieti

g(r) = f(x) Ve € U (B \ V)

N
an-[ir";:l TE.
=1

Se [ & sommabile, allora esiste una suecessione di funzioni semplici
spl ) tale che
0 < se(z) < fiz)

j;‘.ﬂk[r] mr) = j;f.,l"{n'} mfx) = -/K selr) mix) + % (4.10.142)

Seguendo la dimostrazione del Lemma 4.8.1 {ogni suceessione i
C%Lﬂﬁlj,‘,i’ in LY ha una sottosnecessione che COTVET e JJ]I.IIT.H..i-:lIIutul'ﬂ |:|.-=J.}I
possiamo concludere che

sslr) A [(x)g.0.

La funzione sg{r) ha la forma canonica

Ny
ql{ T::I - L L& 1 H']-‘l-s
i=1

¢ Fip © K sono misurabili e disgiunti per j = 1,--- | Ni. Per ogni k
fissato siamo nel caso (4.10.140) e possiamo costruire per ogni sl )
nna fungione ge{x) € C{K) ed un aperto Vi tale che

gelz) = fele)We c (L F )\ Ve

miVi) < 27k,

Per la funsione g possiamo applicare il teorema di Egorov, O



