APV - 2 - DIMOSTRAZIONI:

D1 (Soluzione integrale al problema di Cauchy):
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D2 (Teorema di Cauchy):
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M = max{|f{t, )] - (ty) e | = J}

Si noti che I = J & compatto ed il teorema di Weierstrass implica che
[ & limitata, cosi M e B & ben definito, Owviamente si pud supporre

Sia fp = |ty — Tty + 1. 51 pud considerare lo spagio di Banach
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Consideriame la palla, delinita da:
=08 R ={yecX |y —wle < B}

Fasendo lo spagio X completo, ¢ B € X chiuso, allora anche quest nltimo
risulta cssere uno spario completo rispetto alla norma indotta.
51 procede quindi definendo laperatore

Ko Biug )+ X,
detto " peratore di il."rl:.l]l'i‘['['i-l.h:_ tale che
Kiy)

e definito da:
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Si nota innanzitutto che K ¢ ben definito ¢ abbiamo la proprieta
Wy € Hiug, b)

i ha
Kiy) e B, ).
Infatti:
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Ma per ipotesi [|f(f,¥(t))]| < M, da cui si deduce che:

1K (y) — gl < < M|t —tg| < M1 < b,
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Una volta assicurata la boona definigione di K & sufficiente dimostrare
che gquesta e una contrazione su B per T = 0 abhastanza piceolo,
Il teorema delle contrazioni infatti ci assicura esistenza i un unico
punto fisso (o punto unito) di K in Blug, ), quindi nel nostro caso di
nna fungione

u—ult) e Oy B

tale che K {u) = u, ciost
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definita sull'intervalle Fp, o risolvente dungue il problema di Canchy
(3.0.27). Tenendo conto delle ipotesisn £ (in I].‘-L]_'T.jf.!(ill:-l,l'l‘: la li|r—i|:}|it:r:ia|ﬁl'}|,“]
gl puo' serivere:
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e quindi abbiamo

1K (y1) — K{yzllee < LTy —ye

¢ poiche’ LT < 1, K & una contrazione,
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Versione quaderno:
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D3 (Lemma di Gronwall):
Lemma 3.2.1. Se T >0 ¢
w;c(tg — Totg + 1)+ BR* uy & CVW(tg — Toig + 1) ;R™)
somn due soluziond del problema di Conchy
wilt) = fit,uy(t)), te (to— T, to+1); (3.2.30)
Lljl{l'-u} = Uy I o
allorn
'l.l]{”l = l.lg{f-]
per

te(lg—T,tg+T).
Idea della Dimostrazione. La funzione
) = Jlug (2] — wa(t)]*
soddizfa la disequazione
w'(t) < Cwit), vity) = 0.

Possiamo applicare lemma di Gronwall e concludere che o) =0. O



Idea della Dimostrozione. Sia
¢
v(t) = :*.xp( Ji=) rlﬁ), tel.
La funzicne v soddisfa
V() = flt)oe(t),  tel,
con v{a) =1 e w(t) = 0 per tutti ¢ € [. Abbiamo le relaziond

d uft) w(t)v(t) — o'(E) uit) f tluft)oit) — [ vit)ult) a Le

dt w(t) i) w2{1)
cosl’ la funzione w(t)/v(1) deve soddisfare la disequagione
u(t) Q = 1ifal), tel.
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D4 (Teorema di Prolungamento):

Idea della dimostrazione. (prolungabiliti a destra della soluzione di un
problema di Canchy)
Sia

T={1 {0, A); Ju e C{{ig—T, tg+171); ) soluzione del Problema di Canchy }

ol

J=Juc R ||lu—uy = B}

Owwiamente " € & ¢ & non o vooto ed & un insieme limitato, Sia
j— er Ti.

Usando Lemima di Gronwall si puo vedere che

Lemma 3.4.1. Se

D<Ty<Ty, T,The8

(=T +715) = R
sone due soluzions del problema di Canehy

{ ll;{.r,] = f(t,u(t)), te(ty— T 0o+ Ty);

w(ta) = g (3444

allvra
wt) = ug(t)

per
te(ty —Tita+ 1))

Cos'i abbiamo unica soluzione
() € Oty — T to + Toa ); ™)

che & soluzione di

¢
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Se esiste successione {{g e, tale che
b A b+ T, nite) — u’
(g + Ty, 1) & un punte interno di 8 allora possiamo definire

—~ g
by + T, 17
come 'unica soluzione locale del problema

filt; by + T, 1*) = u* + f Slo, i by + T, 1* ) deder
o+ Tmaz



e nsando il Lemma 3.3.2 concludiamo che
Wt by + T, w*) = uilt),

per < by + 1 e vicino a ly + T
Allora
s (b — 1t + Thae) © IR — [R®
& prolungabile a destra di g + T che & in contradizione con la

definzione di T

Cosi la traiettoria
{leult)e e (g~ Toip + T )}
deve avere punto di acenmulazione sulla frontiera
i) = 5 1S,
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Versione quaderno:
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D5 (Lemma della soluzione del sistema differenziale):

ldea della dimostrazione. Rescriviamao il problema di Canchy nella form:
integrale

ull) = ug + f Al s)uls)ds, (4.2.02)
i
L'esistenza della soluzione locale
w(l) c C{-T,1T);B™

segue dal Teorema di Canchy. Per prolungare la soluzione usiamo
lemma di Gronwal per la funzione

E(t) = ().
Abbiamo la dizequarione
) = 2(u(t), w'()) = 20u(t), A{Ou(t)) < 2| AL |lw(O)]* = 2A00) E ().

Lemma di Gronwall implica
t
E(t) < B{0)e™®) ) alt) = / 2| A( )]s
D

[l principio di prolungamento completa la dimostrazione, O

D6 (Determinante):
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D7 (Lemma di Liouville):

Tden della dimostrozione, S\f]'hlpp'rmc]u if &erie per Lo~ by la aoluzione

di f;{.f:l = .r‘ll[.’.}lfrl[l}l 51 ottiene

i) = fi(ta)+ [yt (t—ta)+o(|t—to]) = SO AlLe)(i—Lo) f(ta)+o(|t—Lo]),
ottenendo cosi anche lo sviluppo della matrice di W(t)
(1) = (I + Alla)(t — to)) B(to) + of|t — to])
Calealando il Wronskiano e usando Lemma 4.2.2 si ottiene
W(t) = (14 trA{ta) (L — ta)) W{ta) + of |t — to])

Dhungue per un generico £

Wita) = trA(ta)W(ta).
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D8:
Dimostranzione. Per opni soluzione
wt) = A{t)uil) (4.2.96)
pussiama trovare ey, --- 0, tali che
w(l) = epey + e, (4.2.07)
Allora .
Ul = > ek
i1
& una soluzgione di (4.4.102} tale che
1 (0} = a0},
Il tecrema di inieitd della soluzione implica
L) = ufe).
O
D9 (Metodo di variazione delle costanti arbitrarie):
Dimostrazione, Abbiamno
w'(t) =¥ A0 G0+ enfi) =
i-1 P
=S A0+ D A0 =D f() + A)ult)
11 il j=1
e quindi (4.3.98) & equivalente a
pICAUTAUENAGE
=1



D10 (Principio del confronto):

Proof. Idea della dimostrazione
Supponiamo per assurdo che esista

e (),
tale che (3.6.52) non & vera, cio’e
i) = Y (). (3.6.53)
Consideriamo allora linsieme non vaoto:
A={t e (to,1y);y(t) = Y(t}}.

Sia
0—inf (3.6.54)

Ovviamente = tg. Per ogni € ({g, #) abbiamo
ylt) < Y(i)

e quindi

yll) < Y

e la definivone di @ implicano
y(l) = Y{0)
La condizione
y(0) = [(0,5(0) < F{0,y(0) = F(0,Y(0) = Y'(0)  (3.635)
o le equazioni (3.6.49), (3.6.50) implicano che
ylt) < Y(t),

quando £ e (00 +8) o d =06 piceolo, La lonzione y(t) — ¥(£) ha
massime locale in @ gquindi

y'() = Y1)

ma questo contradiee a (3.6.55). O



D11 (Stabilita asintotica): | |
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