APV -1 - DIMOSTRAZIONI:

D1 (Holder):

Idea della dimostrazione. Consideriamo solo il caso 1 < p, g < oo tali
che

1 1

R

f.l -I'"
Possiamo dimostrare la disequazione di Hilder solo per ay, by, positivi
per § = 1,2, .- n. La funzione f{z) = #® é convessa nell'intervallo
(0, oo, cosi’ possiamo scrivere

]
Z:F_.' - ]'IP']‘ R {P'l el | +-- "".I"'Iu:"n}i|| = i IEIT+' ° 'j"‘u"ﬁ' I:]_,E,]_H]
j—1

Ponenda

i 1y i
;= “Tfpr“bj =py = ;cf“,

possiamo reserivere (1.2.10) come segne
3B = 1,by > 0 =5 (aghy oot aghy)? <af 4 ooeal (1211)
i1

La proprietd (1.2.11) implica (1.2.9). O

D2 (Minkowsky):

Idea della dimostrazione. Abbiamo identitd

1T+ B =S (ay + by =
i=1

n

Z[”T + by }P_Iﬂ", + quj + 0P ay

J=1 i1
b %

s

g

Allpli{';ulrlc: la 1]'|H:c|1ln?.i| me di Hilder otteniamo

u 19 ¢ ow Lip
S8 = (Z{ﬂj -|-ij\]':‘"_1"") (Zu;') ;
-1 71

dove 1jp+ /g = 1, da cui si obtiens
I p—1}/p i Iy
T i i} _} B e
8 < (Z{ﬂﬂ'f’j)') (Zn;) o e L A
F il

. -
Sa < T+ BIE b

Orwviasmente la disequasione
— — —+
17+ Bl <@+ B (170 171,)

'l]up]l::'rt la cllﬁlﬂlll'run]'w]u! i Minkowski. [



D3 (Teorema delle contrazioni):

Dimostrazione, La dimestragione s fa in due Jrassl, Iniziama ad ocou-
Em,l‘t:i della -I'ﬂi_ﬂt.('!]l_x}l,: Emi ricaveremo |anicit,

Sia definita una successione Foorrente [0 suecessione delle iterate)
CONE SeEe

rn — -"|1{:"|]} y Tz — ll-lrl{:"l} N rrlsz'-"_lJ .

Slruttiamoe la metrica o e la proprietd di contragione per valutare la
distamesa tra due punti successivi o, 2, ¢

(2, 2a1) = AT (201, T(2)) < b d(@ay,20) = b d(T (2], T(2a1)) <
- kl‘! r‘f.l[:rn 2, T 1] o k" rl‘il:ﬂ'.‘nl :'i’f|::|.

Prendiamo due numeri me,n © M tali che mo< n0 attraverso la disup-
naglianza triangolare e la propriet di cul sopra

n—1 —1
Az, vm) = dlzg, re g bz, 1m) = l:dl::r?t-,:r?t-“} < d{xg,x) 2:#:* =
o FE Y
n—m—Il n—m—1
= d{ry, 7)) Z EE™ k™ (g, ) Z k.
ih il

Per n — oo, lultima  una serie geometrica che converge perch il
termine generale compreso tra 0 e 1, quindi

m

k
d{my, v ) = g, ) TF — 0 por T — 00

ottenendo il criterio di Canchy per le successioni. Passiamo ora dalla
completerza dello spazio X | la quale garantizee 'esistenza di

" = lim =,
FL—+oD

Poich la T nn’applicazione uniformemente continua, vale
T(x") = lim T{x,) = Hm 2gyq = 2",
. O

L'unicit si dimestra per assurdo: poniame che esista un secondo punto
y# tale che Tiy*) = "
=yt < =), Ty ) < kdey') = k=1

che contraddice le ipotesi di partenza. O
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D4 (Teorema di Ascoli Arzela):

|
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D5 (Funzioni in R™):

Disnostrazione. Sappiamo (vedl Problema 3.4.1) che la convergensa
della suceessione

T = (e, Iy, ?;’3 = (g, by ), - - -Trl'“ = (e, by -+

in (X o= No, oy =ody), dove (X, dy) e (X, de) sono due spazi metrici,
significa che entrambi le successiond

L N P/ S

bhlr?z:l”'bﬂ:l"r

somo convergenti in Xy e Xg rispettivamente, ] fatto che il teoremea di
Bolzano-Weierstrass vale in R implica che vale in B> R = R*. Possiamo
concludere la dimostrazione applicando induzione in s, ]

Proof. Consideriamo solo

inf f(x)= L.

relX 'H ]

Il fatto che f & limitata implica che [, = —oo. La definizione di inf
implica che esiste una successione minimezante, ciod

e X, L < flrg) < L4 % (3.8.24)

LH,. Hll,t:::t‘!ﬂﬁiu[]{r T I i[] ::c:mpu,ttn ;’5 y l‘.ﬂHj‘ IJHHH'[;;;[]IU cabrare sobtosnorss-
Bione
~ o0
i"'km }'m 1
tale che
litn =g, == & XL

TH—o

Usando la continnitd della fungione [ otteniamao
lim f{re )= fix
Tim f(r,) = f(z)

e le disequagioni (3.8.24) mostrane che

Dimostrazions. Se K & compatto allora K & chiuso e limitato.
Vicoversa, st consideri un insieme K limitato e chingo, consideriamo
il caso o= 2 per semplicitd.
Liinsieme K ¢ limitato, allora & contenmto in una palla B2{0, ). Si
consideri una successione in K, che essendo in B? avra® due coordinate:

i = (i, o) Wk e W



o tale che: .
laxll < R == |="] < R, |2 < R,

a a 1 ' i ' = P s
Essendo quindi #{" limitata, per il tecrema di Bolzano-Weisrstrass &

possibile estrarre una sottosuccessione che converga:

!F!EI} —F ﬁ:il ! .

-
L suceessione
_ Ll
Um = T,
& limitata qumrll [OSSIAIO s;c:v.glmm sobtosuceessione

g = Ty i1 gy = (2.

Cosi otteniamo due sottosuecessioni
=0 . o
) b,
el p LN |

lim :rrs:}
Fpos T

tali che

=2 Jim :rf’] — i
Fon T

In questo modo si puo ottencre per la sottosuccessione
oy 2
T =|{x .
”‘“'\! ('kmf- kw
la comvergenza
R — S ) R
gllf" Thpy = Ty B = (21, 207)

Se K e chiuso ovviamente =, © K. O

D6 (Equivalenza fra norme):

Proof. B sufficiente a vedere che la norma enclidea Il oo ed equivalente
. qualsiasi norma || - ||, ciod

=)l < Collzlls (6.3.32)

2l < Cal. (6.3.33)

Per la prima disequagione (6.3.32) abbiamo

el 15 T e i T =

123
izl < { D2 lesll ) el
i1

Cuesta diﬂt!:lll:;w:ii me sipnifica che

€ (R || lle) = = € (R, ]

& una fungione continna allora il teorema i Welerstrass implica es-
istenga di un punto y* con ||4* || = 1 ¢ tale che

=yl =  inf |y,
Iyl = i, Iyl



ovviamente ||y, || = 0 e possiamo affermare

llloo = 1 == llyll = C.. (6.3.34)

Per dimostrare (6.3.33) si prende 2 # 0 e si pone

T

el
Abbiamo ||yl = 1 e la proprieta (6.3.34) implica

=l = Nzl = Nzl lull = lelleats
quindi vale (6.3.33) con O = 1/, O

D7 (Differenziabile — Continua):

it @o Ao di §Am xorl € §(xot®) = $xa) 4 o(«'& pma.:
OU&a™) ¢ o (1&1°) pen h>0 om a>b -
(& uova idembita m&m&mqmmd.o %0, g(m%\ —»gw

x e a 7_ __,._é‘r

™ 0 s .

D8 (Teorema):

M Flxa B = Fe+ Ly s ot -;Mdamdo M;a&ﬁw comaw-
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D9:
Dimostrazione. Abbiamo la relagione
Sixtiv) = flx) +tV f{x)(v) + olt),

secondo la defingione della differenziabilita di f. La delinigione della
derivata diregionale i da

Jix vy = Jix)+ 0D f(x) + oft),

quindi

IV I(x)(v) = £, f(x) + oft)

£ posslamo scrivere

VIixhv) =1 fix) +oll) = V/[{x){v)=11f(x)

D10 (Differenziale totale):
Dimaostrazione: solo per n = 2. Sia U7 un aperto di B, sia x* € U e
sia [ 17— I una fungione tale che vi sia una palla

Bixt,ry o 7
tale che esistano tutte le 2 derivate pargdali in Bix, r) e
e, f(x), 8, f (%)

sono continni in x* . Vogliamo dimostrare che la funsione o differen-
ziabile in x* Per ogui

h = {hh hg]l

poniamo

h* = (i}, ha)
£ pOssiama serivers
"+ h) = JIxT) = JOx +h) - JixXT R ST R - f(x,
applicando il teorema di Lagrange abbiamo
T+ h) — J(x" + b)) = i, f(E, 05+ ha)hy,

SO+ ) = [(x7) = g, [, 9)ha,
dove £ = o] + O(hy), 5 = 23 + O(hg). La continuitd di &, [, =1,2in
(=7, 23] implica

i, J(E, 15 + ha) = 3, flx*) + o(1)

Ejz.tf[:;,-r;} = i, f{a) + o[1)
coEl otteniamo
iy, !['& g IiII"-’.}'h'l b mf':m'llﬂﬂhi b
=y, f{x#) by + e, [ (3 ) ha + of [[]]).
L'identita
S+ h) — J(x") = By f (0 oy + By [ (s z + o [ 0]

mostra la differenziabilita’ di f in x*. O



D11 (Derivazione funzione composta):

Dimostrazione. Differenziabilita di [, g respettivamente in oy o yg s
puo esprimere con le relazioni

f(rath) — f(xe) = F'(xadh + of[[B]), b e R™,

glyo + k) — glw) = g'(ya)k + ol [[k]]), ke B™.

Possiamo scopliore & B™ tale che
it k= [t h) =k = [(ro+ ) — [(z) = [(zalh + o{[IB]).
Usando la proprietd d) di Lemma 8.1.1 si trova
1Kl = CliRll = ok} € oAl
quindi
gl (o + h)) — a(f (o)) = g"(wo) S(xalh + o |[R]).

Il teorema & dimostrato, O

D12 (Teorema di Schwartz semplice):

Dimostrazione. Sia
x® = (2 M e U

. 81 seeglie varepsilon = 0 tale che (gui usiamo la norma enclideal)
[x € B ||l — =" <&} 1.

Si deliniscono due Innzioni ¢ e o come segne:

ity = walt) = Sl + 6,28 + ) — fl b)) Vs e (—e0)
bls) = (s} = Sl + 0,08 48— [0 4 8) Ve (—ee),
51 prova facilmente che, fissati ¢ e & nei rispettivi intervalli:
@alt) — wal(0) = thu(s) — (D)

Inoltre, applicando due volte il teorema di Lagrange:
i
put) 0. 0) = 17(6) =1 [ L (el 5,0 4 9 I (a1 43, 24)

i?f
- ilpyilrey (%o + &1, 3o+ )

o analogamente:
o2

[}
!:jT"HI‘J

Wels) — (D) = st (0 + L2, Yo + 1)
cont [&] < e iy < s

Facendo tendere & e s a0 (e quindi anche & e o )8 ha la
Lesi. O



D13 (Formula di Taylor in piu varlablll)
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Dl4 (Principio di Laplace):
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D15:
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D17 (Teorema sugli spazi compatti):
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D18 (Teorema del DIni):
ldea della dimostrazione. 8i consideri il relativo sviloppo al primo or-
dine di Taylor:
ey ma) = Plag, ag) i, Floy o) (@ —ag )4+, Flay, o) (me—ag ) 4ol | x—al| )

Tenendo conto che Flay, az) = 0, nguagliando a zero la prima parte
del termine al primo ordine si ottiene:

ey Flay o)y — aq ) + dpy Flay, ) (i — ag) = of |x — al|)
Per ipotesi,
Bl (a,02) £0,
si pud quindi ricavare x5 in fungione di x:
i, Fia*)
i, 1"(a*)

Applicando il teorema della contragione possiamo completare la di-
mostrazione. O

T = {1y

(o — )+ oof|lx — a®|).



