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•Tutti gli uomini sono mortali , Socrate è un uomo , quindi Socrate è mortale
i

predicati
→ e a

costante

( ) U ( ✗ ) , M ( x )
,
Sf linguaggio → serve a formalizzare una

proposizione logica
¥ × (Uci ) → Mcx)) n UCS ) → MCS)

formula della logica del 1° ordine ,
valida

.

( intuitivamente :

quantificare su elementi e '
vera in ogni interpretazione
dei simboli del linguaggio

• c' è qualcuno qui tale che se lui vince la lotteria tutti la vincono

p
il più sfortunato di tutti[

3- × ( Vix) → its Vcs)) Valida

Dim : per casi : o tutti vincono ,
its VCS)

,
o c' è almeno un ✗ che non

vince
,
TVCX) . Nel 1° caso prendo un ✗ qualunque . Altrimenti prendo

↳ ✓ → V vero-

un ✗ che non vince .

→ F → Fu V vero

Intuizionista' :
"
se c'è un ✗ devi darmi un modo per trovarlo

"

• h funzione binaria L = } h {

[ ✗ yz hcx , hey ,
z)) = y ]

→ ti y ( ✗
= y ) valida? (x es )

• Teorema ( Church ~ 1935 ? )

Non esiste un algoritmo che data una formula mi dice
a formule

se è valida
. ( L' insieme delle 4 valide non è definibile)

Però esiste un semiologoritmo ( è semi decidibile )
.

↳ più debole di un algoritmo

semi - Alg . è come una macchina

Esiste un algoritmo che
genera tutte le le valide in qualche ordine

E. Post Un insieme è decidibile se sia lui che il complemento

sono semidecidibn.li
.

"

macchina
"

che genera formule non valide

Formule aritmetiche +
,
°

,
0
,
1 → interpretazione usuale su 1N

le variabili variano su IN ( numeri naturali )



"
✗ è primo

"

↓
oppure

fa
,
b ( ✗ = a. b → ✗ = a ✓ ✗ = b)

←
Formule aritmetiche

congettura dei primi gemelli il

✗ 7 y > × ( y è primo n y +2 è primo )
= esistono primi gemelli
arbitrariamente grandi

y > × 3- z ( y + z
= ✗ n z -1-0 )

"
se do un intepretazione diversa a + e .

E
'

3- y > ✗ Y 3- y ( y > ✗ → y ) la g-rumba può
diventare falsa

"

¥

2 = 1 + 1

pulire in ogni interpretazioneNon si sa se è vera
.

Valide

H

Tea ( G-Òdel 1931 ) le formule aritmetiche vere non
sono neppure

semideadibici
.

ho già dato un' interpretazione

TEO ( GÒdel 1931 ) set è del 1° ordine le regole sono sempre
✗ le stesse e si conoscono

Sia T di assiomi e regole per l'aritmetica

ad es : µsuccessore

Soc = Sy → >⇐y (= / 0 , sit ,
• {

( Ssc -1-0
se ≠ o → 7g sy = >c) Q di

xy 1×+0
= "

| RobinsonJC - O = 0

× . Sy = sc -

y + a

✗tipo
di quantificatore ≠ da ocy

2º ordine : ¥ I ( Eco) n ✗ ( Px → Pcsx) ) → Tg Pcy )
7

induzione
ai

1º ordine : Data (✗
, § ) del 1° ordine metto l'aux . Indy

,
×

Faccio ined
.
solo sui pred .

che riesco a scrivere g- [∅ ( 0,5 ) n ✗ [ 0 ( × , ] ) ] → ∅ ( sx , y) ]
→ Z OICZ , y ) ]

lo

svantaggio : utilizzo infiniti assiomi

Vantaggio : sono del 1° ordine

a Peano µ infiniti assiomi
Pa = Q + schema induzione del 1° ordine PÀÌ Qt Ind 2º

cioè che

Tea (GÒdel 1931) dimostra solo → quindi non tutte
cose vere

↓

Per qualunque sistema T di assiomi per l'aritmetica ( dal T- PA )
le regole)

esiste una 4 formula aritmetica vera ma non dimostrabile in T .



Due domande :

coerenza di t (teoria)

1) esempio ? È CT ) → si può trasformare in una formula aritmetica

2) Come facciamo a sapere che è vera se non è dimostrabile ?

1) Con (t) = "
T è coerente

"

equivale a una formula aritmetica

Esempio : Y ✗ 1 ,
. . . ,

✗ n p (✗ n . . . ✗ n ) =L 0 allora p (E) E 2 [ E ]

C' È un polinomio esibibiee che non ha zeri ma non è dimostrabile che non li abbia

2) Se credo che T dimostri solo cose vere
,
devo anche fidarmi del

fatto che T sia coerente .

E io implica
,
non

T

• Connettivi logici
e
booleani : ^ ✓ → ? → sono sufficienti

↳ quantificatore : ti × 7 × → se ne possono avere altri
t

per ogni
>
esiste

0 = falso 1 = vero

a B a ^ B a v13 a → 13

0 0 0 O

no, | o , e

1 0 o 1 0

1 1 1 1 1

A
,
B sono variabili proposizionale (variabile a valore 0,1 )

a B le

formule proposizionale : con ^

r : : :
[ ( A v13 ) n 7A ] → B Tautologia = vera in tutti e 4 i casi

Def Una formula proposizionale è una stringa di-

simboli costruite a partire dalle variabili proposizionale ,
i

simboli ^
,
V
,
→

,
7
,
e la parentesi .

Grammatica I

Formula : : = Atomica / (Formula ✓ Formula) I ( Formula ^ Formula) / 7 Formula

9 ,
4 Formule ⇒ ( y v Y ) è una formula ecc .

La definizione è induttiva .

( an B → → A (a) non è una formula

tautologia C Formule Proposizionale



Semantica : ( = studio del significato /verità )

sia v : Variabili Proposizionale → 30,11

estendo v a Ù : Formule Prop → } 0,1 { usando le tavole

Ù ( ( y n Y ) ) = 1 se rt ( Y) = ] e it ( y ) = 1 \
,

Ù ( ( Y v Y )) = 1 se i (a) = , o no ( µ , = ,
i
£-•moti altri cosi

Ù ( y y ) =
/ 1 se è (9) = o

lo = 1

E ( y → µ ) =
So se è (9) = 1 e i (4) = o

( ^ negli altri casi

a tautologia ⇒ tv è ( y) = 1
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Tautologia C Formule Proposizionale

( a ✓ B) n 713 → a è una tant .

A B AVB (Av B) n 713 ( a ✓ B) n 713 → a

|
TB

0 0 1 0 0 1

due / 0 1 0 1 0 1 I
casi / 1 0 1 1 1 '

1)1 1 0 1 0 1

↳ 4 valutazioni

tutti 1
, quindi èSe la formula ha n variabili devo fare 2

"

prove .

una tautologia
si può riconoscere se 9 ( an ,

. . -

,
an ) | Non si sa :

è una tautologia in tempo a priori ci mettol tempo 2
"

polinomiale in lunghezza di Y ?

L =

linguaggio proposizionale = insieme di variabili

L - formule = formule proposizionale costruite a partire da L

valutazioni = v : L → 30,1 { Ì : l - formule → Io , 1 {

T insieme di L - formule

Mod
,
(t ) = | v1 per ogni µ c- T Ù (y) = 1 { sogni 9 è sempre vera in t

t

Eg T = } a v B I L = { A ,
B } ogni formula in T

escluse quelle false



Mod
,
( t ) = ) v1

,
va ,
V
,
} vi (a) = v, (B) = 1

Va (a) = 1 V
,
(B) = O

a ☐

fa ;
"

"

Io o 0

y ↳ (a) = O v3 ( B) = 1

vi { 1 1

^ girV
,
1 0

v
,
/ 0 1

T insieme di formula , 9 singola formula

¥ T t Y : ⇒ def Mod
,
(t ) C Mod

,
( Y )
-

( si legge 9 è conseguenza logica di T )
" Modi ( { 9 { )

E { A V B
,
7 A | KB

esercizio } 9 , ,
. . . ,
lfn | K Y ⇐ ( Y , ^ . .

.
^ Un → Y ) E TAUT

i

→ non ha senso
tautologia

( a → B) → c ( a KC

Le premesse possono essere finite ,
le formule no

scrivo KY se } { 1=9
[ insieme vuoto

OSS
.

K µ ⇐ YETAUT

T f- lf <⇒ Moda (T ) C Mod , ( Y)

⇐ tv : L → 10,1 { re Mod ( t ) → ✓ E Mod ( y )
-

V4 C- T E ( y ) = 1

V. y ( y et → v' (4) f- n )

se T è vuoto
,
v E Mod ( T ) è vero

⇐
se T è vuoto to we Mod (Y ) cioè 9 C- TAUT

4 è contraddittoria se non ha modelli ( = Mod
,
9 = | { )

⇒ 1=79

EI T è contraddittoria ⇒ Mod (T ) = } {

⇐ T t t



Oltre a 7 V n → ho anche 1-
" bottoni : formula sempre falsa

⇒ a v 7A E TAUT

A n la contraddittoria

Esercizio inventiamoci un connettivo ternario

a B C

o , i |
" """ " "

o 0 0 0

o 0 1 1

0 1 0 0

1

1 0 0 0

1 0 1 0

1 1 0 1

1 1 1 1

( a → B ) n ( 7A → c) equivale al nuovo connettivo

Qualunque nuovo connettivo si può esprimere mediante i nv → 1-

µ = (2) ✓ (4) V (7) V (8)

= ( TA n 713 n c) ✓ ( ta n Bn c ) V ( an B n 7 c) ✓ (an B n c)

Forma normale disgiunti va

DNF = disgiunzione di congiunzione di letterale

letterale = variabili
,
7 variabili

Ogni µ proposizionale , equivale a un DNF
--

9 = Y

Y t µ e µ ⇐ 9

Mod (Y ) = Mod ( y)

CNF =

congiunzione di disgiunzione di letterali

⇐ if a their B che c
' l '

la → B) n ( 7 A → c) ( a → B) = (TA VB )

( Ta v B) n ( a ✓ c) ← CNF

Per trovare la CNF si guardano i casi falsi e si dice



( non sto in questo caso ) n (non sto in questo caso) ecc
.

De Morgan

a v13 E 7 ( Ta n 713 )

7 ( a VB ) E 7 a n 713

7 ( a ^ B) = 7 A V 7 B

a n B = 7 ( la v7B)

avendo 7 con ^ faccio la V e viceversa

a 113 significa né A né B
"
con questo connettivo faccio

Tavola di verità : tutti gli altri

a 1 Ba B

|0 0 1

0 1 O

1 0 0

1 1 0

7 A = al a

A ^ B = 7 a 17 B

Basi di connettivi : 7 n ✓ → base

111

con quelli
faccio tutto

7 V base

1 base

a ④ B

0 0 0: :|

"

È
.

0

;
y

°

O

A ④ B E LA V B) n 7 ( an B)

✓

DNF depth
a VBV C ^ 2

' l '

n ^ ^
-

(a v13 ) ✓ C
' l ' letterali

a V ( B V C )



Unicità della lettura / Grammatica non ambigua
F : : = TF | ( F v F) | ( Fn F) | ( F → F)

Se non metto le parentesi la grammatica è ambigua

(an B) VC Y-
c

an B V C n

a

/ '
13

a n (B ✓ c) parsingtree di (an B) VC

notazione polacca \ n

( y v Y ) ~ v94 a

'
I
1 \
,( Y n Y )

~
n y y B

19 ~

79

q → y
~ → qy

^

(AV B)ne ~ nv ABC ) :-c
esercizio : non è ambigua )

→
/ \

a B
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T f- Y ⇒ Mod ( t ) E Mod (Y )
valutazione

} A V13 , 7A { f- B booleana

t
a B A v13 7A B Mod ( | a v13 ,

> a f) = / v I ✓ (A) = o

0 0 0 1 0 ✓ ( B) = 1 {
→ o 1 1 1 ①

n
1 0 1 O 0

→ 1 1 1 0 ① Mod ( B )

vogliamo estendere il concetto di conseguenza logica al caso predicativo
( = logica 10 ordine)

} tac ( a Csc ) → Bce ) )
,
Acs) / K BCS)

anche nel caso predicativo t t y ⇒ Mod ( t ) E Mod (Y ),

cambia la def . di Mod ( ) .

⑦ K è un simbolo della metaforici
,

prendiamo per buona questa teoria

ma potremmo formalizzarla ; come metal .

L - Struttura potremmo prendere la teoria degli ius . ecc

Un linguaggio è un insieme L di simboli di :
(o segnatura)



- Relazione a ogni simbolo è associata una carità = numero di

o predicati argomenti
- funzione le costanti hanno arita zero

, gli altri simboli

- costante hanno arità E IN

Esempio
- -

l = } 0
,
1
,
+
,

•

,
< { 0

,
1 costanti

+
,

° funzioni binarie → + : È → IR

• : IR' → IR

< relazioni binarie

L - termini : oc
,
ac -

y ,
1

,
o

µ simbolo
L - formule : tac ( x # o → 3-

y a.y
÷ 1 )

un

vocio) •ÈÈ
L - struttura : ( IR

,
ok

,
1
"

,
+

"

,

ok
,

<
"
) (Il pensiero non è

lineare è una↳ definiti dalla metateoriaL
'
= } 0,1 ,

+
,

• { spirale ⑨ )

L
'

- struttura = ( Matz, CIR) ,
o = (88)

,
1 = ( II )

,

•

Mat
,

+
Mat )

Il ruolo dei modelli è preso dalle strutture .

Fisso un insieme V ai simboli chiamati variabili

V = } >c , y ,
t

,
sci

,
oca

,
ac } , . . . } ( in genere V è numerabile

)

L - termini induttivamente :

1) V C L - termini

2) t
, ,

. . .

,
tu L - termini e f- E L . Simbolo di funzione n - aria

⇒ f- ( ta ,
. . .

,
tn ) L - termine

3) C E L simbolo di costante ⇒ c. L - termino

L = ) 0 ,
1

,
+
,

•

,
< | (0+1) . sc + 1 L- termine

+ ( • (+ (0,1) , Sc ) , 1 )
L - formule induttivamente :

↳ la più piccola stringa che verifica 1 , 2,3
I termini sono un insieme di stringhe ± una successione di simboli

1) ogni L - formula atomica è una L- formula

2) Se Y , µ sono L - formule ⇒ 79 ,
(Y n Y ) ,

( y v Y) , ( y → y) ,
t sono

L - formule .



Una L - formula atomica è del tipo :

• t
,
± te dove -4 ,

te sono L - termini

• Rl te
,
. . .

,
tn ) dove tu

,
. .
.

,
tn L- termini

REL simboli di relazione a - aria

E L= } 0 , 1 , + ,
°

,
< {

otsc < y.sc atomica

< ( + ( o
,
>c)

,
• (y , sc) )

Cosa è il simbolo ÷ ? /
Qualcuno lo mette in L

\ altri tra i simboli logici al pari di
^ V 7 → 3-

Non sarà mai una vera uguaglianza ma una congruenza Cral . d'equiv .

che rispetta le operazioni aritmetiche)

Per il momento la metto tra i simboli logici .

SEMANTICA ( significato) → L - struttura :

Una L - struttura M è data da

I) un insieme non vuoto M = don (M )

2) Una funzione interpretazione che associa ad ogni simbolo di L la

sua interpretazione in P
"

CE L simbolo di costante ⇒ c
"

c- M

f- C- L " funzione n - aria ⇒ g-
"

i M
"

in

REL " relazione n - aria ⇒ R
"
C M

"

qualcuno la chef . come R
"
: M

"
→ 30,1 {

idea ( an
,

. . .

,
an) E R

"

⇐ in M è vero Rlai
,
-

,
an )

ambiente Un ambiente è una funzione o : variabili → M

L = } ° , 1 ,
+
,

•

,
< | L - struttura R con le solite interpretazioni dei simboli

3- sc (x .sc <
y ) è vera in IR nell' ambiente Y ti 2

è falsa in IR nell'ambiente y
↳ o



Semantica di Tarski (definizione di verità )

"

oggi piove
" è vera ⇔ oggi piove
un

↳
è un autivirgolelte

M L - struttura
,
v : variabili → M ambiente

t L - termine Voglio definire t
' " '
"
E M

1) CE L costante ⇒ [
' m'→

= cm

2) × variabile ⇒ ac
'""

= ✓ ( sc )

3) f- E L siueb . funz . n - aria
, -4 ,

. . . ,
tn L- termini C ↳ C

"

f- '→ j
"

f- ( tn , .
. .

,
tn)
""
"

= f-
"

( t
,

" " "

,
. . . .tn

'"" ) RN RM

E L = } 0,1 , + ,
°

,
< { M - ( IR

,

0ᵗʰ
,

. . .
)

( ac +1 ) . ( 1 + 1)
'^ '

✗ ")
= 2 ( T2 t 1) E IR

Semantica delle formule

"

oggi piove
" è vera ⇔ oggi piove

1) REL simbolo relazione n - aria M L -stai

Rcts
,
. . . .tn )

" '
"

= /
ma se ( t!""

,
. . .

,
tn
' " ' ") ) e RM

- falsa se
" " ¢ "

atomica

2) Scrivo vero =L
, falso = 0

Y
,
Y L -

formule

il valore di verità di ( Y n 4)
' " "
"

,
( y ✓ 4)

' m'% ( > y )
' " ' ? (y → y)"""

si ricava da quello di Y
"""

, ✗
'" "

usando le tavole di verità.

il valore di Ì
"
'
"

è falso [
come lo definisco?

3) ( fac 4)
' M '
"

= vero se . . .

falso altrimenti

Esempio L = } 0 ,
1

, + ,
o

,
e { L - struttura R

o ambiente

Zac (ac.sc = It 1)
' "2

' "
= vera ( perché vi c- IR )

nota : non posso dire che 7 un L - termine t tc ( t - t = 1 . 1)
(☒ '
→



perché tale termine non c'è in L .

devo dire : esiste a C- IR te a. a = 1+1
-

ma questa non è

una L - formula
dico : esiste a c- IR tale che

(0C . ac = & + 1)
"R

,
× ↳ a)

.

Formalmente
,

(Zac f)
'm'↳

= vero ⇒ 3- a c- M tale che (g)
' " ' • [%])

✓ [ a /ac ] è un nuovo ambiente che coincide con v eccetto per il fatto

che da valore a alla variabile × . ( sovrascrive ie valore di a)
.

3- sc (sc.sc = y )
( ☒ ' Y " ")

= vero se esiste a e R (× . × = g)
(✗ ↳ " ' Y "

in effetti esiste ( a = Mt ) quindi la formula è vera .

7 sc (sc.sc = 1+2 ) è vera ( in IR) ⇒ esiste a c- IR tale che a. a
= ( 1 + 1)

R

"

la neve è bianca
"

è vera ⇐ la neve è bianca
.

CONSEGUENZA LOGICA

T insieme di L- formule

9 L- formule

T 1=9 i ⇐ Modi ( T ) C Mod
,
( Y )

Mod
,
( Y ) = } ( M

,
v) I Y' " '

"
= vera {

Modi ( T ) - n Mod
,
19 )

9 ET

ES L = } 0 , 1 , + ,

•

,
< { M = IN con la solita interpretazione

4 ( sc ) = Tab ( ab Ex → a ± se ✓ b E >c)

µ = fa ( Jsc a = set x n a > 1 + 1 → a u
,
v Y (n) n Y (v) n a = u to )

ogni pari > < è somma di due primi .

(y )
( "Yanebieute)

= vera ⇒ vale la congettura di Goldbach

È più facile capire T 1--4

→ Teorema di completezza di G-ódel
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Semantica di Tarski

conn - booleani

per
TE si seguono le tavole di verità

( toc 4)
"" ""

=/1 se per ogni ac.my
' " ' ✓ [ "a ] )

= ,

↓
0 altrimenti

quantif .
T

( 7 × 4)
"" ""

= 5 1 se esiste a em y
'Mitt% ] )

= ,

| o altrimenti

M l - struttura
,
o : variabili → M ( ambiente)

( t
,
= te )

' " '"

= 1 se t !"
"

= ti " ' "
↓ ↓ Ione vuol dire ?

simbolo metabolici
a = b ⇔ Ca , b) E D= ) (x , y ) tc × = y {

1-

diagonale b- •

a

Variabili libere
la n

VLC ti ≤ ta ) = variabili in t , u variabili in te

VL ( R (te .
. . .

,
tu )) = È

,

variabili in ti

VL ( y n Y ) = VL ( y v y ) = VL ( Y → Y ) = VL (y ) u VL ( Y )

VL ( 74 ) = VL ( y )

la know è più libera

% ! !!! ! ! ! !;
'

mai .www.x.ae

occorrenza occorrenza

←
legata ad libera di se stesso valore

E-sempi-VL-IEE.es#))nxF--e-J-- I di verità

Esercizio se ④ / vice ) =@ I vl ( y ) ⇒ ✗
"" ""

4
( ^ '» ] induzione sul n°

dei connettivi di 9
Èe: ( x > 1 + , J'

R
Tubicini

mi basta conoscere o Csc)

UCI ) = 2 vi g) = 3

⇒ ( x > 1 + 1)
(☒ '
→

= 1 ⇔ ( x > 1 + 1)
( ☒ '

w )
= 1

w (d) = 2 w ( y) = 4

( Y n y )
" "
'
"
= 1

se q
' " / v)

= , e y
' " ' v)

= 1

conviene che vi dia un valore a tutte le variabili

E-pie : ( se> y n y >a)
< Mio>

Se 4 è chiusa
,
cioè VL ( Y ) = ∅ , f

'" "

non dipende da v e quindi

↳ valore di verita



posso scrivere q
"
= Y

' "
'
"

per v qualsiasi
def

IMod
,
( Y ) = / ( m , v

) I y
' " ")

= I {

T '= Y ⇒ Modi ( t ) C Mod
,
( Y) dove Mod

,
(t ) = n Mod

,
( Y )

. /
"P"

YET

Se T
, 4 chiuse

,
non c'è bisogno di menzionare l' ambiente o

,

basta la struttura M
.

Ezio : T = teoria dei gruppi L = } 1 , •

,
C )

-1

{
µ t

costante op .
"
operazione

T = ) JC 1 . se = sc
binaria marcia

× . 1 = se

g
assiomi (della teoria dei gruppi )

ac - ( Sc )
- 1
= 1

scy 2- ( a. y ) . -2 = sc - (y - z ) {
>
Vita) =

9 =④ = a) → a = eIÌcita dell' alme .
neutro

-

, , , m.gg , . , ga,,

La
www.gwppipaaaa.aay

→ 7 grp non ab

T # toc y ( x.y-iy.sc ) esercizio: M = matrici invertibili
2 ✗ 2

→ a grp abe

T ¥ 7 they (sc.y-iy.sc ) esempio : M = In

⇐ : L -teoriaUna teoria è il dato di :

vuota → chi è L?
• un linguaggio L Modico ) = tutte le

L - Street
.

•

un insieme T di L - formule chiuse dette assiomi

La teoria è la coppia ( L , T ) ma se L è sottointeso scrivo solo T .

Def T è incoerente se t t t cioè se non ha modelli

cioè Mod
,
(t ) E Mod

,
( t ) = 0

cioè Mod , CT )
=

Def T è coerente se T ¥ 1- cioè Mode (t) =/ ¢ , almeno un modello

Def T è completa se è coerente e per ogni L
- formula chiusa 9

si ha TK lf o T 1--79

Esempi : 1) La teoria dei gruppi non è completa
, infatti non si può dedurre

se un gruppo è abeliano o no dai soli assiomi .



2) ZFC = teoria degli insiemi di Zermelo - Frenkel non è completa nonostante

le speranze che lo fosse

L = } c- {
(Cohen , 1963 ) (Gòdel

,
1941 )

ZFC ¥ CHI ZFC ¥7CHI CH = ipotesi del continuo

CH : ogni sottoinsieme infinito di IR è in bisezione con IR o con IN

3) 1- = Teoria degli anelli commutativi con soli due elementi → completa !

L = } 0,1 ,
+
,

° {

se 9 è vera in 2123 TFY

4 è falsa in 212 ) T 1=79

T è completa

4) A Cao = teoria dei campi algebricamente chiusi di caratteristica 0

( = } 0 , 1 , t , • {

¢ E Mod ( AC Ao )

Ch ¢ Mod ( AC Ao )

Assiomi :
0 - 2C = o = JC . O

{1.x = JC = × . 1

scty = y te , Cscty) + z = di + ( y + 2- )

campi
a. y

= y.sc , ( Sc -

y)
- t = JC. (y - z )

| >c. ( ytt ) = a. y + a. z
toccato → 3- y >c. y

= 1)

fa b 3- se sè + asctb = o

0--11{ abc 3- se si + ascttbsc + c = 0 carota . { 0+-1+1
algebricamente zip

o -1-1+1+1

V-abcdfscs.cl/-asc3tbsc2+csc+d-- 0 ;vinsi

| :

servono infiniti assiomi !

Ch ¢ Mod ( ACAO) → ✗
<
-2 non ha radici

IR ¢ Mod Cacao) → è -11 non ha radici

I polinomi di 1° grado hanno radici in ogni campo



À c ¢
,
là e Mod (Actio)

À = / a c- E I a è radice di un polinomio pcsc> c- ① [ a] a coef . in ch {

IT ¢ È serve la dimostrazione

/ I = ☒ o I ¢ I = 2×0 è ⇒ e non sono neanche isomorfi
stessa verita

⑥ = 0 (elementaremente equivalente ) cioè per ogni q chiusa Y
è ÌÈ .

Izo se prendo due modelli A
,
B di ACAO ho a = B

.

Ce ACAO è completa .

Se µ è vera in e ⇒ è vera in tutti i modelli di ACAO

⇒ ACAO 1=4

Teorie per l' aritmetica

( = } 0 , S ,
t
,
• {

↳
successore

Diamo una teoria completa per ( 1N , 0 ,
S
,
+

,
o ) ← L - struttura con 0

,
S
,
+
,

o

interpretati nel solito modo

TG ( IN ) = } 9 I 9
"

= 1 } teoria di 1N

T assiomi : tutte le formule vere in IN

questa teoria è completa ma ha un difetto : non so dire se ad esempio

\
non conosco gli assiomila congettura di Goldbach è un assioma .

Cerchiamo teorie T C th ( IN ) di cui conosciamo gli assiomi

teoria di Robinson Q E { 0 , S , + ,

• {

Q1 ti × y sx = Sy → ✗ =y Da questi assiomi non
Q 2 5×-1-0

riesco a dimostrare neanche
Q 3 ✗ + o → 7g Sy = ✗
Q 4 ✗ + o = ✗

che il + è commutativo !

05 ✗ tsy = SC ✗ + y)

Q 6 ✗ ' 1 = ✗

07 × - Sy = ✗ -

y + ✗

È completa ?Nomad
,
( Q ) = / IN , e poi ? {

Definisco Cac è pari ) = Jy ( y + y = >c)

(x è dispari) = 3- y ( scyty ) = × )



Q ¥ tac ( SC è pari v × è dispari) : Z [se ]
"

e Mod (Q)

Q # Hoc ( SC è pari ✓ × è dispari) : IN C- Mode ( Q )

2 [ × ]
+

= i polinomi pcsc> E Z [ x ] tali che pc >c)= 0

0 PCJC ) = a ◦ task + . .
.

t
an X

"

con an > o

con 0
,
S
,
+
,
° definiti nel modo ovvio .

I = SCI - 1 ) x -1 E Z [x ]
"

I non è né pori né dispari : ☒Pca) tc pcsc> + pcoc) = sc perché ≤ ¢ LEXI
2

① è incompleta .

Es ! Peano (= PA) ( definito nella 1ª lez )

Pa k fac ( x pari v I dispari )
- o -

Come mostro TK 9 ? Come nostro T # 9 ?

metodo 1 : A buon senso metodo 1 : si trova un contrariodello

metodo 2 : regole fisse metodo 2 : sconveniente
↓

vantaggio : sono meccaniche
,

le posso insegnare a un

computer

es : T t t t t ✗ → p d Ed

T FB

11-10-2021 Lezione 5 Prof . Berovedncci a)B sono elementaremente

equivalenti

⇐ 1- è completa ⇔ è coerente e V-a.BE Mod (t ) a≥ B cioè tl chiusa

fa è vera ⇔ YB è vera .

la Semantica di Tarski fornisce una def di T -1-4 ma non un algoritmo .

Vogliamo definire una relazione 1- che poi a posteriori si dimostra

equivalente a F
.

T t 4 si legge
"

4 è dimostrabile da T
"

T t Y "
"

"

Y è conseguenza logica di T
"



ilbert

Regole di inferenza Gcutzen

Prouuitz

① Ttt t ta t t dnb T t dnb

t t dis t ta t 1- B

Ti- ✗ Ti- B Tid 8 Ti '-0 ( dove T
,
a = TU /di )

T I dub t t dub T
,
d VB 1- 0

⑦ Ttd TI- ✗ → B T, L 1- A

B- Ti- a→ a

lemmi :

per dimostrare B dimostro ✗→ p

( idea : 7A = a → 1- )

! IL 1- 1- (Rai) T . > di- 1-

T 1- L T 1- 7L reductio ad T 1- d(
dal bottone absurdum

dimostriamo qualsiasi cosa
potenzialmente infinito

Indebolimento : ti- L
,
Tus 1- 2

Assiomi T
,
2 1- X Ttt t 1- 74

1- 1- 1-

le regole qui sopra valgono sia per la logica proposizionale che predicativa .

R-egofpert.TL L - linguaggio :

T insieme di L - formule
④ T 1- tocca dove t è un termine Y L - formula

T 1- y [ tra] sostituibile per × in ll t L - termine

T 1- 9 e × ¢ VLCT) = quei VL ( Y)
1- 1- tac Y

(
idee : 7×4=-77×74 unendo

⑦ Ti-4 [the ] dove t è sostituibile le regole per te 7 ottengo )
T 1- 70C q quelle dell' esiste

1- il 1- 8 se ¢ VLCT , a) idea : toc (YCOC>→ 8) → (za Qsc)) -18
-1,7×91-8

Esempio ( vogliamo usare le regole anziché le tavole di verità )

1- A VTA ( mi dice che è uno- tant . )

Soluzione : non posso sperare di avere 1- a né 1- 7A
,
devo usare Raa .



1) 7A 1- 7A (Assioma di base ) (*) deduco (3) da (2) e

(4) dagli assiomi
2) 7 A 1- a v7 a ( Introduzione di V )

ho aggiunto un tip
-

3) 7A
,
7 (a via) 1- a via ( Indebolimento) teorema :

Nel caso proposizionale
4) 7A

,
7 ( a ✓ 7A ) 1- 1 ( A VTA) ( Ass) 1- µ ⇒ µ TAUT

.

5) 7A
,

) t t ( 3+4 + Intro t )

→ AV >A

6) 7 ( A VTA ) 1- a ( RAA
,
T
,
7A 1- ⇒ TI-a)

Ripeto gli stessi passaggi ma per A (anziché 7A )

7) Al- a

Regole intuizioni>le = tutte le regole \ } RAA {
8) a 1- A V 7A

A partire dalle regole intuizionista si ottengono
9) A

,
7 (a v7 A) 1- a v7 a sistemi equivalenti , aggiungendo una delle seguenti :

10) A
,
7 (AV Ta) 1- 7 ( a ✓ 7A ) 1) aggiungo RAA 3) aggiungo 1- 77A → a

11) A
,
7 ( A v7 A) 1- 1-

2) aggiungo 1- avra 4) T
,
di- B T

,
72 1- p

T 1- a
12) 7 (a VTA) 1- 7A (RAA) Esercizio : Dim

.
che sono equivalenti

13) 7 ( a v7a) 1- 1- (6+-12+1) Con la logica intuizionista non si dica :

1- 3- x (vcx) → tiyvcy))
14) 1- A VTA (RAA)

teruniuisastitnibilip-a.iq

fa 7g ( y# a) I / 3-y
(y #y ) non è vero che da trase ottengo

[ q ( t ) con t termine qualunque .

V' × Pac ) i / 9 (y)

servono restrizioni :

TI tocca con t sostituibile cioè tale che le variabili di t non

ti- 9 [tac] diventano legate dopo la sostituzione 9 [ tac ] .

I termini chiusi sono sempre sostituibili .
I termini aperti potrebbero

non esserlo : se 3-y (y #×)
1- 7g ( y # z) VA BENE !

f predicato

Esercizio : 70C 7 Pcsc ) 1- 7 tac Pce) ( = { P }

Soluzione :
y Pac )

,
xp(sc) 1- Pcz ) =P(a) [ZAC ]

xp(sc)
,
7 Pcz ) 1- Pcz)



xp(sc)
,
7 PCZ ) 1- Tpcz)

xp(sc)
,
7 Pcz ) 1- 1-

7 Pcz ) 1- Ifsc Pcx)

] -2 7 Pcz) 1- 7 toc PC>c) potevo mettere
ovunque sc al posto di -2

non ho adoperato RAA → È intuizionista
.

E-semp.io : 7 Tbc Pc >c) 1- 3- se TPC>c) Serve RAA

Soluzione : 7 Pca) 1- TPC>c) (Ass .
)

7 PC>c) 1- Jsc TP ( sc) ( Intro a)

7 Plx )
,
7 Ex TPC>c) 1- 1- (perché ottengo sia 7×7Pac) )sia 770C 7 Pcsc)

7 Jsc 7 Pca) 1- Pcsc) ( RAA)
-

Indebolire
.

77k Plsc)
,
77 se 7 Pc >c) 1- 1- (ottengo sia 7 toc PCE) sia fatta))

7 x Pcsc ) 1- 7×7 Pca) ( RAA)

legale dell' ±

1- ac E a

1- 0C È y ,
✗ [ oche ] 1- ✗ [ y /µ ]

con agg sostituibili per u in d

d = -30C ( se tu) | motivo per cui
d [gli ] = Jsc ( se# y ) serve oc

, y) sostituibili

a [ se /µ ] = 3- sc (✗ toc )

Esercizio : • se è y
1- y

E a

• × E y , y
è z 1- se è z

Prossimo obiettivo : T 1=9 ⇐ T 1- 9

15-10-2021 Lezione 6 Prof . Berardacci

× è sc

se ÷ y , 4 [ sche] 1- y [ a/a ] sc
, y sostituibili per u in 4



Esercizio

sc-iy-y.sc

come 9 prendo ME sc
.

Per la 2) ho sciy ,
se è >C 1-

y-iscsc-yi-x-sc-y.sc( intro → )

1) 1- sci a

sc-iytoc-ococ-yi-y-s.ci
]

[
Transitività

se è y , y è z 1- se è z
. Come 9 prendo ( n ÷ z )

Dine . y Esc , 9 [ sta] 1- pesche ]

y Ex, y-iztz.IE

y E -2 1- y E se
→ xè -2f.

( es. precedente>

SCI
y , y

è 2- 1- x i z

→
a e- y , yiz i sc E Z

.

☐

Domanda :

grey , q [ se/a] 1- 9 [Y/ a ]

Esistono operazioni binarie che

rispettano le regole dell' = maI
non sono l'uguaglianza ?

0C Ey 1- y
è sc .÷
:".

0C E ×

Dal 2° gruppo di regole non si dimostra L = } + {

0C y 1- sc + z ÷
ytz .

Si ottiene dal primo gruppo con 9 : act 2- è utz

sciy ,
9 [Iz ] t Y [ Iz ]

•
Oct 2- = se + -2

,
1 JCTZ = y + z



mi manca da ottenere 1- sctz ÷ sc + 2-

lo ottengo così : 1- ✗Ex

1- tac (scia)

toc + z è scxz actz è sostituibile al posto
di sc in oc E se

Leibnitz

✗ =

y (⇒ tip ( PCE ) ⇒ Pcy )) →
uno dei modi per pensare l' uguaglianza

T 2° ordine

Def Ti DN 9 DN = deduzione naturale ( Prewitt )

⇐def .
'

i.I.i T
,
a 1- p

✗ Ti- ✗ → p
esiste una successione di I
coppie (Tn

,
91)

,
. . .

,
(Tn

,
Pn) tali che p

cfn =p Tn = -1 per ogni ieri ✗→ p

(Ti
,
Yi ) ( lo penso come Ti tifi ) si ottiene da uno o due coppie precede .

tramite una regola , oppure ✗ i c- Ti
.

O meglio : dimostrazione formale

1- 1- ☐Nlf ⇐ 7 successione TÈ tale che ogni
( ti

,
lei)

o è un assioma ( cioè ai c- Ti) oppure segue da coppie precedenti

tramite una regola e te , . . . ,
Tn sono insicuri finali di formule ,

T > Tn
, Yn - il

Tee ( compattezza sintattica)

T 1- ☐N 9 ⇒ 7T
'
C T T

'

1-
☐µ 9

finito

Dini: ovvio

G- ( compattezza semantica )

T F 4 ⇐ E T' CT T' 1=4

finito

non è affatto ovvio !

( falso per la logica del 2° ordine )

si deduce dal fatto che ti>µ equivale a K



E-seuep.ie L=/ 0,1 , + ,
• | linguaggio dei campi

Y L -formula chiusa

Y vera in tutti i campi di caratteristica zero

⇒ ] p primo tc 4 è vera in tutti i campi di caratteristica =p

Dica .

F- teoria dei campi
"

ll è vera in ogni 1kL' ipotesi dice che Tu } 01=1 , o -1-1+1 , . . . { FY Charl/K) = 0 "

per il tuo di compattezza esiste un sottoinsieme finito SCTU / 0--11,01=1+1, :{

S f- Y ⇒ TU } 01--1 , . . .

,
◦ ≠ 1- +

. . _
+1 { 1=4
÷

Quindi 4 è vera nei campi di Char. > p

PA = Q + schema di induzione E } 0 , sit ,

• {

PA ha un modello non isomorfo a IN .

Dim : sia L' =L u } < { c nuova costante

1- = PAU } c -1-0 , ctso ,
Ct SSO

,
. . . {

Chae T ¥ 1- ( cioè T ha un modello )

seg esiste S C T S K 1- ( compattezza)
finito

⇒ In PA Ufc =/ 0 , . . . , c. ≠ SSS
. .
-0 } ⇐ 1-

un

n volte

Però prendo una Lu / CI - struttura M fatta come 1N ma con

C interpretato come n +1 . Assurdo . QED Claire .

Quindi esiste M E Mod (T) M LUIC { - struttura

MIL è un modello di PA non isomorfo a 1N perché contiene un

elemento ( c
"

c- M ) diverso da 0
,
1
,
2

,
. . .

☐

) ( ◦ ◦ o ◦ ◦ ◦ )n -- ( ↓ ! ! !
. . . ↑

↑

c'^ (+ C

so solo dimostrare che esiste ma non lo so esibire !

È
un modello strano .



Espansioni LCL
'

a L - struttura

B L' - struttura

B si dice espansione di A ( a restrizione di B) se domD= dovea

e i simboli di L sono interpretati nello stesso modo in A e in B

It ( IR
,

t
,
o ) sono una restrizione di (R

,
+

,

•

,
0

, 1)

-÷ ↳
non c'è il simbolo di •

,
ma esiste !-Ì

Peano 2 invece ha un unico modello !

Notazione : M L - struttura
, 9 formula ,

v : variabili → M ambiente

µ
(Mit)

= vero ⇐ M f- ll (v) ; se Q è chiusa scrivo MK 9 se

tu µ
"" "

= vera ( equivale a ao Y'
" '"

= vera )

NI : non confondere M¥9 con T 1=9
qvetot.ae M TÈ) C Mod ( Y)

E-senepi-oi.hn = } E { E relazione binaria

Mod
,
(9) = Grafi = insicuri con relazione binaria (non devono verificare
"

insieme vuoto
alcun assioma )

Grato G- = ( V , E G) EGC ✓ ✗ V

i vertici

? ✓ = } 1,2 , 3 , 4 { Esempio di grafo orientato
a- = Ì-1
i •

¢
Eg- = } ( 1,2) ,

( 2,3)
,
( 1,3 ), ( 3 , 4) {

↳
spigoli

Geati non orientati

1- = / ltscy Ecsc
, y)
→ Ely , >c)

,
toc Teca

,
>c) } ¥

"

esempio

o

°

"

Mod (T) = Grafi non orientati senza loop .
Una colorazione

di un grato G- = ( V
, EG) è una mappa C : ✓ → } colori{

--

tc Eg- ( SC, y)
→ ( Csc ) # ccy) toc , y c-

V insieme

finito

Teorema dei 4 colori

ogni grafo planare è colorante con al più 4 colori .
3

(
grafo non planare → servono 5 colori

o

1
.

>

|
° "

1 ☐ ¢ . •
Per i grafi non planari il

2 2

|
teorema non vale !•

•
-•

3 • •



Teorema : se G- = ( V
,
Ect) grafo infinito tale che ogni sottografo

( v
'

, Ea / vi ) v' CV finito è K - coloro-bile ⇒ G- è K - adorabile
in-

E a- n ( ✓
'

✗ V
' )

3 2 3

G- =tf (per concretezza prendo K=3 )
1 3 2 1 3

Dice : Fisso G- = ( V
,
E a-) grafo infinito . Suppongo che tutti i suoi

sottografi finiti siano 3- coloro-bici . Voglio mostrare che G- è 3-col .

Costruisco una teoria TG fatta così :

L (TG) = } E ,
00

,
V1

,
V2

,
. . . , ci 1

< 2 /
( 3 {
-- ✓= } 0,1 ,

2
,

.
.
. } = INRel

. binaria ↳ tante cost
.

↳ 3 predicati
quanti vertici numerici
di V

Voglio assiomi reali che ogni modello di TG induce una 3-colora-2 .

di G- = ( V
, EG) e viceversa

Assiomi di TG :

toc [ Ci (d) v Cz (x) v ↳ Csc) ]

toc [ Cacace ) → 7 Czcoc) 17 ↳ ( x)] etc
.
( ogni vertice ha un solo valore)

toc
, y [E Cx , y ) n C , (a) → Ice ( y ) ] idem per C2 , C}

} E ( vi , vj ) 1 ci ,j) C- E
a- { } TE (ri , g) Ici, j ) ¢ E a- {

Dato MKTG coloro G-=LV
, EG) assegnando ad IEV il colore je { 1 , 2,34

⇔
Mtcj ( vi >

Viceversa data una 3- colorazione c : V -1 / 1 , 2,3 { di G- = ( V
, EG)

trovo un modello M - ( V , EG ,
C
,

"

,
ci

,

CÌ )
.

ci CV Ci = } ievlcci> = 1- {

ci C V idem

c; cu "

Ora applico la compattezza . Se ogni sottografo finito di G- = (V
, Ect)

è 3- colorante ⇒ ogni sdtoteoria finita S di TG era un modello
.



⇒ Tg ha un modello ⇒ G- è 3-adorabile .

compattezza ☐

Hao Wang

3 1

1 3 3 1 Affiancare le piastrelle
2 2

affinché i colori combacino .

3 1

Ad esempio : I 3 3 1

2 2

Supponiamo di avere un numero finito di tipi di piastrelle fatti

in modo tale che in qualche modo riesco a tassellature un quadrante

infinito del piano . Allora posso tassare tutto il piano .

n

I ~

.

.

i
, * *

⇒
- - - )

s * *

NI : È importante che il numero sia finito ! Altrimenti potrei avere :

-

4
-

3 4

} ¢
_

Hint : usare la compattezza
n+ 1

n nn -1 2 33 4 più il fatto che le mattonelle
2 3

"
2 3 4 sono in numero finito .

? 112223 3,4
,

18-10-2021 Lezione 7 Prof .
Berardinucci

T 1- ☐N Y Lf è dimostrabile da T usando le regole di inferenza .

(scrivo T 1- Y invece di TTDNQ per semplicità )

Def : T è coerente se T

HIT
è soddisfacente se

T # 1-
,
ovvero T ha un modello .

0€: sono equivalenti :

1) Ttt ( incoerente)



2) 70 T 1- 0 e T 1- 70

3) V0 Tto

die : ( 1-→ 3) Tt 1-
,
( 3. → 2) ovvio

,
( 2. → 1) T 1- O TI-70

.

T 1- O T 1- 1- ☐

Teo di correttezza : Ti- 9 ⇒ T FU

Dine ( nel caso proposizionale)

Basta mostrare che le regole di inferenza sono corrette
.

esempio : Tia '- o tipi-8 Regole ( v - sinistra)
T

, dvp 1- 8

è corretta nel senso che :

T
,
a 1=8 T

, foto ⇒ T
, dvp f- si

dimostra che è corretta
.
Assumo T

,
d 1--8 T

, p 1=8 .

Mostro T
, dvp f- × . Prendo un modello v : Van → 30,14 di T

,
✗ ✓ B .

Mostro io (8) = 1
.

So che rt ( ✗ ✓ B) = 1 , quindi E (d)=L o è (B) = 1 .

Nel caso è (d) =L
,
allora visto che T

,
a f- 8

,
E (8) = 1

.

Nel caso Ù (f) = 1 ,
visto che T

, p to ⇒ Ù (8) = 1
.

In ogni caso

è vero o in 5
.
Quindi T ,

✗ va 1=8 .

Analogamente tutte le altre regole proposizionale sono corrette .

Devo mostrare TTDNY ⇒ TFY .

TTDN 9 significa che c'è una successione di coppie ( Tr , le) , . . .

>
(Tn

/ Pn )

dove ciascuna è un assioma o segue da precedenti coppie tramite

una regola e Un=P ,
Tn E T .

finito

Per induzione su Ken mostro che TK f- 9h .
Il passo induttivo

segue dalla correttezza delle regole .
C' è anche il caso in cui

( Tn
, 9k) non segue dai passi precedenti ma è un assioma

,

cioè

YK C- TK
.

In quel caso è ovvio che Tu KYK .

Quindi Tn '= 9m .



Quindi TF Y perché 9 = lfn ,
T > Tn

.

Teo di completezza ( proposizionale) :

TK y ⇒ TTDNY

Dire :

⑦ Tt 74 ⇒ T
, Y coerente

.

din
.

T
, Y 1- 1- ⇒ T 1- 74 per una delle regole

② T Y ⇒ T
, 74 coerente

dire .

T
, 74 1- 1- ⇒ T t Y per RAA

③ Se T è coerente massimale ( cioè non è strettamente contenuta

in una teoria coerente T
'

> T nello stesso linguaggio ) ⇒ Tè completa .

dice : se T è incompleta ⇒ 7 O L - formula T HO e T t 70

però se Tt ⊖ ⇒ T
,
70 coerente È 70 ET ⇒ T 1- 70

.

Assurdo
.

per massimalità

L = } A ,
B { proposizionale ,

T = } A ,
B { è completa .

es : 0 = A → B T 1- 70

(chiaro che semanticamente vale la negazione : T 1--7 ( a → B)
,

verificare sintatticamente = con le regole
: ti- 7 ( a → B))

T non è massimale
,
ad es . non contiene né 0 né 70 = teorema ma

non assioma di T

Esercizio T completa ⇔ { 4 ITL-4 { è coerente massimale

④ T coerente ⇔ T '
C T T' è coerente .

finito

dive . =) ovvia ( se T' 1- 1- ⇒ T t t )

⇐ se T 1- 1- per compattezza sintattica ⇒ tgfn.at T
'

1- 1-
.

☐

⑤ Sia (ti li E I ) una catena di L - teorie coerenti ⇒ ?Ti è coerente

↳ Yi
, j E I Ti C Tj o Tj C Ti

dive :

±
Ti 1- 1- per compattezza esiste T

' C
finita ? Ti

T
'
1- 1-

T ! / 41 , . . .

, YK { Y , e ti 1 42 E Tia . . . YK E Tir, siccome è una catena



Ti
,
U

. . .

U Ti
+,
è uno dei Ti ( formalmente si fa per induzione su K )

LEMMA DI LINDEN BAUM

⑥ Ogni teoria coerente è contenuta in una teoria coerente massimale

( in ≤) dice : Zorn applicato all' insieme ordinato dall' inclusione

delle teorie coerenti ≥ T

Se L è numerabile posso evitare Zorn .

Fisso un'enumerazione

( Y n In C- IN ) delle L- formule .

Costruisco una successione To --T ( TicTac 1- 3 C . . .

Tnt 1 = ftn U / ln { se coerente

( Tn v37 qn { altrimenti

Se Tn è coerente
,
Tn U } In { non coerente

→ Tn
, lfn 1- 1- ⇒ Tn 1- 74N ⇒ Tn

, 7pm coerente ⇒ Un Tn coerente massimale

⑤

Di
T
,
> lo

⇒ - -4 i-

kónig T
, 40,41 T Tipo , le T

, 740 , le

↓
scelgo un ramo coerente

e prendo l'unione

(un ,

nel caso proposizionale

⑦ Ogni teoria coerente massimale T ha un ✓modello v : Vv → 30 ,
1- {

È : sia A EL variabile proposizionale

definisco oca) = 1 se AE T

✓ (a) = O se 7A E T

Siccome T è coerente
,
non può essere che sia A sia 7A sono in T

.

Siccome T è massimale ,
una delle due è in T quindi o è bere

induzione su 4 usandodefinita .
Devo mostrare che 4 € T ⇒ È (9) = ± '

~ le proprietà seguenti

Questo dipende dalla seguente lista di proprietà delle teorie coerenti .

PROPRIETÀ DELLE TEORIE COERENTI

Sia T coerente :

•

se TTYET ⇒ T, 4 è coerente



•
se 4 ^ 4 E T ⇒ T

, µ , 4 è coerente

•

se 7 (4^4)ET ⇒ T
, 74 è coerente o T

, 74 è coerente

④ se 4 v4 ET ⇒ T
,
4 coerente o T

,
4 coerente

• se 7 (Y v 4) ET ⇒ T
, 74,74 coerente

• se 4 → µ E T ⇒ T
, 74 coerente o T

, µ coerente

° se 7 ( y → 4)ET ⇒ T
, 4 , tu coerente

-

Si nota che se T è coerente massimale dire che T
,
✗ è coerente

equivale a dire d E T
.

-

verifico una delle tante :

QV µ c- T ⇒ T
, Y coerente o T

, 4 coerente se Ti 9 '- 1- e T
, µ 1- 1-

⇒ T
, YVY 1- 1-

⇒ T incoerente

Usando le proprietà suddette ottengo 4 ET ⇒ Ù ( y ) = 1 per riduzione

sul numero dei connettivi di ll .

ad es : se 4 = di VB E T ⇒ T
,
✗ coerente o T

, B coerente

⇒ LE T o PET ( per massimalita )

⇒ Ò (d) = 1 o È (B) = 1
induzione

⇒ è (dvp) = 1-

☐

⑧ Ogni teoria coerente T ha un modello

die : la estendo ad una T
'

> T coerente massimale con Zorn .

Prendo modello o di T
'

.

È anche modello di T .

⑨ TKY ⇒ T 1-DNY

die .
Se ti-19 ⇒ T

, 74 coerente T
,74 ha un modello v. T # 4 .

⑦ T 1- 4 ⇒ TKY ( correttezza)

⑦ T vuota :



1- q ⇒ ⇐ a

⇒ y è una tautologia

Tessere di Hoo Wang ( vedi lemma di Kònig e Tableaux)

Piastrelle del tipo a

°'

a
a

,
b
,
c
,
d E / 1 , - . . in {

b
--

colori

abbiamo un numero finito di tipi di piastrelle

2 2

<

1es : e il } 4
,

etc
. Infinite copie di ogni tipo .

^

i
.

.

.

Possiamo affiancarla se i colori combaciano : i

=

a

1 3 - - -

Slope : Cercare di ricoprire tutto il piano ,

Ipotesi : I tipi di piastrelle sono tali che posso coprire un quadrante del piano .

Tesi : si riesce a coprire il piano

2 dimostrazioni : ① lemma di Kònig ) sostanzialmente
② Teo di completezza proposizionale

) si ecluivalctouo

Lemma di Kónig Se ho un albero infinito °

,

tale che

i ! .

ogni modo ha un numero finito di figli /e
'

!! !
!!

'

.

⇒ esiste un ramo infinito (ao
,
an

, az ,
. . .

) !!! i. '

anta figlio di an .

ltn

È necessario che l'albero abbia ramificazione finita se no : tè
.

'

! ! ; :p
" "

Dice : È NECESSARIO l' assurdo ! ! )
"

costruisco induttivamente ao
,
. . .

, an ,
. . .
in modo che an abbia infiniti

discendenti
.
ao = radice ( che per ipotesi ha infiniti discendenti) .

Se an ha infiniti discendenti e un numero finito di figli , uno dei

figli ha infiniti discendenti e lo scelgo come anta .

☐

Torniamo alle tessere
.

L' ipotesi che posso coprire un quadrante

⇒ ltn posso coprire un quadrato nxn

Definisco un albero : a livello n ci sono i ricoprimento dei quadrati 2h - 1- ✗ 2h-1



I figli di un modo ✗ sono * livello 0

l livello 1
☐ ☐ ☐

i ricoprimento che estendono il

☒
/ ¥-1 livello 2

ricoprimento associato ad ✗ con I

una cornice concentrica
.

Le ipotesi mi dicono che :

1) ad ogni livello c'è almeno un nodo ( ⇒ ci sono infiniti livelli non vuoti )

2) Ogni modo era un numero finito di figli

( perché ci sono un numero finito di tipi di tessere )

⇒ J sonno infinito ( ao , ae , . . . ) la cui
"
unione

"

è un ricoprimento del piano

( Non si possono ruotare o ribaltare le piastrelle )

2
"

dive .
del problema di Hao Wang usando il tuo di completezza proposi-2 .

2 ^ ? 3 [ 13E: { 1

,

}

, 321 )
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Soluzione tessere di Hao Wang :

B = ) . . .
{ tipi di tessere

ti tn

Ipotesi : posso coprire un quadrante ( quindi quadrati nxn NE IN arbitrario)

tesi Posso coprire il piano .

idea : introduco variabili proposizionale Aijt tali che Aijt
" dice

"

che

→ Nota bene

in posizionei C' è una tessera di tipo te B .

Assiomi : Tag = } Aijt → Aita
, j , t,

v
. . .

✓ Ai+ ^
, j
,
tu ,

etc { dove te
,
. . . .tk sono i

tipi leciti a DI di t etc
.

= tutte le altre regole per la tassellazione corretta .

ad es . Aijt → ai, jxs , ti v . . . vai ,j+1 , t' n
dove ti

,
. . . ,
t'
n sono i tipi leciti sapea t .

idem per salto , sinistra

Devo anche dire : ai
, j , t

→ 7A i.j , t
'

se t' + t

i Aijt, v . . . vaijts dove / te , . . . ,
tn { = tutti i tipi possibili = B



Mod (Tp ) sono in corrispondenza biunivoca con i ricopriueeuti del piano leciti .

Se nel modello v : Van → 30,1 { vcaijt ) = 1 ⇒ nel ricoprimento c'è il tipo t in

posizione i , j .

Ora supponiamo che io possa coprire un quadrante . Voglio trovare un modello

di TB e da quello coprire il piano .
Per il tuo di compattezza esiste un

modello di Tgs ⇒ S C Tas S ha un modello .
Quindi devo mostrare che

finite
^

se prendo un sottoinsieme finito S di Tong ha un modello
.

n

In : S menziona solo le variabili Aijt con ' il En lji E n . n
,

- n

Se so coprire il quadrato
[ ' n

,
n ] ✗ [ - n

,
n ] trovo un - n

modello di S
.

Lo so fare perché nel quadrante trovo un
a

¥
"

Iricoprimento del quadrato [ 0 , 2h ] ✗ [ 0,2h ] e ho trovato .

Basta il teorema di compattezza proposizionale .
( Non uso Yi , Tj . . .)

teoremadicorretlezzapredicate.IN
>c) 1- Pcx)

Mostro che le regole sono corrette
.

P¥x)
ipotesi a

Inizio con la regola
T '- 4 se se non compare libera in T.

Ttttsccf
tesi a

Dire che questa regola è corretta significa TK 9 ⇒ TF ltsccf dove

T 1=4 (⇒ Mod (T ) C Mod ( Y ) ,
Mod (y ) =/ ( M , v) 1M ,

o 1=9 I v : variabili → M
--
IN f- µ a ✗

M'✓
= 1 (vero

)

Mod (t) = n Mod
OET

Suppongo Ttp .
Mostro T f- Yap .

Prendo ( M , v
) f- T devo far vedere

che M
,
v t toc lf ( Meyer)) .

M
, v k Use q i > Va c- M M

, v. [Va ] t y
Tarski --

rv è un nuovo ambiente

Sapevo che Ttp quindi ( M
,
w ) t t ⇒ ( M , w) K Y
-

vera

siccome sc ¢ VLCT ) e M
, v
FT ⇒ M , W f- T

t
esercizio

concludo ( M
, w
) K 9 ☐

Ti- tale
correttezza regole : + + a [µ,]

cont sostituibile per
× in 9



devo mostrare TK toc 4 ⇒ TF 4 [ the ] .

Lemma /v1) :p [ the ] dice di t ciò che le dice di × ( serve t sostituibile)

Notazione : VL (Y ) = } × ,
,
. . .

,
>cn { ay ,

. . .

,
an em

↳ cos' è che 4 dice di × ?

M F Y ( ahi , . . .

,
an /sen ) ⇔ M k 9 ( v) dove vcoci ) = ai

lemma (V2) : Ù M L - struttura
,
v ambiente ( V2 più precisa di V1 )

p = } a c- MI 4 ( ✓ [ a/a]) { VL (f) = | ×, y , . . . yn (

Y (%, bntya . . .
bn/yn ) rcoc) = a

- vcyi) = bi

P è un sottoinsieme di M definibile con parametri bei
,
. . .

,
bn

^

} ( sc , y ) loc
2
+ y
2=11-2 { CR

'

⑦ >
cerchio di raggio 1T CRI

è definibile in M = ( IR
,
+
,

°

, 0,1 ) con parametro È .me
lo fornisce l'ambiente

sia a = t
" "

E M M f- µ [ tra ] (v) ⇔ M Fq ( ✓ [ a/× ] )
⇔ a c- P

⇔ t'" 've P[
set è sostituibile ⊕

Dia Bisogna definire per bene induttivamente il [ +se ]

• (✗ i g) [ + se ] = d [tic ] 1ps [tra ]

• ( toc a) [ tra] = ( Hoch)

• ( lfy d) [tra]= lty (✗ [tra]) se y
è una variabile diversa da ×

•

etc

Nel caso atomico [tac ] significa letteralmente che sostituisco oc con
t

ovunque trovo 0C
.

Dimostro il caso speciale della ⊕ .

G- ltyd

MK ( ltyd) [tra](v) vale questo

ME tiy ( ✗ [tra]) (v) def di [ tac ]

fb E M MF 2 [ toc ] (vlt ])

ltb E M M k d ( v [ Ny ,% ] )
↓

induttiva [ perché
t è sostituibile

della⊕ a = tv
[ b /Y ] È t

" ' r ④ Y ¢ ✓L't > →

2 per × in q = Kyd



fb E M ME ✗ ( v [%
, bry] )

M F ( ty d) ✓ [a/a ] ssa vale questo

che è quello che volevo .

Ora è immediato che ( M
,
v) f- toc ll =) ( M , v ) -1-4 [ the] se t è sostituibile .

Dice .
M

, VF toc ll ⇒ Kb M
,
o [ bloc ] f- y

se prendo come b proprio t
" ' "

ottengo per il lemma di prima :

M
, o Flf [ tra ]

Corollario : f- toc y → 4 [tra] per t sostituibile .

Il teorema di correttezza T 1- Y ⇒ TFY segue facilmente .

Verifico la correttezza di
t t toc 4

Tt Y [tra]
t sostituibile

.

Suppongo TK toc 4 . Mostro T FY [tra] . Prendo (Miu) f- T devo mostrare

( M , v
) 1=4 [Hoc ] .

So che M
, un f- tocca . Quindi beh

,
M
,
o[bloc ] f- 4 .

Prendo b = t
" "

,
ho ( M , v) KY [tra ] . ☐

Analogamente verifico la correttezza delle altre regole .

Tea T 1-DNY ⇒ T t Y

Die : Induzione sul numero dei passaggi usati per ottenere TTDNY

usando la correttezza delle regole .

Completezza : TFY ⇒ Tt 4

Mi riduca a :

lemma : T coerente ( t t t) ⇒ Tema un modello

La completezza segue dal lemma : se T ¥ Q ⇒ T
, 74 coerente

⇒ Ti 74 era un modello M ⇒ T ¥ 4

Manca il lemma

idea : sia T coerente . Ingrandisce T per farla diventare di
"
Hiutikka !

poi trovo il modello .



"

Teorie di Hintikka"

L - teoria T è di Hiutikka se contiene solo termini chiusi e i

•

4 E T ⇒ 74 d- T

• 774 ET ⇒ le c- T

'

• 4 ^ Y c- 1- ⇒ 4 E T e 4 ET|
.

qvy c- T ⇒ il c- T o ✗ ET

'

• 7 (y n y ) ET ⇒ 74 ET o 74 ET

• 7 (Y ✓4) ET ⇒ 74 C- T e 74 ET

•

µ → µ E T ⇒ 74 ET o 4 ET

I 7 ( y→ 4) ET ⇒ 4 ET e 74 ET

• toc 4 E T ⇒ per ogni t chiuso Y [tac ] c- T

• 3-xp ET ⇒ esiste un termine chiuso Y [tra] C- T

• 7 toc 4 ET ⇒ esiste t chiuso 74 [ tac] ET

• t è t E T se t chiuso

• t I q E T , 4 [the ] E T ⇒ ✗ [% ] ET

Teo : Ogni teoria di Hiutikka era un modello

esempi : 1) L =/P, Q { 1- = } 3- se [ Pcx ) v QC>c) ] {

ha un modello ? si ma non è di Hintikka : non mi dice chi è il modello .

Rendiamola di Hiutikka : espandiamo il linguaggio

L = { P , Q ,
a { 1- = } -3 se [ Pcx ) v Qcsc ) ] , Pca ) v Q (a) {

Non è ancora di Hiutikka

Mi dice che vale Pca ) v Q Ca) ma non mi dice nessuno dei due .

Per renderla di Hiutikka decidiamo noi quale far valere :

1- = } -3 se [ Pcx ) v QC>c) ] , Pca ) v Q (a) , Pca ) { Ora è di Hintikka
( senza I )

2) Estendere a una teoria di Hiutikka la teoria :



1- = } Zac Pac ) , toc ( Pc>c) ' 7cg 7Q ( x
, y ) ) , Vic/Plx ) → Qcoc

,
x ) ) {

estendo T a T
'

di Hintikka

1) 70C Pisa ) → devo avere un termine chiuso ⇒ aggiungo Pca)

2) Hac Pac ) ⇒ deve valere ltt
. chiuso ⇒ aggiungo Pca?

→ 7- y IQCA , y )
,'

a B

3) Ora ho due scelte : poiché ho A → B devo aggiungere o 7A o B
,

dunque 7Pca) oppure Zy 7 Q ( a , y ) ,
ma chiaramente ( per il punto ① )

non posso aggiungere IPC a) ⇒ aggiungo 7cg 70 ( a , y )

4) Poiché ho aggiunto g ⇒ devo avere almeno un termine diverso

da a perché entrerebbe in contraddizione con gli assiomi ⇒

⇒
aggiungo TQ (a / b) .

5) tac ( Pc >c) → Q Csc
,
>c) ⇒ devo aggiungere o 7Pca) o Qca ,

a )

ma di nuovo non posso mettere 7 Pca) ⇒ aggiungo Qca ,a)

6) T' = TU | Pca) , Pla) → Zy 7Qca , y) ,
7
y TQCA , y ) , TQ (a ,

b )
,

Pca ) →Qca
,
a)

, Q (a.a) ,
P (b) → 3- y TQ (b , y) ,

PCb) → Q (b
,
b)

,
7 P ( b ) {

Questa teoria è di Hintikka .

Domanda : Come trovo un modello M di T
'

?

dom ( M ) = fa ,bf come interpreto P
,
Q in M ?

P
"
= } a f C M predicato innario ( sottoinsieme del dominio )

M

Q = } < a ,
a > { C M

'

predicato binario ( insieme di coppie )

Questo M è un modello .

Ricapitoliauo : Siamo partiti da un insieme T e estendendolo

ad una teoria di Hiutikta siamo riusciti a trovare un modello

strategia : Guardo le formule atomiche , tutte le altre formule

"

vengono gratis
"

.

Unica eccezione : t .
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⑦ Ogni teoria di Hintikka ha un modello

② Ogni teoria coerente si estende a una di Hintikka
t

③ Ogni teoria coerente ha un modello

④ T f- cf ⇐ T 1- µ completezza

Hiutikka : se c' è una formula ci sono altre formule più semplici che

la semplificano (tranne il caso Y
,
77 )

E-sempioi.se ✗ vp c- T ⇒ a c- T o PET e ovviamente ✗ f- dvp , p ⇐ ✗vp

nel caso del t toc 9 C- T ⇒ per ogni t termine chiuso y [ the ] c- T

però ovviamente 4 [ tra ]
, 9 [ t

'

/se]
,

. . .

,
9 [ the ] ¥ ltscq perché non posso

escludere di avere strutture con elementi del dominio senza
"
nome

"

.

Def . ( struttura ricca)

M L - struttura è ricca se fa e M esiste un L- termine chiuso t tale

che a = t
"

.

E-sempio-i.CN ,
0
,
S
,
+
,

° ) è ricca

( IR
,
0
,
S
,
+
,
° ) non è ricca : V2 E IR ma non c'è un termine

del linguaggio per indicarlo
Teorema : t l - teoria di Hiutikka

⇒ t era un modello M ( ricco)

Dice . domcm ) = } [ t ] It L-termine chiuso {

[ t ] = classe di equivalenza di t modulo la relazione di equivalenza E

definita da t , Etc ⇐ t, te E T .

Devo verificare che E è di equivalenza/ congruenza
• t ÷ t ET

• t
,
i t, e T ⇒ te t

, e T

• ti ÷ ti C- T , tz
'

= t } ET ⇒ ti ÷ t } c- T



• ti =
'

ti c- T
,

. . .

,
tn

'

= tn
'
E T

, f- E L funzione ⇒ f- ( ta ,
. . .

,
tn ) =

'

fltn
'

, . . . ,
ti ) c- T

Verificare per esercizio .

Fatte queste verifiche devo scegliere come interpretare in M = } [ t ] I t chiuso / i

simboli di L .

Si fa la cosa ovvia :

se CE L costante :

• c
"
= [ c ]

◦ f- E L funzione n -aria f-
"

: M
"

→ M
, f-

'"

( [ tu ]
,
. . .

,
[ tn ] ) = [ f- ( tu . . .

tn)]
↑

E congruenza
•

R E L relazione n - aria

R
"

C M
"

R
"
= } < [ ti ] , . . .

,
[ tn ] I R ( tn

,
. . . ,
tn ) c- TI

01 .
Per induzione M è una L - struttura ricca

.

dia . [ t ] E ti ⇒ [ t ] = t
" ( ovvio set è un simbolo di costante)

se t = f- ( te ,
. . .

,
tn )

t
"
= f-

"

( ti
"

, . . . ,
ti ) = f-

"

( [ ti ]
,
. . .

,

[ tn ] )
Tarski induzione

=

deff "
[ f- ( +1

,
.
. _

,
tn )] = [t ] .

M è chiamato modello dei termini
.

Devo mostrare che M f- T
.
Cioè per ogni Y chiusa E T MK Y ( y vero, in M )

Induzione sul numero di connettivi di Y .

Cosa 4 =L VB

4 E T ⇒ ✗ ET ◦ BET

⇒ MK d o M K B ⇒
Tarski

" ⇐ ✗ up
ino

Caso Y = Voco ET per ogni t chiuso 0 [ tra ] c- T

⇒ M K O [ t /se ] t chiuso
induz .

ambiente
~-

⇒ Va E M M f- 0 (%) perché essendo M ricco
,
a = t

"

per qualche M
.

non più chiusa

Serve anche il lemma MKO [the ] ⇔ M 1=0 (abc ) dove a = t
"



Alcune verifiche

t
,
÷ ta ET ⇒ te ÷ ti C- T

per def . di Hintikka : tu ta ET I
0 [tutta ] c- t g

⇒ 0 [ tata] c- T

O = ( x te )

o [ ti /a ] = ( t , è tn )ET le altre verifiche per esercizio

0 [ti /a ] = ( ta à toi) c- T

Digressione :

Teoria degli ordini stretti L =/ < {

T = } a 7 ( se < sc )
, ltscyz a < y n y < 2- → a < z {

T
, a

< b K b ¢ a lo voglio fare con
"

passaggi stile Hintikka
"

Basta mostrare che negando la tesi ho una teoria contraddittoria

T , a < b
,
b < a

7 ( a < a)

a < b n b < a → a < a

oppure

7 ( a < bnb < a) a < a escluso ⇒ tutte le strade per costruire un modello

di T
,
a < b

,
bla si chiudono

.

0

Quindi non ci sono modelli .

7cal b) 7 ( b < a)
Quindi T

,
a < b f- 7 ( b ca )

escluso escluso

←
LEMMA DI LINDEMBAUMM

② Teorema ogni L - teoria coerente T si estende a una teoria coerente

massimale T
'

nello stesso linguaggio L dica : come nel caso proposizionale (Zorn )

Nota : T
'

non è detto sia di tintinna o che abbia un modello ricco .

esempio T
'
= 19 I 9 vera in CIR

,
+

,
°

,
0
,
1) {

T '
non è di Hintikka : 7 sc ( SC . ✗ = 1 + 1 ) c- T

'

però non c' è un termine

chiuso t in L = Io , 1 ,
+
,
o { con ( t ' ti 1+1 ) c-T

'

COSTANTI DI HENK IN

f)
di Harkin

Lemmon T L - teoria , C nuova costante ¢ L sia 4 una L - formula



VL ( Y ) E } scf . Supponiamo che T sia coerente ⇒ TU } 3- oca → 9 [
'be ] / è coerente

0¥ a livello semantico è ovvio che se T ha un modello anche

TU } 3- se 9 → ✗ [ che ] { lo ha
-

7>Cqc>c) → a (c)
un

✗ [Ex]

Dice .

Sia M f- T
.

M è una L - struttura .
La voglio espandere a una

LU / C { struttura modello di Tv / Jacq → 4 [che ] {

Caso 1 M¥ 7×9 . Interpreto c come voglio

caso 2 3- a c- M M f- y (abc ) . Interpreto c come a .

LEMMA DELLE COSTANTI

T t ✗ [% ] c simbolo di costante non in T ⇒ T 1- ltscq (T consiste di

formule chiuse )

DI : esiste T ' CT finito T
'
1- il [

'
se ]

(compattezza sintattica)

Sia y variabile che non compare in T
'

. Rimpiazzando nella dimostrazione

di T
'
1- q [ che] c con y ottengo una dimostrazione di T

'

1- 9 [ Disc ] .

Per la regola ¥ - introduzione T
'
1- tty ✗ [ sta] ⇒ T

'
1- Y [ 'che] cioè

T 1- Y ⇒ T tvxq . ☐

Nota serve che C non stia in T se no TCC ) 1- OK
, y ) legale ,

1- (C) 1- V-yo.cc, y)
ma

1-( y ) 1- 019 , y ) illegale .

1- ( y ) 1- ltyocy , y)

☒f Una L -formula si chiama tautologia predicativa se si ottiene da una

tautologia proposizionale per sostituzione di variabili prop . con formule .

Exemple A ✓ 7A tautologia proposizionale

Hoc ( se < a) v7 tocca < a) tautologia predicativo

Ho già dimostrato T Fa ⇒ T tu nel caso proposizionale .
In particolare

f- Y ⇐ 1- Y ⇐ q tant . proposizionale .

Rimane vero anche per lf tautologia predicativa .



Y tant . predicativa ⇒ 1-DN 9

E : t t» ( x < sa ) V7 ti>c ( se < >c)

Torniamo al lemma di Henlein :

T coerente ⇒ Tu } 7 >CY → 9 [ Toc ] / coerente .

C non compare in T
, 9 .

Din .
Se per assurdo

,
t t 7 ( 3-xp → a [ Che ] )

1- 7 ( 3- oca → 4 [ Che ] ) → 3- se y n 79 [ Toc ] perché è una tautologia

⇒ t t Jsc Q ,
t t 79 [Toc]

⇒ lemma delle costanti t t ta 79 per Tt
tir 79 → 7 Joey ( per un esercizio svolto )

quindi T t 3-xp T t Itself ⇒ T t t assurdo .

Eef t è una L- teoria di Hankin se per ogni L - formula chiusa 7×4 esiste

una costante CE L tale che T 1- Jacq → 9 [ Toc ] ( e T è coerente)

teo ogni L
- teoria T coerente si estende a una T

'
> T coerente di

Hankin in un linguaggio L
'
> L

Dire : Per ogni L
- formula 7×9 inventiamoci una nuova costante Cy .

1-
*
= TU / Joey → 9 [

(
y/x ] I if L - formula { .

1-
*
è coerente : compattezza + Lemma di Hankin

Ora sia To = T
, Ti = T

#

, ,
Tnn = TI

T
'
= U Tn . T

'
è coerente di Hankin

. Infatti qualsiasi formula 3- se 0 in
h E IN

LCT
'

) sta gia in LC Tn ) per qualche n e la sua costante co sarò

in Lltnti ) C LIT
' )

.

Lemma Ogni L- teoria coerente T è contenuta in una teoria coerente massimale

e di Hankin in un linguaggio L
'
> L .

dice . Prima ottengo T
'

> T di Hankin coerente in L
'
> L

, pei estendo T
'
a

una coerente massimale T
"

> T nello stesso linguaggio e osservo che



rimane di Henkie
.

☐

Vedremo che T coerente massimale di Hankin

→ T di Hiutikka

→ ha un modello

Quindi ogni teoria coerente ha un modello .

→ Ttf Ti-4
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Teorema : Ogni L- teoria coerente massimale di Henkie è di

tliutikkcr
.

Iipasso : • coerente massimale ⇒ completa

•

completa ⇒ i suoi teoremi sono una teoria colte
. Mass .

• teoria di Henkie : se ho 3-xp ⇒ Tt Zack → 4 [ che ]

• teoria di tliutikka : lunga serie di clausole

° Coerente massimale ⇒ Hintikka

dice tutto ma solo

• Hiutikka ≠ completa
'

sulle sottogonne
della teoria

Dine : T L- teoria coerente massimale
.

Verifico alcune clausole della definizione di teoria

① ✗ up e T , voglio ✗ c- T v pe T .
Se così non fosse poiché è

coerente massimale 7 ✗ E T
,
7 ET

,
ma T coerente quindi

T non può contenere ✗va ,
7 ×

, 7ps dice : con le tavole di verità

si vede subito ma vogliamo adoperare le regole di inferenza

T
,
✗ 1- 1- T

, B 1- 1- ( perché 7 ✗ c- T
,
7 PET ) ⇒ T t t

T
,
✗va 1- 1-

assurdo perché T è coerente .

① ✗ 1ps E T ⇒ ✗ c- T e Bet

dice : se così non fosse ✗¢ T o B -4T ma allora poiche



Tcoer
. massimale avrei : 7 ✗ c- T

o 7ps c- T

"
so
acaso

≤

dnp.TL 1- 1- infatti similmente se

✗ n po 1- ✗ e ☒Affatto 1- *
,
IL 1- 1- 7ps c- T ottengo T 1- 1-

T 1- 1- ⇒ T incoerente

In ogni caso ottengo un assurdo perché T incoerente .

③ 3-xp E T Voglio trovare CEL costante Y [%] E T

So che T è di Hankin
, quindi 7 >c y ) y [ Cy le ] E T ,

inoltre

70C 4 E T .
Dico che Y [Toc ] C- T .

Se per assurdo 4 [% ] ¢ T avrei 79 [ Toc ] (Tcoer . mas .
)
.

Avrei 3-xp → 4 [ Ex ] ,
Zac 4 ,

79 [che] E T . Attraverso le regole

proposizionale ottengo un assurdo (T contraddittoria )

7×4 → 4 [ che ] 7×9 I
y [ Csc ] 74 [Ha]

|
Ttt Ba

1-

Sto dimostrando che le teorie coerenti massimali sono chiuse

per deduzione .

④ tac Y E T sia t termine chiuso .

Voglio mostrare Q [the ] .

T t toc 4

T 1- 4 [ tic ] per massivuolità
~

T coerente T 1- 4 [ the ] ⇒ T
, 9 [Hoc] coerente ⇒ ✗ [Hoc] c- T

Analogamente si svolgono le altre verifiche .

teorema T coerente ⇒ T ha un modello

Dice : estendo T a una teoria di Hankin T
'

> T
,
LCT '

) > LCT )

↓

estendo T
'
a un T

"
> T

'

LCT
"

) = LCT
' ) aggiungo le costanti

IT di Hankin



T
"

rimane di Henlein ⇒ T
"

è di Hiutikka

⇒ T
"

era il modello dei termini M (quozieutati)

M è una L
"
struttura . |

MI
<

è una L- struttura
.

|
MKT

" ⇒ M t t ⇒ M , ,
K T

↳ restrizione ☐

Teg : TF 9 ⇒ Ti- Y

Dini : Tt 9 ⇒ T
, 79 coerente

⇒ T
,
79 ha modello M

⇒ T # 9

Già conoscevamo la correttezza : quindi T 1--9 '⇒ Ti- 9

Calcolo la cardinalità del modello dei termini :

T coerente L-teoria

Per farla diventare di Hankin T
'

quante costanti devo aggiungere ?

T
'

= U Tn To = T aggiungo tante costanti quante sono
NE IN

--
le formule di Tn

Tn+ a = Tn v } 3- xp
→ ltcq /x ] I 9 E L (Tn ) {

IL ( Tn+a) / = / LCTn) / + I / (y 14 E LCTn ) / I = (*)

Digressione ( ETI ) : [ alfabeto ,
[
*
= U [

^

ME IN

Che rapporto c' è tra I -21 e 1 E
*

1 ?

Se I [ | E d con d cardinale infinito ⇒ d. a = a

⇒ I -2
"

1=1-21 se [ infinito

chiamo ✗ = max ( I -21
,
No ) . ✗ = ☒

o

T

Per induzione 1 -2
"

/ E a ⇒ In# E
"

/ E o

'

snap
/ E

"

/ E Ho -

a = a

Oss : se IL 1 =p ⇒ IL - formule / = max ( No
, p )

Dopo questa digressione possiamo fare le stime :

'*) = I L (Tn) / + max ( No
,
IL( Tn ) / )

se IL ( to ) / = a ⇒ / LCT ' ) I = Max ( & ,
No ) = d- Ho



( per ind. si dimostra IL(Tn) ) ≤ Max ( & ,
No ) )

Nel passaggio tra T coerente e la sua estensione T ' di Hankin

la cardinalità dell' insieme delle formule non counbia
.

IL / =L ⇒ IL - formule / = marx ( d
,
☒◦ ) nel passaggio da T

'

alla sua

estensione coerente massimale T
" il linguaggio rimane lo stesso

.

/ Modello dei termini di T / = I termini di T" / ≤ marx (& ,
No) - marx ( ILCT) / io)

al più

COI Ogni teoria coerente Tnvueralrile ( cioè con un linguaggio di

card ≤ No ) ha un modello numerabile
.

Questoè il Teorema di Lòwerelreeue - Skolem
, forma debole .

ZF
,
Th ( IR ,

0
,
1
,
+
,
°

,
≤ ) = } e chiusa / IR f- 4 {

↓

teoria
^ ↳
Teoria completa dei numeri reali

Questa è assionnatizzata dargli :

◦ assiomi dei campi ordinati ;

◦

ogni polinomio che cambia segno ha uno zero : servono più assiomi

fa
,
b 70C a + bac t x2 > o

⇒ Zac a + bsc + oc 2--0 - - -

3- 0C
'

a + bsctoc' < 0

C'è un assioma per ogni grado !

Th ( 112,0 , 1 , + , ° , < ) ha un modello ovvio ( cioè IR ) ma per il tuo appena

dimostrato deve anche avere un modello numerabile . Com'è fatto ?

Cerchiamo di costruirlo come per Henkin ( Oss : non è unico )

Prendo ad es : Jsc ( x2 = 1 + 1 ) e T ⇒ aggiungo V2 al modello , non serve

ad esempio aggiungere it ( difficile da descrivere in formula )

Un possibile modello numerabile è dato dai reali algebrici :

A = } LE IR | 7 pcsc) E la [ se ] \ } 04 te p (d) = 0 4

Tarski Ogni formula di TG ( IR ,
+
,

°

,
0
,
1 ) equivale a una formula

senza quantificatore .



ad es : 7.x ( x2 t bsctc = 0 ) ← QCOC , b ,
c)

I ITR

☐ ≥o B- 4C ⑦o
↳ serve il ≤ per eliminare ¥

,
7

⇒ se ≥ o Zy (x -12)

es : 3- xy (octo vy ≠ o ^ ( a b

•
a) I :) -1 :))I -

ad-bc = o a >c + by = o n

-

se il detto csc tcly = 0

2- F ( se coerente ) ha un modello numerabile (discussione postposta )

Teorema ( Lówenheiur - Skolem verso l'alto ( debole ) )

Se T ha un modello infinito ,
allora per ogni cardinale K ha un

modello di cordialità ≥ K

⇐ PA ha un modello di cardinalità 2
"◦
= 11121

Si possono indebolire le ipotesi : non per forza
infinito

Tee ( L . S
.

↑ ) se In c- IN T ha un modello di Carol ≥ n

ci
⇒ K cardinale T ho- modello di card ≥ K

-

"

-

Dini : assumo In T era un modello Mn di Carol ≥ n .

È =L U } ci / i c- K {
-

K nuove cost
.
≠

Sia 1-
*
= Tu { c, # cj 1 per itj in K { .

Dico che 1-
*
è coerente per compattezza .

Infatti SC T
#

,
S menziona un numero finito di nuove costanti ,finita

diciamo ci , . . .

,
Cn E .

S C TU } ci È Cz ,
C
,
ÌC
} ,
C
,
È Cg ,

. . .

,
ci Ì cn {

Un modello di S è facile da trovare : prendo un modello Mn di T

con 7h elementi ora ,
. . .

,
an E dove (Mn ) NB : LC Mn ) =L

Sia Min = l'espansione di Mn nel linguaggio [ =L utcn , . . .

, Cnl che

interpreta ci con ai .

Fin f- Tu } ci ≠ cj 1 per i , j ≤ n { ⇒ ihn t S
.
Quindi 1-

*
è coerente

.

Quindi ha un modello M e 1 MI ≥ K perché deve verif . gli assiomi
ci ≠ cj i ≠ j in K



M /Lct) KT dove Mllct,
= dove M quindi ho un modello di T di card ZK

Controesempio : Th ( 21» ) = ) e 1212> '= 9 { L =/ 0, 1 , + ,
- |

M f- Th ( 212) ) ⇒ IMI = 2 o meglio ME 212) ( c'è un' unico modello
a meno di iso )

th (%) ) 1- Jsc y ( se # y n z z se v z y
)

⇒ Qualunque modello deve avere due e due soli elementi .

Esempio : F-Teoria dei campi finiti non è completa
11 ma è interessante

} 91 ttf campo finito F Fa {

esiste un campo infinito K che è un modello di questa teoria .

%, F T % FT
' (3) /

' _
.

It %pµ f- T Richiede conoscenze algebriche ,

(PE 4 vediamo un altro esempio
i ultraprodotto

↳
ultrapiatto

ESEMPIO :

G-RAFI CONNESSI

-

; ;-.E È 1 -
0-0

connesso non connesso

L= } E { E Csc , y) se è adiacente a y

G-rafi non diretti : E ( x , y ) a =L ( y , x
)
,
senza loop : 7 E Csc

,
>c)

connesso : ÙJC
, ] 7h E IN 7 < ao

,
. . .

,
an >

,
se = ao M E (ai

,
ai + s ) y = an

-- i < n
non lo

possiamo dire → sto quantificando su successioni finite
con la logica del 1° ordine

Non esiste alcuna L - teoria T : Mod (t ) = Grafi connessi

Riesco a fare E non =
ti

assicuro- Y >cy E ( sc , y)

Per assurdo sia T tale che Mod (t) = Grafi connessi (non diretti )

l' = } E
,
a

,
b { a ,

b costanti



T
'

= T U } a ≠ b
,
7 Ela , b ) , 77 se E la , a) ^ ECSC

, b)
77 scy E Ca , >c) ^ E Coc , y ) n Ely , b ) , etc {

l' n - esimo assioma

dice che distca, b) ≥ n

T
'

è coerente per compattezza

Se prendo un numero finito di assiomi di T
'

⇒ an Tu } distca ,b) ≥ n {

Come modello prendo un grafo connesso con più di n passi :

0 - o 0 - O- O - O - o

a÷
b

⇒ T
'

ha un modello M necessariamente sconnesso ( perché a
"

,
b
"

sono

in componenti diverse ) < = } E , a ,
b { - struttura

⇒ MI
E
KT sconnesso

.

Assurdo

Però esiste la teoria Tconn = { 4 I 4 vera in tutti i grafi connessi {

però avrà pure modelli sconnessi .

Il problema è trovare un modello !

O
ti do o

<

Tconn
0 0

SC y
° o

a b

Esercizio : Perché questo non va bene come modello ?

Esercizio : Quale potrebbe essere un modello sconnesso di questa teoria?
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{
Teorema della metaforica

• Completezza (e correttezza ) T 1- 4 ⇔ Ttp
↑

Teoria
[
Teorema della teoria T

• Compattezza lo abbiamo espresso in due forme

! 1=9 ⇒ 7 S CT Sky (esistono dive puramente semantiche)
finito

⇒
'
TF 1- ⇒ IS C T S f- 1-
\

banale se si usa 1- al posto di f-
- finito

se T non ha
_

modelli esiste un soltoius. finito S di T

che non ha un modelli



⇒ [ Quindi se ogni sottoinsieme finito di T ha un modello

allora anche T lo ha ]

• Lòweuleeiue - Skolem verso l'alto e il basso in forma debole
/ \

L.IT L.S.lv

(debole) LST-S.at ha n c- IN un modello M
con più di n elementi

⇒ Hd cardinale T ha un modello Ma di card .

7L

(debole) Lstr Se T ha un modello ⇒ ha anche un modello M di

card E Max (No
,

/ LI )

Esempi : • PA ha modelli di cardinalità 2
"

( LS t )

• Th ( IR
, 0,1 ,

+
,

• ) ha modelli numerabili ( LS t )

vogliamo vedere LS Tt in forma forte

MORFISMI

Def Un morfismo µ : a → B ( con A
,
B L - struttura ) è una funzione

µ : dom (a) → don (B) tale che :

• Se CE L simbolo di costante ricca ) = c'3

° Se f- c- L simbolo di funzione n - aria

ai
,
. . .

,
an C- A µ ( faccia , . . . ,an) ) = f-

☐
(Nla) , . . . ,µ (an ))

• Se REL simbolo di relazione n - aria

ai
,
. . .

,
an EA (an

,
. . .

,
an ) E Ra ⇒ Mai , . . . ,man )

C- È
,
A FR ( atac

, , . . . ,

•
Yscn)

EE A. B sono ordini totale a = (ai <a) B = ( Bi EB)

µ : a → B è un morfismo ⇒ V-an.az E a an fa az ⇒
Man EB Mal

☒f- µ : a → 13 è un isomorfismo se è un morfismo biunivoco e

µ
-1

: 13 → a è un morfismo

Esempio : L = } E {

a = } IN
>°

,
fa { a , fa az se anlaz

B =) IN
>

,
EB { bn E , bz se b

, è unione di bz nel senso usuale



cioè se si era : Esce IN bz = bn + ac

id : a → B

ac hoc

è un morfismo biunivoco ma non un isomorfismo

4
6

id ' vi

÷
,

) 4
I V1

2

Esercizio : se L non contiene simboli di relazione un morfismo

biunivoco è un isomorfismo .

Esempi : 1) µ : 2 → 2µg ,
L =/0,1 , + ,

. { con la ovvia interpr.in 2 e 2µg,
↳ tristi come anelli

µ(a) = classe d'equiv di a mod 5

µ è un morfismo

2 i
~

> 2µg,
= Io , - ,

41

7 1 ) µ (7)
= 2

mia b) = µ (a) ④µ ( b )
in Zi ↳ in 215 )

Esercizio µ : a→ B è un morfismo se per ogni formula atomica

✗ =p ( sci , . . . ,
an ) ( cioè se VL (Y ) E / sai , . . .

,
In { )

t an
,

. . .

,
an E A A K ✗ ( an/sa , . . . ,

antan ) ⇒ 131=9 ( bha , . . .

,
brian )

dove bi = µCai)

esempio : Se E) 0 , 1 ,
+
,

• I

lf ( sci , K2 , se } ) potrebbe essere sci + scz = «3 ⇒ µ ( a e) + µ (az )
-

µ (as)

oppure fa + ( scatola ); a} ⇒ per Iud . sulla complessità delle sovtof .
t
,
è tz e usare ¥

In generale : Se t è un L- termine VLCT) C) sci , . . . , >cn {

µ : a → B morfismo di L - struttura
,
o ambiente vcaci) = ai c- A

µ ( ta
') = [

☐ ' not s s a
se vi = ( antica

,
. . . ,

•
Yen)

variabili f µ
µ Cai )

= bi

Mow
) B

mov = (
"
ben ,

. . .

,
brian)



Teorema A , B L- strutture
, 4 L - formula chiusa ,

µ : a → B isomorfismo ⇒ a f- 4 ⇔ Btp

* : Induzione sul numero di connettivi di Y .

Esempio : Y è ✗ VB : A f- ✗ up ⇔ a f- d o a ⇐ p

⇔ B K d o Btp
Ind

.

⇔ 13 f- du B

Il problema sono i ¥ e 7 → non sono più formule chiuse

Esempio : A = ( IR
,
+ ) D= ( IR

> °

,

• )

( = } 0 { 0
"
= +
a

OB = •

IR

A
,
B sono isomorfi ? Si

eocp : A → B è un isomorfismo

escp ( an òaz ) = escp (an + az ) = è
"

. eª ' = è' ◦
'3 è≥

ne segue che A
,
B verificano le stesse L- formule : A

,
B t-V-ocyoc-y-y.sc

Teorema (più forte ) : µ : a → B isomorfismo

Y L formula con VLCQ) ≤ } Xi , . . . , In { ⇒ Hai
,
. . .

, an

a f- Y (atroci
,

. . .

,
Isen ) ⇔ B f- Y ( bici , . . . ,

↳Yan ) dove bi = µCai )
-

formula con parametri
a 1 ,

- -
-

,
an E dove (a)

Dine ( cenno ) : Induzione su Y . Cosa : 4 = lty I

VL (0) ≤ { 04 , . - - , >cn / Y {
Tarski

a f-④ I consci
,
. . . ,
ansen ) ⇔ ④ e a a FI (Ici

,
. . . ,
amen

,
4g )

↓

liuogenaggio metateoria

⇔ C C- A B tv ( Ma'Ac.
.
. . . ,
Mohsen

,

"% )

include B 131=0 (Manian , . . . ,

MaYan
,
% ) perché µ biunivoca

⇔ 13 f- (Hyo ) (
"Ici

,
.
. .

,
Natan ) finire per esercizio

Esercizio Chiamo Q positiva se usa solo i connettivi ^ ,
V

,

7

(e non usa 7
,
¥
,
→ )



Se µ : a → B morfismo , 9 positiva VLCQJC / sci , . . . , >Cnf

at q (
"
Van

, . . . ,

•Yan) ⇒ BF Y (
"
Voci

,
. . .

,
bryan ) dove bi =µ Cai )

Edupe Z f- Jsc ( sc'= 4) µ : Z → 21»
L =/ +1

I

2µg, K t.sc ( sc' =µ ( a)) ac t Sc Mod 3 morfismo
¥

⇒ × 1×2=4 ) = Zac (x2 = y) (Yy)

÷ tannbiente

pere formule non positive non vale

ES Z f- 7 ( 4 E 7)

213,
K
µ (4) È µ (t ) sono entrambi = 1 mod 3

Def A
,
B L - strutture

,
a è una sottostruttura di B sa

dove (a) Coloni (B) e i simboli di L vengono interpretati in A come

in B ma ristretti ad A e se per le 4 atomiche vale a 1=9 ⇒ B 1=9 .

• R relazione n -aria C- L
,
Ra = È na

"

• f- funzione n - aria E L , fa = f-
☐

fan

• (
a
= CB

,
con c costante

esempio ( K
,
o
,

1
,
+

,

° ) è una sottostruttura di (IR
,
0

,
1
,
+

,
° )

con la solita interpretazione dei simboli 0
,
1
,
+
,
°

Scrivo A C B per indicare che A è mia sottostruttura di B

SOTTOSTRUTTURA GENERATA

A L - struttura ✗ E dove(a)

< E >a = il più piccolo sottoinsieme di A che richiede ✗ ed è chiuso

per l' interpretazione dei simboli di funzione e costante

= n
c. < donca)

( < = ✗ ^ C è chiuso per le operazioni di L )

esercizio

! | ta
"

/ t l-termini , o ambienti con valori in = |
(
v : variabili > I



<I >
a potrebbe essere vuoto ( se ✗ = ¢ e in L non ho simboli di costante)

se < E > a non è vuoto è il dominio di un' unica struttura di A

che chiamo ancora < E >
a

F-Secure a = ( IR , tir) E) + {

I E IR F- = 12 {

LE>
a
= numeri pari positivi 3- ( sc

,
+ sc , toc, + . . .

toc
,
) ( Tar) = 8

È una sottostruttura
, se
nel linguaggio avessi anche il meno

però dovrei aggiungere anche i n° pari negativi .

Def a è una sottostruttura elementare di B (scrivo a 4 B ) se A è

una sottostrutt
. di B e per ogni L - formula Q e ambiente o si era :

a 1=4 (v) (⇒ B f- q (v)
→ non vale solo per le atomiche ma per tutte !

Esempio : ( 2,0 ,
1

,
+
,

• ) ( ( IR
,

0
,
1

,
+

,

° ) è una sottostruttura

ma non elementare ! E /= 77 sc ( x2 = 1+1)
,
IR f- Jsc ( x2 = 1+1 )

☒f- A
,
B L - struttura

,
a è elementareente equivalente a B se per

ogni L - formula chiusa ,
a 1=9 (⇒ BKQ e scrivo a = 13

ho definito :

a c B sottostruttura semplice

a = B elementare equivalente

a 4 B sottostruttura elementare

a = 13 isomorfi

Esercizio trovare A
,
B L- strutture con : A CB

(
esistono A

,
B con

a = B

a ✗ ☐

a < B
,
a =D ,

a ✗B)
Soluzione : (= } < {

A = ( Z
,
< )

,
B. = ( 22

,
< )

con < interpretato nel solito modo in A e in B
.



A ± B |
× , > z» )

⇒ A = B per
l' es

.

di prima

però a FB perché a f- Zac ( « se n x < 4 )

B ¥ 7k (« senza 4)

qui 2 e 4 sono parametri menzionati nell' auibiente

MORFISMI ELEMENTARI

µ : a → B è un morfismo elementare se è un morfismo e per ogni L
- forme .

9 con VLCQ ) E { sci , . . . , kn { far ,
. . .

,
an e a

⑦ A 1=9 (
"ben

, . .
.

,
antan) ⇒ B K Q (

"
ben

,
. . .

,
lontan) con bi = µ Cai )

Oss : a 4 B ⇒ id : a → B ac hoc è un morfismo elementare

⇐ : Per le sottostrutture ⑦ vale per le atomiche o negazioni di atomiche

L.S.lv forma forte :

T L - teoria att ⇒ a B ha 113 / E Max ( No
,
IL / )

Iegue che B f- T perché B E A cioè TGCB) = Tenca) > T
"

la chiuse / A te {

esempio a f- ZF ⇒ Trovo un modello B f- ZF numerabile B ta

( 1N
,
< ) f- Estensionalità

,

7Coppia con < pensato come e

Cappie : ttscy JZ tu uez Ha = a un =

y

idea 2- = } sc , y {

Estensionalita : V-scysc-iy-V-uluc-sc.vn c- y )

B = ( 1N ,
< ) B f- Est

B # coppia

LS
.

T forma forte :

ti B f- T infinito ,
ad cardinale 3- A Y B ( aut .

A t t ) con la / 7 d

Dati dei modelli
, posso produrre dei modelli grandi e piccoli

quanto mi pare in fortissima relazione con quelli che avevo già .



08-11-2021 Lezione 12 Prof . Berovedncci

A C B sottostruttura e .

( Z
,
+
,

° ) c ( IR
,
+

,
• )

A < B sottostruttura elementare es : (Reali algebrici ) + ( IR
,
t
,

° )

( or
,

< ) t ( IR
,
< )

elementareniente equivalente ( Q
,
<
,

+
,
° ) % ( IR

,

<
,
+
,

° )
↓

A = B se Th (A) = Th (B ) cioè se 9 chiusa A 1--9 ⇔ B 1=4

Oss : Una teoria coerente T è completa ⇔ VA ,
BKT A = B

A = B ⇒ a = B ma non il viceversa ( L .

S
.

T ↓ )
↳ posso trovare

A = B ma

molto più grande /piccolo

° Se µ : A → B è morfismo , per ogni ✗ ( sci , . . .

,
>Cn ) atomica

Vai
,

. . .

,
an E A se A f- 9 (an ,

. . .

,
a n ) ⇒ 13 f- Y (ma e

,
. . .

, µ an
) (*)

•

µ : A → B è un ' immersione se in (*) vale il ⇔
,

cioè se A ≤ Ine (µ) CBn

• A C B ⇔ inclusione A - B è una immersione

&
•

µ : A → B immersione elementare se µ è un morfismo e

(*) vale per tutte le formule (con il ⇔ )

• A t B se l' inclusione è un' immersione elementare

Def : Una L- teoria è d- categorica ( con d un cardinale ) se è

coerente e tutti i modelli di cardinalità 2 sono isomorfi

Def T è categorica se è coerente e tutti i suoi modelli sono isomorfi

PA
≥

è categorica però è del 2° ordine .

Se una teoria T del primo ordine è categorico-
> l'unico modello

a meno di iso è finito ( L .

S
.

↑ )

⇒ "

categorica
"
è troppo forte ,

mi accontento di d- categorica

Esempio : L = } ≤ { ,
DLO = Ordini lineari densi senza estremi



se ≤ ac

ac ≤ y n y ≤ 2- → se ≤ z

× ≤ Y ^ y ≤ ×
→ , = ,

} °""" Parziali
toc yt

| x ≤ y v y ≤ × } totali!
≤ y

→ µ , , , z , y , • , , , ma
g
densi dire se ≤ z ^ se =/ Z .

Va 3-
y
se < Y )

|
senza estremi

VacZy ycsc

Teorema : DLO è Ho - categorica , non è 2
"°
- categorica

non È - categorica :
• ( IR

,

< ) KDLO

• ( irrazionali
,
< ) K DLO

• ( IR ' { ◦ { , < ) K DLO

( IR ' { ◦ { ,
< ) ¥ ( IR

,
< )

T

Qui esiste un insieme limitato superiormente senza sup : IR
' °

Tee DLO è No - categorica .

• ( Or
,
< ) è un modello

• ( la UIL { , < ) è un modello

• ( Q ' 104 ,
< ) è un modello

Ma sono isomorfi !

Dim (Cantor ) :

Usiamo la tecnica del
"

va e vieni
" ( back and torta )

siano A
,
B f- DLO

,
A

,
B numerabili

Devo mostrare A ≈ B
.

Costruisco un' isomorfismo § : A → B come unione

f- = U
new

tn di isomorfismi f- n parziali .

don (fn ) C A finito In ( tn ) C B finito f-
nn

> f- n

A = fan In c- IN { B = } bn In c- IN {



Al passo n : ho definito fn : An → Bn /An / = n Ibn / = n

Al passo nt 1 : ◦ Se nt 1 è pari prendo il minimo indice è tale che

ai ¢ don ( fn ) e trovo j tale che fn : An ' Bn si estende ad un

isomorfismo f- ,

"

Anu / ai { ) Bn U / bj { con fn» ( ai ) = bj

( lo posso fare per densità e mancanza di estremi )

A
,
B

(
• • • • • • ) (

• • • • • • )
↑ ↑

ai bj

• Se n +1 è dispari scambio i ruoli di A ,
B e prendo il minimo

i tale che bi ¢ Ine ( f- n ) e trovo aj
in modo da estendere

f-
n
a un isomorfismo f- n+ , che manda aj in bi .

Dico che don (f) = A .

Sia un -4 don (A ) . Allora ho scelto sempre ai con i - n .

Assurdo
, perché ci sono solo un numero finito di indici < n

.

Similmente In /f) = B .
Ovviamente f- = U

ne /N
£ n è un ≈

'

☐

Tee : Sia T L- teoria coerente d- categorico- ( a ≥ IL / + No )

senza modelli finiti ⇒ T è completa Tuon completo-

Dine : Sia
per assurdo Y L- formula chiusa TKTYÌÌTTÒ .

Allora esistono A f- Tu { 744 e B f- Tu / 9 { .

Se /A / = / B / =L ⇒ A ≈ B
per hp .

, quindi A ≤ B .

Assurdo
.

Sia Th (A) =/ O chiusa 1 A 1--04 ,
Th (B) = } DI BK V4 .

Per L
.

S
.

↑ esistono modelli ÀK Th (A)
,
B

'

f- Th ( B ) con

la 17 d e
IBI ≥ & con L cardinale

.

Per L
.
S

.

↓ in forma forte ( da dimostrare) esistono

A
"
< A

'

e B
"

4 B
'

con la
" / = IB" / =L

.

Assurdo perché avrei

A
"

= B
"

per d- categoricità ma A
"

1--79
,
B
"

1--9 .

( le abbiamo estese da A e B ) ☐



Schema :

A' 1--79 B
'

/=p
t t

T T

A
"

1=79 B
"

/=p
A 1--79 131=9

• Passo 1 : parto da AK 79 e B 1=9

• Passo 2 : ingrandisce ( l' 5 .

T )

° Passo 3 : rimpicciolisca ( L .
S

.

il forte ) ⇒ ottengo A
"

E B
"

ha
.

Mi serve di dimostrare L.S.lv forte .

Digressione : Potrei
,
anziché lavorare con la teoria di A e la teoria

di B
,
lavorare con una teoria di A con l'aggiunta di ulteriori

assiomi e a nuove costanti ( diverse l'una dall'altra ) .
Queste teorie

rimangono coerenti per compattezza .
Quando vado giù con L

.
S

. posso

scendere fino a ✗ ma non scenderò mai sotto altrui non verifico

gli assiomi che ci sono a nuove costanti .

Il fatto che il linguaggio abbia molte costanti non mi garantisce

nulla sulla cardinalità del modello
.

DECIDI BILITÀ ( digressione ) : -

• DLO è decidibi.ee : cioè c' è un algoritmo che data 9 mi dice

se DLO 1- 9 , con
l= { < { .

Qual' è l'algoritmo ?

Provo in tutti i modi possibili ( annunciando tutte le possibili

dimostrazioni formali da DLO usando le regole) a dimostrare

µ o a dimostrare 79 . Siccome Dio è completa prima o poi

ci riesco .

Se dimostrasse che ZF è completa potrei dimostrare tutto ! ☐

• A CAO = campi aleg .
chiusi di char 0 è decidibile :

È ☒
,
-

categorica , quindi completa , quindi decidebile , quindi



C'è un algoritmo per capire se una 9 nel linguaggio 0
,
1

,
+
,

°

è vera in ¢ ( equivale a dimostrabile in ACA o perché CI è un

modello e poiché la teoria è completo- se è vero in un modello

allora è vera in tutti )
.

L'unico modello di Carol . ☒
1
( a meno di isomorfisemi ) è Ql>ci / i < Nn )

e ≈ ca ( sci / i < 2
"
)

② E ch ( sc ) ¥ la Csc , y ) sono numerabili

RCF = campi reali chiusi è completa ,
non è d- categorico_ IL

IR ⇐ RCF
,
quindi c' è un algoritmo , per sapere data 9 se 9 è

vera in IR
.

Teo ( LS
.

↓ in forma forte) :

t L- struttura A
, per ogni ✗ c- dove (A) esiste B ? A

,
X C dom (B)

.

/ ✗ I ≤ 1131 ≤ marx ( IL / + No
,
IXI )

.
( se / ✗ I ≥ max ( Ill + No

,
1×1 ) ⇒ 1131=1×1 )

criterio di Tarski - Vought

Siamo A C B L - strutture
,

ipotesi : supponiamo che per ogni L - formula della forma

] ac Y ( sci , . . . , sen , y
) e Han

,
. . .

, an
C- A se B '= ]

y Y ( an ,
- . .

,
an

, ]
)

se B '= 7g Y ( an ,
. . .

,
an

, y ) ⇒ 3- b. c- A 131=9 ( an , . . . ,
an

,
G)

tesi : A t B

Dine : prossima volta

Esempi : Sia ⊖ (sc
, y ) senza quantificatore AC B

,
a C- A

.

A f- 7.x ⊖ ( sc
,
a) ⇒ B f- Zac ⊖ (x

,
a )

B K Voc ⊖ ( sc
,
a) ⇒ A K Vx 0 ( sc

,
a)

• Si basa sul fatto che ai , al
C- A

,
A f- ⊖ ( an

,
az ) ⇔ B f- 0 ( an , aa

)

Per le formule di tipo ltsc Zy ⊖ ( Sc , y ,
z ) non funziona :



( o
,
1) tvx Zy ( y < sc ) , [ 0 , 1) ¥ V-scjylyc.sc ) , (-1,1 ) k fac 3- y ( y < sc )
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Criterio di Tarski - Vought

Siamo A C B L - strutture
, supponiamo che Vai ,

. . .

, an
c- A per ogni

✗ (sci , . . . , scn , y) L
- formula , se BK 3-

y 4 ( an ,
. . .

,
an , y ) ⇒

3- be A Btp (ai
,
. . . , an ,

b)

allora a < B
.

Dine : Sia @ ( sci
,
. . .

,
In ) L - formule .

Siamo ai , . . . , ok
C- A devo

mostrare A K ⊖ ( an
,
. . .

,
are ) ⇔ B K ⊖ ( che

, . . . ,
ok) .

Il caso O atomica è vero perché ACB .

Il coso ⊖ = 7 ✗
,
✗ nps ,

✗ VB segue per induzione sul numero di

connettivi di ⊖
.

Il caso ⊖ = 7.y Y ( sci , . . .

,
>cn

, y
)
segue

dall' ipotesi .

ipotesi
B 1=0 ( a- ) ⇔ B f- -3g Q ( an ,

. . .

,
an , y ) ⇔ fa E A BE play ,

. . .

,
an

,
a)

1 I

iuclnz .
Tarski

⇔ 3- a C- A
,
A KY (ae , . . .

,
an

,
a )

,

⇔ A 1=7 y ✗ (sci , . . .

,
>cn

, y )
☐

lty0 = 77g 70

L
.
S

.

↓ forma forte :

sia A L - struttura
.

Sia ✗ C dove (A) .

Esiste B < a
,
✗ C dom (B) IB / ≤ IX / + IL / + Ho = 2

( quindi se IXI ≥ IL / + Ho ⇒ 1131=1×1 ) → somma di cardinali o è = al mar

Dig : Data Zy Y ( sci , . . .

,
scn

, y) e ai , .
. .

,
an E A se A f- Zy 4 (an , . . .

,
an

,y ) ,

scelgo un tale y e lo chiamo fq ( an ,
. . .

,
an ) ( funzione di Skòlene )

Esempio : IR f- 3- y ( v2 < y < it )
-

zyocxi.az . > ) (% .

-%)

f- y ( T2
,
it ) = V2 + 1T funzione di Skólene ( ne scelgo una che verifica )

2



Senza perdita di generalità suppongo ✗o = ✗ ≠ ∅ .

Definisco ✗
nt ,

= ✗
n
U | f- q ( an

,
. . .

,
ok ) / A f- Jyp ( ai , . . . , an , y ) , Y formula , ai c- ✗n {

Dunque ho la successione Xo c ✗ i C ✗ a C . . .

Definisco ✗
w
= Un ✗ n .

Vorrei a questo punto B = Xw
.

Claire : ✗w è il dominio di un' unica sottostruttura di A

Effie : (= } 0,1 ,
+

,

° | Xw chiuso per 0,1 ,
+

,
°

È chiuso per 0 perché : a f- Zy (y = 0 ) ⇒ 0
"
E X
,
C Xw

a
,
b E Xw ⇒ a +

a
b E Xw

3- n a
,
b E Xn . A Kay ( y = a +b ) )

ÉTÉ ) (%
,
%
,
) )

⇒ £9 'ai b) = a +a b

⇒ a +ab c- ✗nn c ✗w .
Ho dimostrato quindi il clone .

Ha senso parlare di ✗ w come se fosse una struttura .

Sia B la sottostruttura di A con dominio Xw .

Dico che B sa perché

per costruzione verifica il criterio di T .
V

.

Infatti se a f- Jyp ( bi , . . .

,
bn

, y ) ⇒ 7m bi , . . .

,
bn E Xn

⇒ trovo un testimone y in
✗
mia D= fq ( bei , . . .

,

b
n )

Rimane solo da verificare 1131 ≤ 7=1×1+1 LI + Ho

1131 = /Xwl = U I ✗nl i (card
.
a)

ME IN
÷

1×01 = 1×1 ≤ a → I ✗nel ≤ I Xnl + IL- formale / ⊕ U I Xn /
"

≤ i + it U i
"
= il

↓ KEIN KEIN

Es : ( an .
. . .

,
an ) e ✗È K-upla di el . di Xn ,

I Xn
" / = I ✗n )

"

Per induzione In / Xnl ≤ il ⇒ I Xw / = / Un ✗ n / ≤ E / ✗ n / ≤ E il ≤ No . i = te
ne IN

Quindi IB / ≤ il
. ☐

Car : Se i ≥ IL / + No
, per ogni L

- struttura A
,
tal > il esiste B < a

,
IBI = il

.

Dice : parto da A
. Scelgo ✗ cdom ( A )

,
1×1=7 ⇒ applico L

-
S

.

↓ forte
☐

Vediamo ora L
.
S

.

↑ forte con la tecnica dei diagrammi :



DIAGRAMMI

a L- struttura
,
la > L La =L U / Cal a c- a f.

o negata atomica

1) (a) = | f ( Ca. . . .
.

, can
) / µ (sci , . . .

,
>Cn ) L - formula atomica

✓
tc a t Plan ,

. . .

,
an ) /

Esempio : a = 2,1,
L = { + {

don (a) = { 0, 1 ,
2 } 1+2=0 ecc .

negata atomica
E

La = / Co , Ca , Ca ,
+ { D ( A) = } co + ce = Ce , ci

+ cz = Co , ce t ca , .
. . { → assicuri

Tega : B K D(A ) (⇒ ] immersione µ : a → B/ < , µ
(a) = CÈ .

Dini : a f- 9 ( an ,
ora

,
. . . ) ⇒ lf ( can ,

caz
,
. . .

) e ☐ (a)
ambiente

-

⇒ B 1=9 (can
, car ,

. . .
) ⇒ 131

,
1=4 (man ,

. . .

)
-

formula nel

linguaggio estesodiagramma elementare
-

ED(a) = /9 ( Ca. . . . .

, Can) I if (sci , . . . , >Cn ) L - formule tc A f- µ (an ,
. . .

,
an ) { .

↳ non solo per le atomiche

Teorema : B f- ED (A) (⇒ ] µ immersione elementare µ : a > B
t

↳ preserva tutte le9

Dia : analoga

Esempio : IR = ( IR
,
0
,
1
,
+

,

° )

~ infinitesimo
sia T = ED CIR ) u } e lo < c

,
e < In n E IN {
-

L (T ) = La U } c {
ctctc + . . . + c < ±
-

n volte

T era un modello A per compattezza , ma
BKEDCIR ) ⇒ esiste

un' immersione elementare µ : IR ↳ 131
,
a meno di isomorfismo IR < BIL

B somiglia a IR ma contiene degli infinitesimi .

dy |In B ha senso lavorare con
ja .

Dunque in analisi non standard era senso lavorare con gli

infinitesimi : dimostriamo qualcosa in B ma poiché IR < B /
,
tutto ciò

che è vero in B è vero anche in IR ( basta non contenga par . infinitesimi )

Esercizio : Sia
µ : a → 13 immersione ⇒ esiste B

'

= B (tramite µ :B→ B
'

)

⇒ B
'

è una vera sottostruttura ( se elementare ⇒ sottostr
.
elementare)



In questo modo : a % B

sottostruttura →✗ E

B
'

E-sene.pe : IR ' IR [x-p
(è +a) } def di ¢ IR → IRLJC]# + , ,

115
r 1-) r Mod ac2+1 a. street

.

→\
q

Esercizio ( puramente iusieneisti.co) :

Data f- : a → B iniettiva esiste g : B
'

> a e g
: B → B

'

biunivoca

a È B
B

a_
a Qualunque immersione ( elementare)

↓ 8 la posso far diventare una
B
'

sottostruttura ( elementare)

B' = a u [ B - Inca)]

IDEA :

g : B → B
'

biunivoca e se B è una L- struttura posso vendere

13
'
uno- L - struttura in modo che g

diventi un isomorfismo .

L
.
S

.

↑ forma forte :

se A è una L- struttura infinita
,
il ≥ la 1

,

esiste B > A con 1131 ≥ I

Diz : (idea : dimostriamo che esistono delle teorie coerenti con tali

caratteristiche
, perché poi esistono dei modelli : prendiamo una teoria

di cui B sia un modello
, dunque che contenga ED (a) e degli assiomi )

1- = ED (A) U } ci ≠ cj I icj < il |

T è coerente per compattezza ( perché A è infinito )

⇒ era un modello B te 7 immersione elementare µ : a → Bil

⇒ Rimepiazzando B con copia isomorfa 7. B
'
E B a + B

'
IB

' l ≥ -2
.

☐

Ricapitolando : per dimostrare
↑ si usa la compattezza

per dimostrare ↓ si usano le funzioni di Skólene

Teorema : Ogni teoria X - categorico- senza modelli finiti è completa

Dia : Basta mostrare che A ,
B KT

,
A = B



LST

A f- T ⇒ 7 a
'

YA la' l ≥ L

Sia ✗ C dom (a) / ✗ I =L

%
⇒
↳↓

esiste a
"

con ✗ C dom ( a
" ) a

"
< a

,
la" / ≤ I ✗ I + IL / + ho

⇒ la " I =L ⇒ a f- T za
"
= a la

"

I =L a
'

L
.
S
.
↑ 3-

⇒ VA
,
B KT ] a

"
= a

,
B
"

= B
,
la
"

/ = 113
"

/ = × -1 Lis
.

↓

A

e per d- categoriecita B
"
= a

"
⇒ B

"

= a
"

⇒ B = a a
"

☐

Esercizio : Sia T la teoria degli ordini densi .

Allora T era esattamente 4 estensioni complete (massimali )

Ingegnerimento : 1) Le 4 possibilità corrispondono ad avere o no Marx ,
min

la ≥ [ 0
,
1 )

,
(o

,
1 )

,
( 0

,
1 ]

,
[ 0

,
1 ] (tecnica del " back and forth

"

)

2) T t du p

T
'

> T completa ⇒ T
'
1- & o T

'
1- P

Insieme definibili :

a L - struttura
,
✗ C dom ( a )

"

✗ è definibile ( con parametri ) se esiste una L- formula definita cosi

4 ( 2C ^ , . . .

,
>cn

, y e ,
. . . , YK ) e parametri di , . . . , aie tali che i

✗ = 1 ( be . . . . , bn) e a
" I at lflbi . . . . , bn.ae ,

. . .

, ak
) |
-

*

Se K = o ✗ è definibile senza parametri .

(*) Ci sono due modi per farlo : o è nell' ambiente
, quindi scrivo

( bici
,
. . .

,

token
,
Tye

,
. . .

,
Wyn ) , oppure arricchisca il linguaggio con

le costanti Ca
,
. . .

, Cn
e dico che interpreto c, come be , ca come be ecc .

Esempio : IR = ( IR
,

0
,

1
,

+
,
° )

,
^

E L ⇒ non è un parametro
• ✗ E IR

≥
✗ = } Csc , y ) l IR f- sctty

'
=② { , X def . senza parametri )

E
• Y = | ( sc , y ) l IR t x2 + y

2
= IT

< { , Y def . con parametro 1T

◦ 2- = | (× , y )
E 1122 I IRF sé + y

'
= V5 { Z è def . con parametro V5 ?



No perché se scrivo Z = } ( sc , y ) E IR
'

l IR t (x2+ y2)
'

= 1- + 1- + 1- + 1- +1 {

allora è definibile senza parametri .

Ottengo che se il raggio del cerchio è un numero algebrico allora

è def . senza parametri , se è un numero trascendente serve il parametro

Tee (Tarski ) :

✗ C R
"

è definibile in IR = ( IR
,
0

,
1

,
+

,
• ) ⇒ ✗ ha un no finito di

componenti connesse . In particolare se ✗ CIR
,

✗ è unione finita

di intervalli e punti . In particolare ZCIR non è definibile in IR .

Teo ( Julia Robinson ) :

2 è definibile in ( Or , 0, 1 , + ,
• )

.

Ted : In ( 1N
,
o
,
1
,
+

,
° ) è definibile una marea di cose .

un

↳ se tolgo il ° riesco a def . molto poco

15 -11 - 2021 lezione 14 Prof .
Berardveci

Iniziamo le dispense di calcolabilità e teoremi di G-òdel ( solo in parte )

Osservazione : ACB sottostruttura
, 9 ( sci , . . . , scn.ae ,

. . .

,
an ) ai e a

Ia C a
"

☒
a

= } ( Cn , . . . , Cn ) e a
" / A f- lf ( ce ,

. .
.

,
Cn , an ,

. . .

,
an) {

☒ ☐
C B

" ☒
☐

= } ( Cn , . . . , Cn ) e B
" I BK lf ( ce ,

. .
.

,
Cn , an ,

. . .

,
an) {

Se a < 13 ⇒ Ia = E
☐
n A

"

per def . di sottostr .
elementare

( Non ) Esempio : se a C B non elementare la stessa 9 ( con parametri

da a) può def . insieme completamente diversi in A e in B
.

/ se c- IR l IR Kay se = yz { = È
°

|
/ × c- con la f- 3- y « = gag =, cazo )

perché Q $112

Invece a = / reali algebrici { t IR ⇒ facea la 1=7 y se = y
' { = a

>°

Def : T L- teoria è decidebile se esiste un algoritmo che con input

9 ( L - formula chiusa ) stabilisce se TI- 9 o T ¥9

Cioè se ✗ è un teorema o no .



Ho bisogno di precisazioni : cosa è un algoritmo ?

Ted : se T è una L- teoria completa e l' insieme degli assiomi è

decidere ⇒ T è deciderlo
.

Esempi : ACF = teoria dei campi algebricamente chiusi è decidibile

ma non completa

ACFO= ACF -1 Charo è decidebile e completa .

-

(o-1-1,01=1+1 , - . . )

PANORAMICA :

la.

Oss : Ti = Ta ⇒ Mod (Ta ) = Mod ( Ta ) ⇒ } 91T, 1- Y { = / 9 Ita 1- 9 {

Decidibile Completa d- categorica

THCIR
, 0,1 ,

+
,

. ) SÌ SÌ No

" '

RCF Si si No

Th ( E
, 0,1 , + , . ) sì sì sì : ✗ = ☒ ,
111

ACE sì sì sì : ✗ = ☒ ,

Th (Or
,
0,1 , + ,

° ) No No No

Th ( 2,0
,
1
,
+
,

. ) No No No

Th ( 1N
, 0,1 ,

+
,

. ) No No No

U

PA No (* ) No No (*) gli assiomi
sono decidibili

Th ( IN
, 0,1 ,

+) si si No

Th ( IN
,
0
,
s ) si si sì : ✗ = ☒

e

Notazione :
• RCF = real closed fields ( campi reali alg . chiuse )

• ACFO = visti sopra

• PA = Peano

Sostanzialmente i razionali
, gli interi e i numeri naturali sono più

complicati dei reali e dei complessi .



Teorema di Morley ( /↳ I = Ho ) :

T è ☒ e
-

categorica ⇔ Tè d- categorica per ogni × ≥ ☒ e

• Ten ( IN
,
S
,
0 ) è ✗

e
-

categorico- ,
non Ho - categorica .

Sia TC Th ( 1N
,
S
,
0 ) con i seguenti assiomi :

| ltocy
( Ssc = sy → se = y )

tac ( se ≠ o → 3-
y sy = Sc

)

| Yy ( sig -1-0 )
Deir : • T è ☒ e - categorica ( quindi completa , quindi T = Th ( IN , 5,0) )

Sia MFT
. ¥ : Deve esistere un modello ≠ IN per I.5.↑ , ad es : IN + Z

Sia a ~ b ⇔ 3- ne IN
,
Sha = b v Snb = a

~ è una relazione di equivalenza su M
.

Sia (ai 1 i c- I ) un insieme di rappresentanti delle varie classi

di equivalenza .
M = U [ai ]

,
ao = 0

.

i. c- I

[ 0 ] E IN
,
[0 ] = } 0 ,

so
,
SSO

,
. . . { C M

[ai ] E 2
,
[ai] = } . . .

, ppai , poi , ai , sai , ssai { se ai# [o ]

= } s'' Cai ) I K E Z { ≈ ( Z ,
s )

S
- ÌC
=p ( SC ) = y sy = se
--

predecessore

M = IN U Ù 2 E IN u U ( Zx / i {) S ( < K ,
i > ) = < Kt 1

,
i >

i c- I I. c-I

1MI = ☒
,
⇔ 1 Il = Ns ⇒ T è e categorica

• Non Ho - categorico- perché IN ¥ IN ÙZ

1- = teoria del successose è ☒
e
-

categorica , quindi completa ,

quindi T = Th ( IN , S , 0 ) ( la conseguente sono complete massimali )

Alla fine noi vorremmo riuscire a studiare Th ( IN ,
0
,
1
,
+

,

• )

Dunque procediamo passo passo .

Introduciamo una
"

nuova

"

teoria aritmetica :



Aritmetica di Pressburger (PRE) :

L = / 0 ,
S
,
+ {

Assiomi : Ssc = Sy → se =]

0=1 sy

a # o → 7cg sy = sc

✗ + o = 3C

set sy
= scsc + y )

Induzione ( schema ) :

I-udq.sc : ti § [ q ( 0,5 ) n toc ✗ ( x , j ) → 9 (Ssc , j ) → x y ( x , j
'

) ]

Posso concedere che ci siamo parametri . Servono infiniti assiomi .

Teorema: PRE è completa (non d- categorica d)

Esercizio : Nella logica del 2° ordine posso definire + in ( IN , 5,0 ) .

↳
posso quantificare anche su predicati

✗
+

( a
,
b
,
c) = ti P ( predicato ternario ) :

-

[ x PC >c
,
o
,
>c) n toc Pcsc , y , z ) → Pcsc , Sy ,

sz) → Pla , b.c)]a + b = C

Questa formula è vero, in 1N
, S ,
0 '→ atb = C

Idea :
• Voglio verificare 2+3 = 5

.

Inizio da 2+0=2 : verifica PC 2,0 ,
2)

, passo alla
2
"

regola e ero

2+1=3 cioè P ( 2
,
so

,
S2 ) = PC 2

,
1

,
3 ) . Quindi leo PC 2

,
SI

,
53 ) =

=P ( 2
,
2
,
4 ) e poi P ( 2 , 52 ,

54 ) = PCZ
, 3,5 ) =P (a ,

b
,
c)

.

• Ora voglio vedere che se atb + c. allora non è vero che per

ogni predicato succede quella cosa : prendo il grafico della somma

come predicato e il 3° predicato Pca
,
b
,
c) non viene verificato .

Nella logica del 2° ordine riesco pure a definire il •

.

Nella logica del 1° ordine non posso definire + in ( IN
, S,
o ) e non



posso definire o in ( 1N
,
S
,
0
,
t )

.

Invece posso definire sc
>
= 2- in ( 1N

,
S
,
o

,
+

,

o )
,

Definizione di xD = -2 in ( 1N
,
o
,
S

,
+

,

o )

( Gòdel 1931 ) IN n

<
,

> : IN
'

> IN bigetioue •
,
-

•
i
• ( sc

, y)

(× , y) 1 ) (✗ +g)(sexy-11 ) + sa •
,
-

•
•
•
"

2 (7) • • • •

5
(o

,
0 ) I ) 0

@ • • • • )

(0,1 ) i > e
(8) (f) (E) scty IN

(1
,
0 ) 1 ) 2

Come si dimostra che è una bisezione ?
(o , 2 ) 1 ) 3

( e
,
e) i > 4 Parto da 1+2 + . . .

+ n = n ( mt 1)

2

:

Posso definirla anche così :

< ×
, y > = z

a 2-2 = ( a. + y ) (✗ + yt 1) + 23C

(→ z = ( se +g) ( sexy+1 ) + se

2

Definisco una relazione È in 1N :

se È C (⇒ 3- a ,
b c. = < a ,

b > ^ In a = mcm / i ti Enti ^ (se + e)att / b n sen
↳ questa è definibile in ( IN

,
o

,
S

,
+

,

° )

l' idea è che CE IN codifica } >CI sc È c {

se / b : = 3 -2 ( sc . -2 = b)

seEy : = JZ ( sctz = y )

a = mcm } i 1 ieri { : = Vi ( is n → i /a) n tà ( ( tie n ) ( Ila' ) → ala' ) .

Teorema :
per ogni sottoinsieme finito a c- IN esiste CE IN tale che

A-=/ x c- IN / IN f- sa ÈC { .

IN→ Pgiu (N ) surgetiva

e → { x la ÈC }

Dim : Dato AC IN sia NE IN un maggiorenne di tutti gli elementi



di a ( A è finito ) .
Sia ( = < a

,
b > dove a = mcm } il ieri {

D= mcm { (sett )a te tocca { .
Dico che se c- a ⇐ (sett )a + e Ib ( ← SCÈC )ovvia

Lemma : I numeri { ( scassata 1 Ken { sono coprimi :

Dine : « < y < n se p primo p / (sett )a + n , p / ( y+ 1) a + i
* se li divide

entrambi
* allora divide

⇒ p / ( y- >c)a ⇒ p / ( y - sc ) ✓ pia però p / ( y - sc ) ⇒ p / a la loro di-8£ .

(
y
-✗ Eh n a = memi

,
i 1 ieri { ) .

In ogni caso Pla .

Ma p / (sett ) a +1 =) p / 1 Assurdo .
☐

Ora scea ⇒ (set 1)a + 1 / b b = mcm ( (sett )a + 1 / se c- a) → è il prodotto
perché sono

coprimi

se sa ¢ a n « En ⇒ (sett ) a + a fb usando il fatto che se ho

dei numeri coprirmi } (sciita + e / SCE n { .

D= mcm / (sc + 1) a. +1 / KE nn se e a { .

Se un numero è coprirono con certi numeri è Caprino con il loro

mcm e quindi non divide il loro mcm .
Ne segue che A

= } se / se Èc { .

Esempio : A= { 2 ,
4

,
6 te lo codifica cosi :

prendo n = 6 maggiorate di A.

a = mcm ( 1
, . . . ,
6) = 60

b. = mcm ( ( 21-1360+1
,
( 4+7360+1

,
(6+1) 60+7 )

I 1

coprimi

✗ E a ⇒ ( ✗ + e) 60 ti / b A sc E 6

(⇒ × È c c = La
,
b >

• sc
>
= -2 (⇒ in ( IN

,
o
,
S

,
+

,

° ) vale la seguente :

7C : Csc
, y ,

-2 > È C ^ < sc
, 0,1 > È C n ti < y the < × ,

i
, a >
Èc → < sc.ii-i.u.sc> ÉC

/ × c è minimo
< sa

, y ,
Z > = < JC

,
< y , -2 > >

t
( cioè c' < c una delle condizioni non vale )

C codifica | < u , v.z > Ivey è= -2 }

/ f- (a)
= 1

idea :

• È = -2 <⇒ 7 funziona f : / 0 , . . . , y { → IN tale che £ ( i+1) = f- ( i ) ^ a f-ci > = >ci
/f ( y ) = 2-
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Studiare gli insiemi definibili in ( 1N
,
0
,
S

,
+

,
- )

Oss : 0
, S sono superflui

✗ = o ⇒ ty ( scty = y )

x = 1 ⇒ y ( >c. y = >
c)

y = Scsc)
(⇒ y = set 1 ⇒ 7 -2 ( z = 1 n y

= se + -2 )

911 ) ⇒ 3- z ( t = e n q ( z) )

Quindi : Definibile in ( IN
,
0

,
S

,
+
,

• ) = Definibili in ( IN
,
+

,
o )

Tee : • } ( sc , y , t ) c- IN
>

1 si = z { è definibile in ( IN ,
+

,
° )

•

} ( sc , y ) E IN
"

I sc ! = y { " " " "

• Se f- : IN
"

> IN è " calcolabile
"

| ( se , y ) c-
IN
" "

I f- E =

y { = T' (f)
-

è definibile in ( IN
,
+
,

° ) grafico di f-

Funzioni calcolabile : si può fare in molti modi

1) Macchine a registri ( modello di calcolo )

R-eg.IE : so
,
>cn , scz , . . . celle di memoria ciascuna delle quali

(o JC
, y ,

Z
, . . . ) può contenere un intero in IN

è uguale

Istruzioni :

• × : = y → se eseguo questa istruzione al tempo t ,

al tempo t+1 il contenuto di >c è uguale al contenuto
di
y al tempo t ( il contenuto di y resta uguale )

• sc : = o ~' Metto o in sc
.
Se la

eseguo al tempo t ,

al tempo tts in se ci sarà 0

•

ac : = y +1 → Se la eseguo
al tempo t , al tempo t +1 il contenuto

sc : = se -11 di se è uguale al ( contenuto di y al tempo t )
+ 1

un

incremento ie ( il contenuto di y resta uguale)
contenuto

•

if « =y go to n → controllo se il contenuto di sc è uguale a quello diy
Se lo è la prossima istruzione da eseguire è la
numero n . Se non lo è passo all' istr . successiva come

per tutte le altre istruzioni .



• STOP

Programma : successione finita numerata di istruzioni

Esempio : P
programma .

Specifico i registri sci , . . . ,
>cn di input e il registro y di output .

Posso associare una funzione parziale ( indefinita su certi input → non si ferma )

fp : IN
"

→ IN ,

f- p ( ae ,
. . . ,
an ) = b se il programma è inizializzato con ae

,
. . .

,
an

nei registri sci , . . . ,
>Cn ( e/o negli altri) dopo un

n° finito di passi si ferma con b in y .

Se il programma non si ferma diciamo f-p (ai . . . . , an ) = ↑ ( indefinito)

Quindi in realtà fp : IN
"

→ INUIT {

Def : f- è calcolabile se f- = fp per qualche programma P

( con certe scelte dei registri di input /output )

Teo : + : IN
2

→ IN è calcolabile
.

Input sci
,
oca . Output y .

Ricorda : possiamo definire la somma induttivamente :

se + o = SC ) non va bene come programma :

|
C' è una chiamata ricorsivo-

Itsy = scscty ) (due chiamate del + )

1) K : = o → è un contatore

⊕

" "
" • "→ore " iterazioni

3) sci : = >ci + 1 → aumento di 1 scia

4) K : = K +1

6) y : = oca

STOP

'

questo ciclo lo ripeto oca - volte



Esercizio : Avendo + faccio il • → / >cio = 0
| >c. sy = >c. y + JC

Input xe ,
oca . Output y .

1) K : = 0

2) z : = 0 → idea t = Sce ' K

3) if K = oca go to 7

4) K : = K + i

5) -2 : = 2- + >ce → usando il programma per il +

6) go to 3

7) y : = z

STOP

Ricorsione primitiva :

f- : IN
""
→ IN

g
: IN

"

→ IN h : IN
""
→ IN

| f- ( II , 0 ) =

g(E) | escape : dipende da y
e dal fattoriale di y

(X e ,
. . . ,

JC te )
! 0 = 1

µ y

| f- ( E' , y + a) = h ( è , y , g- ( è , y) )
| ! ↳ + e) = ( Y+ 1)

' ! y = hly
,

i. y )
dove h ( a

,
b) = (at t ) . b

Tee : se g ,
h calcolabile ⇒ f- calcolabile

Dim : Input JC e
,

. . . ,
Jen

, y . Output n .

2- i. =

g
( sic) ( macro usando l' ipotesi che g è calcolabile )

K : = 0 (contatore
,
idea : -2 = f- (È ,

K ) )

⊕ se K =

y go to 1*+1--1

-2 : = h (Ì
,
K
,
-2 ) ( macro usando l' ipotesi che h è calcolabile)

K : = K +1

goto ⊕

HET u : = z

STOP

Quando scriviamo un programma non abbiano la garanzia che termini .



Def : la classe delle funzioni primitive ricorsive è la più piccola

classe E di funzioni f- : IN
"
→ IN ( per qualche K variabile ) tale che :

1) 0 E l ◦ = funzione costante o ⇒ 0 : IN → IN
,
0C >c) = 0

2) SE E S (n ) = nt I

3) IT? E l IT? ( sci
,
. . .

,
>Cn ) = sci i ≤ n

↓

funzioni proiezione
µ
È = JC

e
,
. . . ,
JCK

4) chiusa per composizione : se f-Cà) = g Che CE ) , . . .

,
ha CÌC ) )

se 8 ,
hei

,
. . .

,
hn C- E ⇒ f- E l

5) chiusa per ricorsione primitiva : se f- è def . per ric . primitiva da geh

se g. ln
El ⇒ £ E l

Tee : le funzioni primitive ricorsive sono calcolabile ( e totali)
↓

non entrano

Iim : ovvio mai in loop

Esempio : Programma per funzione sempre indefinita :

[
1) × : = se +1

2) goto 1-

È calcolabile ma non primitiva ricorsiva .

Tee : Esiste una funzione calcolabile totale non primitivo- ricorsiva .

Oss : In termini di programmazione le funzioni primitive ricorsive

corrispondono a cicli for . Manca il White .

Minimolizzazione :

d- (sci , . . .

,
ocn ) = µ-2 -h (E

'

,z ) = o

÷
minimo Z tale che hc È ,

t ) = 0 e per ogni n < 2- ,
hc È

,
t ) ≠ o una definito

Tee : h calcolabile ⇒ f- calcolabile

Dim : idea : calcolo hCà
'

,
o)

,
h (È

,
1 )

,
h( È

,
2 )
,

. . .

finché trovo ln (È f) = 0 e fornisco output 2-



Esempio : se NÉ
,
o ) =3

,
li (È

, e) = T ,
licè

,
2) = o ⇒ f-CE ) = T

Input Jce ,
. . .

, In .

1) z : = o

2) u : = h ( se
,
z) (macro)

3) Se le = o vai al punto 5

4) -2 : = 2-+ 1
,
vai a 2

5) y : = 2-

STOP

Def : funzioni µ - ricorsive di Kleene

sono la più piccola classe di funzioni chiuse per 0,5 ,
ITÌ

, comp . ,

ricorsione primitiva e minimale.ttazione µ .

Teg : funzioni µ - ricorsive = funzioni calcolabili
( a registri )

Elm :

E) facile
= ) si g-a. ( dispensa)

i. = è un concetto informatico ,
non matematico

Precisazioni : dom (f) = } È / f- È # T { ( converge ,
ossia è t t

def

/ f- ( È ,
o ) = gc >c)

⇒
| f- ( sc , y ) t (⇒ gcx) t e

se

/f- ( 5c , gts) = h ( sc , y , f- ( sc , y)
| ti <

y f- (sc , ist e hcsc, > , f- (= ,
i ) ) t

Se
g ed h sono funzioni parziali definisco f- in questo modo

f- ( SC ) = g ( h, ac , . . .

, hiesc ) £ >c t (→ ha >c ,
. . .

,
ha >c te e g. (husc , . . .

,
ha >c) t

f- (sc ) = µ Z hcsc, -2 ) - O allora f- (sc) t se Zz h ( sc , z ) = o n Fiat hac,7)t -1-0

Tesi di Church :

La nozione intuitiva di funzione calcolabile ( esiste algoritmo ) coincide

con la nozione di funzione calcolabile a registri .



Ci crediamo perché :

calcolabile a registri = µ - ricorsivo

= Turing calcolabile

= il - calcolabile

= altre definizioni . . .

Esempio : f- (n ) = n - esima cifra dello sviluppo di 1T è calcolabile per

la Tesi di Church

"

Lo so fare con le serie
, lo saprò fare anche con le unacchive a registri

"

Oss : Calcolabile significa che esiste un programma ma ciò non

implica che io lo Sa .

Ci sono funzioni calcolabili che non sappiamo calcolare .

Esercizio : n - Pn ( n - esimo primo ) è µ - ricorsiva ( anche prive .
ricorsiva )

Servono un po
' di funzioni ausiliarie :

1) p : IN → IN pro) = o ponti ) = n predecessore

p è primitiva ricorsiva

/ PCO
) = o

| pinta ) = ln ( n , pcn )
) con h (sc

, y ) - se
"

te
?

2) x i y =

g) ×
- y se sa 7g sottrazione troncata a tiro

o se ac < y

= è primitiva ricorsiva

| sci o = se

| se = (ytt ) =p (xiy )

Def : Se PC IN
" ( P predicato ) dico che P è primitivo ricorsivo se :

Xp : IN
"

→ 10 , TI è primitiva ricorsiva

/ 1 se è c- P(
Xp ( 5c ) =

Io se si -4 P



3) Z (sc ) = ( se = 0 ) è primitivo ricorsivo predicato
"
essere zero

"

2- ( o ) = 0
,
-2 ( n +1 ) = h ( n ,

Z ( n ) ) con h ( sc , y ) = 1

Oss : Le funzioni costanti sono primitive ricorsive

4) E ( inteso come predicato ) è primitivo ricorsivo

sc E y (⇒ -2 (x iy )

5) = è primitiva ricorsiva

3C = y
(⇒ × E y n y E sa (*)

6) n è primitiva ricorsiva

✗
± ( SC , y )

° ✗
± ( y , × ) con 1 = vero

,
o = falso

(*) ✗
=

(sc
,g) = ✗ <

( Sc
, y ) . ✗

=
( y ,

>c) = ✗ ± (>c. y )
. ✗

<
( IT! ( sc , y ) , ITÌC>c. y))

7) Se PC IN
"

( come predicato) prima .
ric

.
⇒ TP = IN

"

IP è priva . ric
.

✗
, p
(sc ) = 1 i Xp (sc )

s) Pv Q = 7 (TP V7 Q )

✗
puoi
(E) = 1 ÷ ( e = Xp (sc ) ) . ( 1 i ✗ (x) )

:
I

n ) Primo (sc ) = a b E sc (a. b = se → a = se v b = >c)
-

i quantificatore limitati non fanno
uscire dai primitivi ricorsivi

Esempi : funzioni calcolabili che non sappiamo calcolare :

1) | 1 se non vale la congettura di Riemann
f- (sc ) = | o se vale " " " "

2) funzione che dato n mi dice se tra n giorni piove

Lo posso fare aspettando h giorni ma non con una macchina a registri

L' idea è che con una macchina a registri io possa dimezzare i

tempi delle operazioni , ma non posso far scorrere il tempo a vel . 2.x !
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Lo scopo finale è dimostrare che PA è incompleta .

Abbiamo visto :

• Primitive ricorsive c Ricorsive c µ - Ricorsive = Intuitivamente calcolabili

totale il ←to
'
tesi di Church

calcolabilil'algoritmo
a registritermina sempre

OSS : Ricorsive totali : = Ricorsive n funzioni totali
+

Non posso definirle senza n

La funzione di Ackermann è calcolabile una non primitiva ricorsiva :

2

Act ( se+ s
,
o) = Ack (x , 1)

""" ""
'

÷:*
."

.
.""""

sfida : Calcolare Ack ( 5,5 ) ( È un numero enorme )
- -

è più grande di 5

Ack ( 5 , 5) = Ack ( 4 , ACKTÌTÌ ) = ecc .
Ci vogliono migliaia di anni !

Esercizio : Perché è intuitivamente calcolabile e perché è totale ?

È totale ( il calcolo di Ade (se
, y
) termina ) per induzione su cuscty

÷
Ack ( 5

,
5) → iv.5 +5 ordinale

✓

Act ( 5
,
4) → w -5+4 per induzione termina Act (5 , 4)

= n

Ack ( 5
,
5) = Act ( 4

,
n ) → W . 4 + n < w . 5 +5 per Iud. termina

Senza ordinali : Induzione primaria sul I termine ,

Induzione secondaria sul II termine

cioè
, per induzione su sc

,
mostro tty Ack (sc

, y) termina

Esercizio : Ack è µ - ricorsiva e calcolabile a registri

teo : f- è primitiva ricorsiva → 7K ltn 7K f- (n ) < Ack ( n , n )

• Sono primitive ricorsive :

+
,
°

, piedi , >c - y ,
il predicato ✗= o (a) = 1 , ✗= ☐

( sett ) = o



✗ =
( SC

,
>c) = 1

,
= (SC ,g) = O se >c. ≠ y

• ✗≤ ( sc , y)
=
/ " se ✗ ≤ y

è primitiva ricorsiva/ o se sc >
y

DI : se ≤ y sig = o

✗ ≤ (sc , y ) ti ⇒ ( sci y )

✗
=
( sc

, y ) = ≤
( sc

, y
) - ✗

≤ ( y ,
>c)

Sommatoria :

f- ( SC , y ) = E h ( sc
,
2- )

z <y

• Se li è prive .
ricorsiva =) £ è prive .

Ric
.

ric
.

totale sic
.
totale

calcolabile calcolabile

Djinn : f- (sc ,
o ) = 0

f- ( SC , yt1) = f- ( sc , y ) + ln ( sc , y )

Produttorie :

f- ( SC , y ) = IT h ( se , z )
2- < y

° Se le è P
.
R

.

⇒ f- è P
.
R

.

Dim : f- ( x ,
0 ) = 1

f- ( sc , ytt) = f-( sc , y ) • h ( x
, y )

Minimali#azione :

f- (à ) = min } Z I hcÈ
,
z ) = o ^ ti < z h (È ,

i ) ↓ ≠ o {
def . Il *

-
-

←
Mt

- acà
,
-23=0

Perché lo definisco così ? Se provo a fare un programma per

macchina a registri mi è più facile calcolare *) che il minimo z

Esempio : h ( È ,
0 ) =3 h (SC

,
1) ↑

,
hcsc

,
2) = o ⇒ f- (è ) T

↑ ↓
In questa situazione non riesco a trovare il 2

Domanda : Esiste un programma
"

furbo
"
che trova il 2 ? Ne



Se la ln è totale µ coincide con il vero minimo ( il prog . non si ferma )

se la ln è parziale potrebbe non coincidere ( come nell' esempio )

h calcolabile ⇒ f- calcolabile ( in generale non P. R . )

Minimalizzazione limitata

g- (è , y ,
=/min } +

'

Y / l' <È
/
Z ) - o ^ ti < E h (È ,

i ) ↓ ≠ o {
-

| y se h è totale non serve

: =
µz

< y [ h ( si
'

,
z ) = o ] ↓

Tee : Se li è P
.

R
.

⇒ f- è P. R . (*) ⇒ totale

(*)

Dim : f- Csc , y ) = E I sg ( hcsc, n ) ) sgco )
-

vey uau | - O sarebbe

-- ⇒ 7 ✗= o

0
,
1 ( sg (sett ) = 1-

C. ( SC , o )

[ è un parametro : potrebbe starci o non starci

C. Csc , v ) = 1 tu < v hcsc
,
v ) ≠ o

C ( SC
,
v ) = o In < v h ( SC, n ) = 0

f- ( SC , y ) conta quanti v. < y ci sono con ccsc
,
v ) = 1

Se t è minimo tale che h ( x
,
z ) = o ⇒ se y ≥ -2 f- ( se , y ) = Z

y < z f- ( sc , y ) = y
☐

Schema : C

; |
ʰ

e |
sono esattamente z

:

:
i

Predicati ( o Relazioni ) decidibici o P
.
R .

PC IN
"

scrivo P ( sci
,
. . .

,
>Cn ) se ( sci

,
. . . ,

>Cn ) e P

P è decidibiee se Xp : IN
"

→ 10,1 { è calcolabile

PR
.

P
.
R

.

Pap : Se f- : IN
"
→ IN è calcolabile totale



⇒ 1- (f) = / ( sci , . . .

, scie , y
) I f- ( sci , . . .

,
scie ) = y { è decidibile

Dim : X
,
-

(g)
(È

, y ) = ✗= ( f- (sé ), y )

Pep : P predicato P
.

R
.

⇒ TP P
.
R

.

D-imi~ipc.sc ) = e - Xp (sc )

Definizioni per cosi

Oss : Tutto ciò che dico su P
.

R
.

gcsc )
=

/ £ "" se PC >c)

vale anche per le calcolabili totale| £, ( sc) se 7 P ( sc )

se f. , f- < ,

P sono P
.

R
.

⇒
g
è P

.
R

.

Dim : g. ( sc ) = § , (sc )
- Xp (sc) + f- < (SC) •✗

yp
(sc)

Algebra di Boole degli insiemi decidibici

A
,
B C IN

"

decidibici ⇒ a n B
,
a v13

,

~ a = IN
"

la sono decidibici

Dim : ✗
and

( sc ) = ✗
a
( sc ) - X

,}
( sc) • AUB = ~ ( ~ An ~B)

Una (sc) = ti ✗a Csc ) • A → B E 7A v13

✗
au ,>
(sc ) = 1 - ( Xia ( sc ) . ✗

~ ,}
( sc) )

Quantificatore limitati

Pep : P (È
, y ) = tz <y R ( sic , z )

~' l /definibili { I > I / calcolabili / I

• R prime .
sic

.

⇒ P è prive .
ric

.

Dimi Xp (sì , y) = IT Xp ( 5c , z )
zcy

Pep : PCI
, g) = 7 2- <y R ( sic ,

z )

se R è P
.
R

.

⇒ P è P
.

R
.

Em : 3- zcy R (I , z ) = 7ft < y 7 RCÌ
,
z )

un

777

Esempio :
"
se è primo

"
è D. R

.

Dici : "
se è primo

"
(⇒ fa

,
b E se [ a. b = se → a = scvb = se ]
-

mi basta verificare che è P. R
.

(*)



Implica (✗= ( a.b ,

>c)
,
or (✗= (a ,

>c)
,

✗
= (b , >c ) )

" """" " """"" """ """""
"
""

morgan
leggi di

⇔§, (⇒ g) = »,not (sc) = 1-×

implica = or ( not sc , y )

-

con sc
, y E 10,1 {

Dunque se è primo è primitivo ricorsivo

n- esimo primo :

n pcn ) = n - esimo numero primo è primitiva ricorsivo-

Dim : pco ) = 2

pcntt ) = next (p (n) )

dove ne>ctcsc> =My < 2>c
"

y è primo
"

C'è sempre un primo tra se e 2x (Bertrand )

Funzione calcolabile che non so calcolare

/ 1 se esiste y > sc : y e y+2 sono primi

f-a> =/ ◦ altrimenti

Calcoliamo :

f- (o> = I
, f- (e) = 1 , f- (2) = 1 , f- (3) = 1 , . . .

, £ ( [
22ª
»

) È
' ?

Non si sa se esistono infiniti numeri primi gemelli .

Quindi non so calcolare *) .

Però f- è calcolabile .

Dim : • Se esistono infiniti primi gemelli ⇒ f- è costante ⇒ f- è cola .

• Se NOI
" " " " ⇒ f- è costante =L fino ad

un certo punto e poi costante = o da lì in poi ⇒ f- è calcolabile

Oss : La dive
.
usa il 3º escluso ⇒ NOI è intuizionista



Codifiche :

Una successione (an / ne IN ) di numeri naturali ha supporto finito se

In tanto { è finito .

Esiste una bisezione tra IN ~ succ
.
a supporto finito

OSS : Il successioni { / = 2
"°

Sel : IT
ne µ

Pcn >
"

< ! ( an In c- IN )

Siccome la successione è a supporto finito , per n abb . grande an - o ⇒

⇒ PCMÌ" = 1 e per convenzione il prodotto è finito .

È biunivoca perché riesco a tornare facilmente indietro (f-autorizzo ) .

Domanda : questa bigezioue è calcolabile ? Non ha senso perché ho def .

la calcolabilità solo da IN
"

a IN
.

Però ha senso chiedersi se certe

funzioni associate a questa bigezione sono calcolatrici .

Estrazioni di componenti :

IT : IN
"
→ IN questa la so calcolare

1T ( s
,
i) = ( s ) i = l'esponente di pci) nella scomposizione in prima di s .

It è calcolabile ( P. R .
)

ITCS
,
i ) -µ K

< S pci )
"+ ' ✗ S
-

II. a / b Zz ≤ b (a. z = b)

Esempio : IT (100
,
2) = 2

100=22 . 52=22 . 3º .EÉÌ pco) = 2 , pce ) =3 , p(2) = 5
Codifica coppie :

< sc , y >
= ( scty+ e)(sci y) + se è P

.

R
.

2

< x
, y > = z ⇔ = ( x + y + e) ( x +g) + 23C

< × , y > = ut < (✗ +y + 1)
5

. [zz = (xty + e) ( sci g) + Zac ]
÷

minimo e unico Z



Decodifica :

P
,
< sc

, y
> = se Pz < sc

, y > = y sono P
.
R

.

Diem : 1? ( n ) = uso ≤ n (3- y ≤ n n = < × , y >
)
-

P
.

R
.

Idem per Pa .

Esercizio : Fibonacci è P
.
R

.

È= 1
, f- ( n+ 2) = f- ( n ) + f- Cnt 1 )

Dim : idea : la funzione < f- ( n ) , finta ) > ) < f- (nti) , f- (n + 2) > è P
.
R

.

gcn ) = < f- (n) , f- (nte ) >

g. Co ) = < 0
,
e > E IN

genti) = < f- ( n+1 ) , f- ( n + 2) >

= < Pa ( gen) ) , P, ( gen ) ) + Pa ( gen )) >

= H ( gen) )

H ( sc ) = < Pax , i≥ >Ct Pa» >

☐

Ricorsione sul decorso dei valori :

f- ( n ) = h ( n ,

< f- ◦ , £, , . . .

, f- (n - a) > ) → dipende datutti i valori precedenti
-

codificato con un

singolo numero

h P. R
.

⇒ f- P
.
R

.
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Torno alla e
-

categoriatà di Th ( IN ,
°

,
S )

Considero la teoria con assiomi :

[y
( Ssc = sy → se = y )

tac ( se ≠ o → 3-
y sy = >

c)
T
0
,
S
=

| lty ( sy -1-0 )
* (Y , x ) : ltj [ 4 [%] nltuq [% ] → Y [% ] → v-zif-2-s.ci
↳ Schema di induzione



VL ( p ) ≤ } 5.x {

Tee : to
,
> è ☒ e

-

categorica , quindi completa , quindi Tu, s ≤Th ( IN , 0 ,
s )

Serata schema di induzione non è ☒ e
- categorico- i

Modelli : ① IN Ù%, Ù . . .

Ù %) ÙZ
--

in

☒e
-

copie (
con o senza l' induzione

|
N 0 ① ① µ

questi ci possono essere
Grato :

② IN Ù %> )
Ù

. . .

Ù %) JI
-

☒e
-

copie

SS>C

G-scafo : I
N

SC l
'

,
-

"
~

SSS >a sx
~

•
è ① ¥ ② ⇒ Ts

,
o
senza induzione non è e

-

categorico-

Ts
,
o ( con induzione ) 1- non ci sono cicli

ne IN Ts
,
o

1- Hoc ( SSSS . . . scsc) ≠ SC )
E-

Ad esempio ,
n - 2 :

42C>c) =
"

se non appartiene a un ciclo di lunghezza 2
"

= ( Ssx ≠ x )

1) Ts
,
o
1- 9210) perché ◦ = SSO ⇒ Zac a-sx ⇒ 1-

2) Ts
,
◦

'- tu [facce)→ falsa ) ] perché se sscsu) = su una s è

iniettiva ⇒ Ssn = un ⇒ 1-
Ind

.

T

3) Ts
,
o
1- poco) ^ tu [% (n ) → 42 ( su )] → tu facce )

4) Tsp 1- Un 9 , (n )

COI : Ts
, o
( con induzione e senza cicli ) è ☒

e
- categorica .

M f-Tsp ,
considero un a E M ' / 50 / ME IN {

"

non standard
"

e una mappa :

-
2 ) M

- e pca) = l' unico oc : Sac = a

n , ,
/ ( s" a) se n > 0 cioè ◦ '→ a

| pinta se n < o 11-1 sa



Questa mappa è iniettiva perché non ci sono cicli .

Sia a - b se -3 n sia =bvshb = a
.

È una relazione di equivalente

su M ' IN
. Scelgo un rappresentante ai in ciascuna classe i c- I

ME IN i U [ai ]
,
[ai ] = 2 ,

allora / MI = Ne ⇐) II / = Ne
i. c-I

Dunque l'unico modello di cardinalità ☒^ è IN Ha- copie di 2

Quindi Ts
,
o
è

e
-

categorica .

Quindi Ts
,
o è completa

⇒ Ts
,
o
=Ten ( IN

,
o

,
s )

⇒ ten ( N
,
o
,
S ) ☒ e

-

categorico-

Domanda : Come mai con l'induzione riesco a escludere copie di Icn )

in un modello M chi Ts
,
o ma non a escludere copie di 2 ?

"

la Csc) = se non appartiene a cicli di lunghezza 2
"

lo riesco a scrivere

% (Sc ) = "

se non appartiene a una copia di Z
"

non lo riesco a scrivere

Nella logica del secondo ordine la scrivo :

4 ( sc ) = tip ( PCO) n ( tu Pcu) → P ( su) ) → Pcsc )] dice se è standard

| ) i
2

'
in

standard c- ac «
↳ non standard

Th ( IN
,
s

,
a)
2° ordine

è categorica

Unico modello = IN ( non possono essere non-standard)

2° ordine

Th ( 1N
,
S

,
o ) 1- HP ( Po ^ tu (Pu → Pisa ) ) → the PC>c))

Precisazioni :

• Come faccio a dire che i modelli ① = Ma e ② = Ma del 1° esempio

non sono isomorfi ? Sia oc in Me e y in Mz ,
allora per la teoria dei gruppi

ho sssc = sc e ssy = y .
Sia 9 un isomorfismo :



lf : Ma
=

> Ma Sostanzialmente segue dal fatto che
✗ 1 )

y

soci > sy %
,
¥ % ,

⇒ Ma # Ma
SS>⇐ se 1 ) y # Ssy La

• Ciò che abbiamo detto su 9, vale anche per 9m con ME IN

• Lo zero del modello è solo lo zero di IN
,
è diverso dalla loro

di %»
.
Cosa significa Ù ?

IN UU 21» ; IN
u [ Ha ✗ 21» ]

ieri
e

formalmente

con S : M → M definito così : Sch ) = n +1 se ne IN

SCL
,
a)= ( &

,
1 ) con & ordinale

Lo zero del modello

è lo temo di 1N ! Sca
,
1) = ( d

,
o ) {0,1€ % ,

T IN
0
"
= 0

Gli elementi del modello sono fatti così :

M = / 0,1 ,
2
,
. . . ,

(FÈ
,
e )
,
ce 1 )

,
. . . {

÷ . . .

su ✓←-IN e
× 2µg,

cioè tanti cicli → non hanno un nome
"

= 0
"
è l' unico a non avere un predecessore

⇒ Noi vale lo schema di induzione , gli altri assiomi sè

Esempio : Th ( IN
,
0

,
S
,
+ ) = ts

, o ,
+

se Otssc

Assiomi ( Y soy Ssc -Sy → ✗ =y
Fsc octo = sa

ltscy sctsy = scocty )
di Ts'• ' +

( y, « =, o → zy s» =]
Ts

,
o
,
+ è completa ( non d- categorica ) → devo dire .

la completezza
in un altro modo

quindi To
,
> ,+
= Th ( 1N

,
0
,
S

,
+ )

quindi Th ( IN , o ,
S
,
+ ) è decidibile .

Domanda : cosa succede se aggiungo il
• ?

Th ( IN
,
0

,
S

,
+
,
. ) = PA



se 0# Ssc

[
"" "

=» → "⇒
Fsc octo = sc

Assiomi ltscy sctsy = scocty )
di PA

U-scsc-to-J-yssc-yv-sc.sc
. O = O

ltscy sc -

Sy
= >c. y + ×

Schema di induzione

EÈ : PA non è completa , quindi esistono formule Q vere in IN

nel linguaggio (
= { 0 ,

S
,
+
,
• { non dimostrarli in PA .

Come lo dimostro ? strategia :

Tea : { 919 vera in IN { = Ten ( IN ,
o
,
S
,
+

,
° ) non è decidibiee

Se coincidesse con i teoremi di PA sarebbe decidibile
.
1-

.

Funzioni calcolabili :

° Insieme / Predicati decidibici = Primitivi ricorsivi
t

quelli la cui funziona
↳ la cui § .

caratteristica

caratteristica è calcolabile è primitiva ricorsiva

• Predicati → funzioni → funzione caratteristiche → insiemi

• I sottoinsiemi decidibici di IN
"
sono :

complementare

① Un' algebra di Bode ( chiusi per U
,
n
,
) → ^

,
✓

,
i

② Sono stabili per quantificatore limitati

MCJÒ
, y) = ltzcy R (e'

, z) R decidibile → M decidebile

idem per

M (È
, ]
) = 7 -2 < y

R(e'
,
-2 )

Dim : considero PCJÈ
,
u

, g) = v-zayr.CI , 2- in)

MI È
, g) =P (È , y , y ) ( Rdecid

.
⇒ P decidi ⇒ M decid

.

)

Esempio : f ( SC ) =ut [hoc , z) = o ]

f- ( x , y ) = ut < y [h (sc , z) = o ]

h calcolabile → f- calcolabile e h P
.

R
.

→ f- P
. R .



Predicati semi - decidibici :

S C IN
"
è semi decidibile se esiste un predicato decidibile R C IN

""

tale che scsce
,

. . .

,
Scm ) = ] y R (sci , . . . , 0cm , y ) com (sci , . . . , >cm )e 5

01 : R decidibile ⇒ R semi - decidibiee

RAI ) ≤ ZyRAI) = Zy ( y=] ^ Risi ) )

Prop ( Teorema di Post ) :

Sia A C IN
"

.
Se A e ~ a = IN

"

' a sono semi - decidibici ⇒ a è decidibile

Dim : ACE ) ≤ Zy RGE , y) tac>c) = 7.y SCÌ , y
) con 12,5 decidibici

f- (x ) - my [RE,y
) ✓ Scsi

, y) ]

=

my [ h (è , y
) = o ] con le = Xrvs (È , y)

f- è calcolabile ( perché fatta con µ) .

f- è totale .

A-(È) ≤ RCÌC
, f-È) )

è composizione di f- carat - totali
✗ACE) = Xr (È, f- (è)) ☐

Seenidecidilrile = Ricorsivamente eennneralrile :

Def : SCIN è ricorsivamente euuneralrile ( r . e . ) se o è vuoto oppure 5-Imf

con f- calcolabile totale cioè S me lo scrivo come S = / f- Co ) , f- (1) , f- (2) , . . . {

Un sottoinsieme di un insieme numerabile è numerabile .

Ma un sottoinsieme di me insieme ricorsivamente eunneralrile non è detto

che sia ricorsivamente eunneralrile .

Teorema : Se S è r . e .
⇒ S è semidecidibi.ee

uso def . di Im

Din : Sia SC Imf con f- calcolabile È 5=1 y
/ -3 >a fcx> = y {
-

decidibiee perché è

✗
=
( f-Csc) , y)

ed è calcolabile

Teorema : S semidecidibile =) S ric .
cunnu

.

Dein : 5=1×1 Zac RCOC
, y ) { con R decidebile



1) Se S = ∅ ⇒ S è R
.
E

. per def .

{ × se Rcsc
, y)

2) Se S ≠ ∅ fisso aes e def . g : IN
≥
→ IN te I'✗ ' d) =

(
a se > Rc»

, y)

Img = S , g.
è totale e calcolabile ma va da IN

≥
a IN

.

La voglio da IN → IN
.
Quindi f : IN → IN

, f-- go 8 cioè

IN °
) IN

≥ £
' IN

, infatti IN
≥
≥ IN ( No - Ho = No )

E 7

d-

f (n ) = g ( Pech) ,
Pzcn) ) perché f- ( < sc , y > ) = gcoc , y) , Imf - S

,
b >

,
Pe Cn ) = a

,
Pa ( n ) = b

to : Se A- Imf con £ : IN → IN str
.
crescente ⇒ a è decidibile

DI : n c- a ⇔ 7sec n [fcx )- n ]
1--1

3- limitato decidibile

1 1

decidibile

Teg : Se A- Imf con £ : IN → IN deb
. crescente ⇒ a è decidibile

Dim : • A finito ⇒ a decidibile

• A infinito ⇒ sia gcn ) = µ >c. [f- ( sc) > n ] →

g è totalmente calcolabile

perché a è infinito
h E a ⇔ Joe ≤ gcn) [ f- Csc) = in ]

1 I

decidebile
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Notazione :
• toc <

y y = tsc ( x <
y
→ y )

• Jacey Y = Zac ( se < y A y ) limitati

Oss : I predicati decidibici sono chiusi per ^
,
V

,
7
,

stacey
Teo : I predicati semidecidibe.li sono chiusi per ^ ,

V
,
-30C

,
ti >ccy

Idea ( Post ) :

semi -

decidibile decidibile
non

escono tutti glientra
Sl

) E Insieme entra

, > ✗ ' £ £, £ £} . . .J ¢ Insieme nessun
input NO

input elt
. dell' insieme



Dim : Sia S semideidibile ⇒ 712 decidibile tale che S = 7g R cioè

SCX ) = JYR ( sc, y ) se = ( sci , . . .

,
>Cn )

☒ 7-
y Re ( sc

, y ) ^ 7g Re ( sc , y ) Re
,
Ra decidibici

E 7gZz [ Re ( sc , y ) ✗ Ra (x , z )]
intutte le strutture

in tutte le str.

7g R, Csc , y) u 3-
y
R < ( sc , y ) È 7g [ Reca,g) v Ra (× , y

) ]

LI ]-2 7cg Rcsc , y ,
z ) = 3- t ( Zz < t Zy <t Rcsc , y ,

t ) )
--

decidibile

/ toc < yj ltxcy (Jz Rcsc
, y ,
t
,
_

) ) = 7T ltscsy 3- 2- < t RC >c. y ,
2-
, _
)

t

- in 1N -
decidebile decidibile

IN t-V-yv-xc.gl Zz Rcsc , y ,
z
,

. . .
) ) = 3-t ta <y Jt < t Rlsc , y ,

-2
,
. . .

)

dipende da y e altre var
da se e 2- no perché sono legate
÷

y
[ ✗ (y , . . .

) c ) µ (y , . . .
) ]

Dim : Fisso ye IN ,
devo dire

. 9 ( y .
. . .

) '→ ✗ ( y ,
. . . )

✗ ( y ,
. . .
) inizia con ltsccy ⇒ di se ce ne sono una quantità finita .

(cioè esattamente y ) . Per ciascun se c' è un 2- = -2
»

: R (×
, y , t , . . .

)
,

basta prendere t = max / 2-« I sccy { .

DI : la stessa diva . non funziona in R .

Infatti funziona in IN perché c' è un numero finito di predecessori .

Gerarchia aritmetica :

È una gerarchia di insiemi , fatta così :

DECIDI BILL

I°SEMI DECIDI Bill = -2?
,

= insieme il cui COMPLEMENTO
V1

[
°

Ut è SEMIDECI DI BILE

TI
È V1

E] ITI 3

i. ecc . ;



dove [[
+ ,
si ottiene applicando ] davanti a TL

dove 1T
°

n + ,
si ottiene applicando ¥ davanti a [%

Esercizio : tutti i Én
,
TI sono stabili per ^ ,

V
,
toc <y ,

Jsc < y

Esempio : In / Ho 3-
y R ( sc, y ,

n ) { E ITI con R decidibile

Inoltre EI è chiuso per ] , e TI è chiuso per ¥

Forma normale premessa :

Esercizio : Data una L- formula 9 esiste una L- formula

0 f- Usc [fa 0 ] dove VL(a)
,
VLCO ) c) e { e 0 ha tutti i

quantificatore all' inizio .

Esempio : Zac 9 ( sc) > 3- se ✗ (sc )

= d- self ( sc) ) 3- z µ (z )

a → 13 = 7A V13

= I 3- se QC >c) V7 -2 µ (z )

77 = ti ]

se è Ùof
non importa

=
se 7 µ ( sc) v Itµ (z )

i = 3- -2 [ se 79 (sc) v µ ( z ) ] alternativamente :

ltsc [79 ( sc ) v Zz ✗ (z ) ]
= 7 -2 se [79 ( sc) v Y (z) ]

/
= se Jt [79 Csc> v4 ( z ) ]

= Zz Tx [ fa → ✗ (z ) ] = the Zz [ ipse → µ -2 ]

Codifiche :

coppie > è una bigetioue primitiva ricorsiva

IN
'
→ IN coppia ( sc , y)

= (scty + 1) (scty )
+ ×

2

Def : f : IN
"

> IN
"

è calcolabile (⇒ f. = (f. , - , fa ) con fi : IN
"

→ IN cola
.

( idem per primitiva ricorsiva )

IT
,
[ coppia Csc , y) ] = se Te ( n ) = µ>c. < n [ 3g < n n = coppia (se, y ) ] è P

.

R
.



Successioni a supporto finito :

(ai 1 i c- IN ) tale che ti / ai ≠ 01 è finito .

IN ⇒( (ai li c- IN )
"

= IT pci )
" "

(e
, 2,0, 3,0 , 0,0 , . . . )

"

= è - 3
? 5º . 7

>

i
✓ codifica

( ai 1 i c- IN ) i >
'
-

(ai 1 i c- IN )
"

è bisezione
"

succ .
di IN a sup . finito i-3 IN

Proiezioni :

it : IN ✗ IN→ IN

IT ( '
-

( an In c- IN Ì
,
i ) = ai dove ( an In c- IN ) è a supp. finito

-

sp i - esimo n° primo

ITCS
,
i ) = set < s pci )

"' ts al b 3- c. ≤ b ( ac = b)
1 I

prive. ricorsivo

Insieme finiti (di numeri naturali ) :

1-

{ ae ,
. . .

,
an {
t
= 2ª" +

. . .

+ 2ª
"

con cene
,
. . .

,
an distinti

t

{ 3
,
4,7 {

"
= 2

>
+ È + È = 10011000 in binario

(*)

(A) Codice binario :

(2724+27)/2 = 22+2
>
+ È + o → metto 0 in fondo ( na componente)

(22+23+26×2 = 2+22+25+0 → metto 0 a sinistra ((n - 15 componente)

4(2 + {+ È ✗2 = e + 2 + 2 + o ~) metto 0 a sx

( e + 2 + 24 ) /2 = O t t t 2
>
+ 1 ~) metto 1 a sx

(9 con resto di 1)

( e + 23 ) / 2 = 0 + 22+1 → metto -1 a sx

22/2 = 2 + 0 ~) metto 0 a sx

2/2=1+0 → metto 0 a sx

1/z = 0 1- I ~) metto 1 a sx

*

Esercizio : a C- b ⇔ b codifica un insieme contenente a

È è un predicato primitivo ricorsivo su IN
≥

Dim : a È b ⇔ ] ct ≤ b ( b = c + 2ª + It n c < 2ª )



Codifica successioni finite :

insieme succ .
stretti

.
crescente

( ore
, . . .

,
an ) I

↳%'

)

"

| ai , che + a 2 + 1 , ai + az + a> + 2 ,
. . .

,
[ ai + n - I {

"

/ i ≤ n

T T codifica
1- -1

codifica
v

[ ai+ ( n - I )>
Cee Cee + alt 1 i ≤ n

K = 2 + 2 +
. . .

+ 2

in binario :

5

Esempio : ( 5
,
3
,
4) '→ / 5 , 9 ,

14 { ' 2 t 2ª + 2
" "

= 100001000100000
"

5+31-1
"

5+3+4+2

Dim
. che ti è big .

Dato K trovo l' insieme I bei ,
ba

,
. . . { codificato da K

LO scrivo in ordine crescente : posso assumere b
,
< bz < .

. .

< bn

Prendo ai = ba
,
92 = bz - be - 1

,
a 3

= b
}
- ba - 1

,
. . .

"
( ae

,
. . .

,
an )

"

= K

Codifica dei programmi a registri :

Istruzione Codifica

Rn : = o 4h E 0 mod 4

Rn i = Rn+ , 4Mt 1 e i mod 4

Rm : = Rn 4 Coppia (m ,
n ) + 2 E 2 mod 4

if Rm = Rn go
to K

/
4 Tripla (m ,

n
,
K) +3 =-3 mod 4

STOP = ( if Rm = RN goto istruzione inesistente )

Programma = successione In
,

. . .

,
Is di istruzioni .

it ' )
""

Programma
"

=

"

(TIÌ
,

. . .

,
- s

Dato un programma P a registri di input Re
,
. . .

,
Rn e registro

di output Ro .

Sia 4pm : IN
"

→ IN la funzione parziale calcolata da P ( con input /output )

n n
• Se TP' = e c- IN

,
scrivo le invece lfp

• Se n = 1 scrivo ✗e invece di Tè

} Te le c- IN { = tutte le funzioni calcolabili parziali di una variabile



e '→ Te non è iniettiva ( la stessa funzione può essere calcolata )da più programmi

La mia prima funzione non calcolabile :

se Qn ( n ) ↓

£ ( n ) =
/ % ( n ) + a

| 0 altrimenti

Teorema : f- è totale ma non calcolabile

Dim : Se lo fosse 7.e f- = Ye

Ye è totale perché coincide con f- ,

quindi Ye (e) I ⇒ f- (e) = Ye(e) + 1 = f- (e) +1 1-
.

converge ☐

"

I Reali non sono numerabili
"

g è calcolabile parziale
Teorema : gen ) =

| % ( n > + ± se % ( n > ↓
⇒ non estendibile a una

L T altrimenti totale calcolabile

Idea : Per calcolare g.Cn )
:

1) Prendo n

2) La decodifica

3) Trovo il programma P con
l'
p
"
= n

4) Eseguo P su input n

5) Aspetto

Ga) se si ferma aggiungo 1-

Gb) se non si ferma continuo ad aspettare

sto usando Church
.

Funzione universale : ( è una specie di sistema operativo )

teorema : Esiste una funzione U : IN
≥

→ IN calcolabile parziale tale che

te
,
n U ( e

,
n ) = pe ( n) ( dove Uce , n

) ↑ se Ye ( n ) ↑ )

È chiaro che fissato e ,
la funzione n ↳ Ye ( n ) è calcolabile ( perché

è calcolabile dal programma con indice = codice e)



Quello che dico è che ( e
, n ) Ye ( n ) è calcolabile .

Dim Teo precedente :

gcn) = Yn Cn ) + 1 = Ucn
,
n ) + 1 quindi è calcolabile parziale (dove t'+1- = ↑ )

Teorema ( Problema della fermata ) :

Ko = In / lfn ( n ) ↓ f allora ko non è decidibile
.

Dim : Se lo fosse , lo sarebbe £ con f- ( n ) = / Un
( n ) +2 se ne ko

( o seri ¢ Ko

e abbiamo visto che £ non è calcolabile .

Corollario : k = 1 ( x , y ) 19» (y )
↓ { non è decidibile

Dini : Sia f- : IN → IN
≥

ne ko f- (n ) c- K
- "

n '→ Chin)
yn ( n > ↓

( n , n ) € K

Yn ( n ) ↓

cioè ✗
←◦
( n ) = XK ( f- ( n ) ) se K è decidibile → Ko è decidibile 1-

Riduzione morey- ore :

Def : A ≤ m B A.BEN

È, se ] g- : IN → IN calcolabile totale tale che i

n ne A ⇔ f-Cn ) E B

Ilo : B decidibile ⇒ A decidibile

Kim : Xa ( n ) = ✗
☐
( g- (n))
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Riduzione di Turing :

A
,
B CIN

,
A ≤+13 se A

è calcolabile con oracolo B
,
cioè una macchina

a registri con un' operazione in più : 3C : = ✗
B
(y)

← istruzione oracolo

Oss : A ≤
m B ⇒ a ≤

+
B

A ≤
t
IN ' A però in generale A ¢m IN - A

Teo : 3 A.BC IN A $
,
B n B È A

li posso anche prendere entrambi semidecidibi.li (Friedberg ,
Muchnik)



Forma normale di Kleene :

✗è : IN
"

→ IN funzione parziale calcolata dal programma a registri con

codice e c- IN ( con registri di input sci , . . . , sen , output Sco
)

Teorema :

1) Un :( e ,
È) 1 ) Yè (È) è calcolabile ( parziale )

2) / ( e ,
È

, y ,
t ) I Yè (È) ↓ ≤ e = 94 è ( P

.
R

.

) decidibile

↳ bound al n° di passi di calcolo

Dim
.

Ovvia ( tesi di Church)

3) / ( e , È , t ) I Yè ( x> ↓≤ + { è decidibile (P
. R.

)

Corollario : Ogni funzione calcolabile si può calcolare con la ricorsione

primitiva e un solo uso del µ ( applicato a funzioni P. R .

)

Fisso la codifica delle coppie Pn ( < se
, y > ) = sc , Pa ( < se , y > ) = y

Dia : Ye (È) = Pa ( lez Ye (E) ↓
,≥ ( z,

= Pz CZ) )
It

(t , y) -_

tempo " ↳ output P
.
R

.
nelle var e

,
È

,
È

, per ②

COI : Un insieme è seuuidecidilrle ⇔ è il dominio di una funzione Cole . part .

Dine : ⇐) We = don (Ye ) = } sa / Ye (sc) ↓ { sto usando il predicato di Kleene ,

funzione universale
semidecidibi.ee ( ho messo 7 )
-

se E We ⇔ Jt Ye ( sc ) ↓+
-
decidibile in e

, se

⇒ ) AC IN semidecidibi.ee

A = | se I 3-
y
RCSC

, y
) { con R decidibile

A = don (f) con fc >c) =myR ( sc , y)

Ritorno al problema della fermata :

Wo
,
Wi

, Wz ,
. . .

C IN Wn = domÈ
-

tutti i sottoinsiemi semidecidilr.li di IN

semidecidibi.ee

Ko = le / e c- We { =/ e / Te (e) ↓ { = / e IÉTÉ {
-

decidibile(
è seenidecidibi.ee



Se Ko fosse decidebile, per Post , anche il complemento lo sarebbe .

7 Ko = { e le ¢ We { sarebbe decidibile , quindi senidecidibile

⇒ ]a 7 Ko = Wa però a c- Wa ⇔ a c- KO

Ora ho che a c- Wa ⇔ a c- Ko |
①

|
1- ⇒ Ko non è decidibile

a c- 7 Ko ⇒ a ¢ Ko

Torno alla gerarchia aritmetica :

tot = / se I Y» è totale { è TI ? non inferiore cioè non [I

DECI DI BILL

E; it;
Ut Ut

[
°

IT? Z TOT
÷ : :Dig :

TOT = } >a / VI 9» ( y ) ↓ 4

= { x Ivy at Ac (y) ↓ + {
-

Decidibile

-

E? seuiedecidibile perché ho messo 7
-

ITI perché ho messo ¥

Se TOT C- E? ⇒ TOT semidea .
⇒ TOT Ric

.
ennui

.

⇒ -3 hcolc.tt
.

TOT= {h Cn)/ ne IN {

☐(n ) = lfqcn, (n ) + 1 con D funzione diagonale

D è calcolabile totale → perché h ( n ) E TOT

↓

perché la ottengo con la f. universale

Sia e tale che D= Te

Sia K tale che e = h (k )

☐( K) = Yen ( K ) (k)
+ 1 = DCK) + 1 non

cor : Calcolabile Totale ≥ Primitiva ricorsiva

intuitivamente : perché i codici dei programmi primitivi ricorsive

li riesco a enumerare
.



Teorema S
.
m

.
n

.

:

Dati m
,
n C- IN esiste una funzione S : IN

" "

> IN calcolabile totale

e

tale che te
, 5 ,

e Ye
"+"

( sci , . . .

,
scn , yn , . . .

, Ym) = % ( e
,
si )
(
Iii . . . / Dm

)

( cioè parte dell' input lo incorporo nel programma )

Esempio : Se ero un programma Pe con codice e per calcolare

+ : IN
<

→ IN allora posso ottenere un programma Pc con codice e

per calcolare y ↳
3+ y .

Inoltre < = Sce
,
3) con S primitiva ricorsiva .

" È intuitivamente ovvio
"

II Teorema del punto fisso :

Sia h : IN > IN calcolabile totale
.

Allora esiste e c- IN tale che le = Pace,

Dice : Pongo e = Sca ,
a) dove lfe ( sc , y ) = lfsce

,
» ,
( y) S calcolabile tot

.

e scelgo a in modo opportuno .

Voglio hfsca
,
a)
(Y) = % (sca

,
a ))

(
Y) D

Il def . S

% ( a
, y
)

Basta scegliere a in modo che sc
, y Ya

"

(×
, Y) = Paese»

,
>c ) )
(Y)

Questa a esiste perché la funzione ( sc
, y) '→ % ,«×

,
× »
(y ) è calcolo

.

parziale perché si ottiene dalla f. universale applicata a questi due input .

È il criterio dell'autoduplicazione .

Teorema : Ack ( funzione di Ackermann ) è calcolabile

A - ACK A ( o
, y )

=

y+1

A ( se +1
,
a) = A (se

,
1 )

A ( sett , yt 1) = A Csc , A Csc+ ^ , y ))

Modifico la def . nel modo seguente : { B.(o, y) = yt 1

|
Bloc+1

, a)= ( (x ,
1 )

B (se+1
, yt 1)

= c. ( sa
,
C. (sett

, y
))



C calcolabile ⇒ B calcolabile

Inoltre so calcolare un programma per B se ho un programma per
C

.

C = Te ⇒ B = pace, con lei calcolabile totale

Per punto fisso ⇒ 7. e le = pace, ⇒ c → B

le→ fa (e)
⇒ B = C ⇒ B = ACK = 4 e 3- e le = Vence)

Dettagli per costruire la h .

B (o
, y) = y +1 =

y+1

B ( sett
,
0 ) = (( SC , 1) = lfe ( sett )

B ( sett
, y+
1) = ( ( Sc

,
CC sete

, y)) = le ( SC , Ye («+1 , y ) )

Bcx
, y ) = if x = 0 then ytt

if ac ≠ 0 , y= 0 then Ya ( sett )

if x -1-0, y -1-0 then He ( SC , Ye ( sett , y))

= f- ( e , se , y) con f- calcolabile ⇒ 3- a te f- = Ha con B = pace)
Teo S -M . h .

( sc
, y)f- ( e , se , y ) = fa ( e ,

×
, y)

È Isca
, e)

(×
' 9) = % (e)

Programma che stampa se stesso :

Esiste e tale che toc Ye (Sc ) = e

Dine :

Dato C E IN sia li(C) il programma che stampa c cioè pace,
C>c) = C

U-s.ch
è calcolabile totale

.

Per punto fisso ⇒ 3- e tc pace ,
= le ⇒ pe (SC) = Cfa , e)

(×) = e

☐

È come se riuscissi a scrivere istruzione del tipo "

stampa te stesso
"

(o fai qlcs sute stesso )

Esempi :

/ 1 se f- se = o

f- (SC) = Ma
| o se £ se ≠ 0

Ma f- non sta menzionando il suo programma , sta menzionando § .



/ 1 se il programma di f- è dispari

g- Csc ) = | ◦ altrimenti

Questo si può fare .

Esercizio : Ogni insieme seeuidecidibele infinito A ≤ IN contiene

un sottoinsieme infinito decidebile BCA .

Dim : sia f- calcolabile totale ,
A =/ f-(n) / NE IN {

Definisco gco)
= f-Co)

gente) = gctcn) ) dove Tcn) = µ K te f- ( k) > gcn)

= f- (Mk f-Ch) > gcn)
)

e per costruzione
⇒
gente ) > gcn) ed è calcolabile

B = In (g) C A
c {

Se è calcolabile

7 min perché A è co

Ho dunque un insieme enumerato da funzione calcolabile crescente

=) è decidebile
.

Collegamenti tra PA e calcolabile.to :

Def : f : IN
"

> IN totale è biunneerolrle in PA se esiste una

formula Y ( xe , . . . , oca , y ) in L
= | 0 , S ,

+
,
- { tale che

f- ( ore , . . .

, aie
) = b ⇒ PA 1- Y ( Ge , . . .

, a- K , b- ) dove e = S
"

( o )

f- ( ae , . . .

,
ok ) ≠ b ⇒ PA 1- 79 ( a-e , . . . , eri , b)

Al posto di PA posso mettere qualsiasi teoria che ha 0
,
S nel suo ling .

Teorema : f- è biuenneralrle in PA ⇔ è calcolabile totale

Inoltre se £ è calcolabile totale esiste ✗ ( 5c , y) che la lriuewcra

in PA e inoltre PA 1- 7 ! y y ( è , y ) ,
M K PA M =

,Nt
IN
✓
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Def : T L- Teoria L ≥ / 0 , S ,
. . . { coerente

£ : IN
"
→ IN totale § è binmneralr.ee in T se esiste una L- formula



4 ( 5C , y) è = ✗
e ,

. . . , scie tale che Hai , - . .

, ok
C- IN

1) f- (an ,
. . .

,
aie) = b ⇒ T t Y ( a-e ,

. . .

,
a-K

,
b- )

dove e = SSS . . .

(o )
-2) f- ( ae ,

. . .

,
an) ≠ b ⇒ T 1- 74 ( a-1 ,

. . .

,
a- K ,

b-)
a - volte

Def : f è biunueeralrile funzionalmente se vale 1,2 e 3 :

3) se § Cai , . . . , aie ) - b ⇒ T 1- lty [q ( a-e , . . . , a- K , y) y =-D ]

Oss : (3) → (e) A (2) se T b-
'

≠ b- per b ≠ b'

Def : f è rappresentabile in T se vale 1,2 ,
3 e 4

4) T'- Voce
,
. . .

,
>cn

7 ! y Y ( sci , . . .

,
an

, y
) dove

Z ! y
0 (y
) = 3- y [ 0 (y) a V7 ( Ocz ) 2- =

y ) ]

Def : f- è numerabile in T ( t coerente ) se vale :

0) f- ( a- ) = b ⇔ Ttp (a-e ,
. . .

,
an

,
b )

05-5 : (1) + (2) → ( 0 )

☒ : 1) e 2) mi dicono che nel modello che prendo £ mi definisce

il grafico di f- ma solo sui numeri standard e non mi dice nulla

sui numeri non standard

3) Mi dice che se l' input è standard ⇒ l'output è standard ed è

necessariamente quello giusto

4) Mi definisce una funzione sia sugli standard che seni non standard

ma £ / standard = £

Teorema ( 1 ) : Le funzioni calcolabili totale sono biunuueralili funzionalmente

in Q ( PA - schema di induzione ) e viceversa .

I 1

Q di Robinson

( si comporta bene solo se l' input è standard )

Teorema (2) : le funzioni calcolabili totale sono rappresentabili in PA
.

( Mi da una funzione anche se l' input è non standard )

Idea in schemi :



1) M KQ 4=1
-

(f) → grafico di §

~ Può non essere

una funzione seni

solo cose positive! M =

| -

non standard
• • )

non può essere neg? # IN : - standard non standard

2) ME PA

M =

, \
continua ad essere

una funzione sui

non - standard

N

Servono alcuni lemuri per dimostrare il Teorema .

numerale di a E IN
T

Lemma : ( = { 0 , S, + ,
◦ { Va

,
b

,
C E IN atb = e Q 1- a- + b- =≤ a = sa (a)

Esempio : Q 1- ≤ + 3- = 5- cioè Q 1- SSOTSSSO = SSSSSO

Dim ( Lemina ) :

Per induzione su beIN nella metateoria .

NB : In Q non vale l'induzione
, ma

nella metateoria IN è il solito IN
, dunque vale

l' induzione ed è legittimo usarla .

Se D= 0 uso l'assioma octo = sc

Se b = C +1 uso l'assioma sctsy
= scscty)

* * *

esempio in Q :
'
SSO + SSSO =

'
sesso + SSO ) =

'
SS ( SSO + so) = SSS ( SSO) = 5 * uso gli assiomi

Ind
.

formalmente , a + b = C ⇒ a+ ( b - 1) = ( C - s) ) Q 1- ≤ + b- 1 = c- 1 ⇒

⇒ Q 1- a- + s ( b- 1) = s ( a + b- 1) = s ( c- 1) = ≤
-

a- + b-

Lemma : a + b ≠ e ⇒ Q 1- a- + b- ≠ ≤

Uso l'assioma 0# SI

È: 2+1=1 4 ⇒ Q 1- ≤+ ± ≠ 4 in Q ≤ + e- = ≥ ≠ 4-

Dim (3- ≠ 4-) : se per assurdo avessi 3- = E allora avrei che #so = #Sso )
$50 = $550 i

Dim ( Lemina ) : Vedi Dispense $0 = Isso c)

0 = SO 1)

↳ Si fa analogamente a prima ↳ 1-

Analogamente per il • si dimostra :



Lemma :

• IN K a. b = c ⇒ Q 1- a - b- = ≤

° IN f- a. b ≠ c ⇒ Q 1- a-
. b- ≠ ≤

Si dimostra per induzione su b c- IN nella ueetateorice
.

Uso gli assiomi | 0C -0=0
| >c.sy = × .

y + ×

Dim : Esercizio / Dispense

Corollario : t
,
o sono binuneralr.li in Q

Corollario : Per ogni termine chiuso t esiste un unico ne IN ,
Q 1- t = 1 .

Inoltre n è l'unico tale che IN

t-t-I.ES
: Q 1- ( Sco ) + Sco ) ) . ( so + So ) = SSSSCO)
- -

t numerale

Lemina : IN f- a = b ⇒ Q 1- a- = b- serve solo ax - logico × = sc

IN f- a ≠ b ⇒ Q 1- a- ≠ b- ea : Q 1- ≤ ≠ ≥ ( come prima )

Esercizio : Q ¥ ¥>cy octy = ytoc | Chiaramente lo dimostra

× . y = y.sc
) Per

×
' Y standard però

non per i non standard

Avevamo visto un modello non standard di Q ( polinomi) ma ce ne è uno

più semplice : M K Q M= IN U { Oe ,
02 { definiti + ,

o Scsi = 02
,
Saz = 01

Somma e prodotto si comporteranno normalmente sui num.
standard ma su Coe e

02 faranno pasticci , cioè non saranno commutativi .

In PA va tutto meglio .

Numeri standard : M K Q a C- M a è standard se 7h C- IN tale che

a = (a)
"

.

I numeri standard di M K Q sono ≈ ( IN con solita +
,
° )

D-ef-i.sc ≤y : a -2 (ztx = y
)

Esercizio : • Se M t-PA ≤ è un ordine totale su M

• Se ME Q non è detto che ≤ sia un ordine totale



Es : IN U | Coe ,
02 { con < Oz e CO2 < con una con ≠ 02

manca la simmetria !

Oss : Se + è associativo ≤ è transitivo :

se ≤ y n y ≤ t

-2
,
toc = y Zzty = Z ⇒ -22 + ( Zeta) = z

"

se ≤ -2 ? (za + 2-e) + x = 2-

In PA è ok
,
in Q no .

On

lemma : Un c- IN Q 1- Usa ( « ≤ n ÉTÉ )

In un modello di Q un numero minore di un numero standard è standard

Dia : Per ind su n nella metateoria
.

Devo definire On nella ueetateoria
.

⇒ ) P. B .
n = 0 : sia MKQ

.

Sia × E M
.
Se se ≤ 0 ( in M ) ⇒ ]-2 2-+ se -0

.

Voglio mostrare ✗=0 .
Se per assurdo se ≠ o ⇒ Zy se = scy) .

Per questi t , y ho 2- + SCg) = 0
" Assurdo

.

sczty)

P.I
.
n > 0 : Ragiono in Q . Suppongo x ≤ n

Sia =L tale che ttsc = 1 .

Se ✗ = ≥ ho finito ( ⇒ x = ≥ v
.
. . u sen )

Se 0C =L E scrivo x = scy) ho 2- + scy) = ☐

Ma allora SC -2 + y ) = I ⇒ 2- + y = re =) y ≤ n - I ⇒ y = e V
. . .
V
y = MI ⇒

⇒ sy = 1- V . . .
V Sy = n ⇒ se = ± v . . . VJC = I

⇐ ) facile .

Corollario : ltn E IN Q 1- ltx ( x ≤ nei x ≤ I v se =¥ )

x ≤ ± se = e V . . .
V sc = I u x =n

x ≤ I V se = ÷



Corollario : Sia n E IN
,
sono equivalenti :

1) Ha ≤ n Q 1- 9 (a) In generale Ha Q 1-✗(a-)

☒
2) Q 1- Va ≤ e 4 Csc)
- Q 1- toc ll (x)

tac ( se ≤ e → Q Csc))

cioè i quantificatore limitati passano dalla metateoria alla teoria .

Dici : 1) ⇔ Q 1- ✗ (e) e . . .
e Q 1- 9 (a)

⇔ Q 1- [p (e) ^ . . .
^ 9 (e) ]

⇔ Q 1- Fsc [✗= ≥ V . . .
VSC =D → 4 (x ) ]

⇔ Q 1- toc [ a ≤ e → Y ( x ) ]

⇔ a)

Lemma : Sia a € IN
, sono equivalenti :

1) ] ✗ ≤ n Q 1- la Csc )

2) Q 1- Joe ≤ n Y (sc)
--

Zac (se ≤e ^ ll (x) )

Dim : entrambe equivalgono a Q 1- 9 (E) V . . . V0 (a)

Lemma ( 15.37) : M F Q
, ∅ ≠ A C M contenente un numero standard

⇒ A era un
"

minimo
"

elemento

Dim : Il minimo di A lo trovo in An (standard di M ) i

Esercizio : se MKPA ∅ ≠ ACM definibile ⇒ A ha un minimo

A- = / × IN f- 4 (× ,
b) { .

Se A non ha minimo
,
sia ⊖ ( SC

,
b) = V y ( Y (y ,

b) → se <y )

MI 0
"

0
"

Se A non era minimo ⊖ contiene 0 ed è chiuso per successione

⇒ lfy ⊖ ( y ,
b) ⇒ A = ∅

• ltb [0 (o
,
b) A Hoc ⊖ ( Sc

,
b) → 0 (sx

,
G) → toc ⊖ (sc

,
b) ]

4
Schema di induzione



Formule o limitate :

Sono quelle che hanno solo quantificatore limitati .

Una L- formula L = } 0 ,
S
,
+

,
• { è o se tutti i suoi ¥ , 3 sono limitati

cioè occorrono solo in contesti del tipo Usc ≤ to
,
3- se ≤tl dove t

è un termine non contenente la 0C
.

Def : T coerente , una formula chiusa 4 è determinata in T se

T t Y o T 1- 74 ,
altrimenti dico che 9 è indipendente .

05-5 : T è completa se tutte le formule sono determinate .

Teorema : le o
- chiuse sono determinate in Q

.

Dini : 1) Le atomiche sono determinate in Q 1- tu = te o Q 1- te ≠ te

Siamo na , Ma
E IN Q 1- ti = te , e Q 1- te = 12

◦

se ne = ha ⇒ Q 1- 1, = 12 ⇒ Q 1- te = tz

•

se ne ≠ ha ⇒ Q 1- In ≠ 12 ⇒ Q 1- t
,
≠ te

2) Congiunzione , disgiunzione, negazione di determinata è determinata

es : f , 4 determinata : ho 4 possibilità

Q 1- 9 e Q 1- Y Q 1- YVY

/ Q in Y e Q 1- 74

⇒

'- il v4

Q 1- 79 e Q 1- 4 Q 1- il v4/
Q 1- 74 e Q 1- 74 Q 1- 7 (QUY )

Considero ◦ Hoc ≤ tip Cao) E o

-

chiusa ⇒ t chiuso

sia n c- IN tale che Q 1- 1- = a

Q 1- [ toc ≤ t Y ( sc ) ] Y (o ) n Y (1) ^ . . .
^ 4 ( n )
-

congiunzione di det . è det .

◦ idem per 7 sa ≤ toc>c) perché equivale a 9 (e) V . . . V4 (a)
Chiuso aperto

esempio : Ha ≤È 3- y ≤ È q ( se , y) ⇔
^
n ≤ a

≥
y ≤ e ✗ Csc , y)



⇔ ^ v
n ≤ 2 K≤ a

✗ ( I , ± )

Def : formula E? sono la più piccola classe di formule contenente

le Do e chiusa per ^
,
V
,
7
,
toc ≤ t

( E;)
'N
= sono i sottoinsiemi di IN

"

definibili con una formula

E? interpretata in 1N

Analogamente ( Ao )
"

. . .

Do

Teorema : ( Do)
""

C Primitivi Ricorsivi C Decidibici C ( EÌ )
"

( E? )
""

= semidecidibe.li =3 decidibile = E?

Ho due def . di EÌ .

L = { 0 , s , + ,
◦ {

Def : Le formule IT? sono la più piccola classe di formule contenente le

Do e chiuse per ^ , V , lt , 7 sc ≤ t

Oss : 4 E TI 79 equivale (inQ) a una EÌ

Es : 77 se Do Ha 7 Do
--

,

☐°
,E :

it:

Tee : se una formula chiusa a c- EÌ è vera in IN ⇒ è dire
.
in Q

Dim : Per ino
. sul n° di convettivi di 4

• 9=4^9 , 4
= ✗VP

,
4 = Va ≤ ta ( facili es .

)

•

Y = Zac 0 Csc)

IN f- il ⇔ IN f- 3- se Ocse ) ⇔ 3- a c- IN INFO ( e)

⇒ Za E IN ⊖ 1- Oca)
t

Ind
.

⇒ Q 1- Jsc Ocse )

⇒ a 1- 9

Congettura di Goldbach

"

Ogni numero pari ≥ 4 è somma di due primi
"



8=5+3
,

10=5+5
,
12 = 7 +5

, . . .

Goldbach E Ito
a

* mi dice che se è pari
*

Hoc (
"

Zy ≤ x (x = yty) → ] p , a ≤ × ( p primo A 9 primo ^ x =p +a ))

p primo = tu
,
v ≤ p ( un =p → a =p un =p)

se Goldbach è falsa ⇒ Q 1- 7 Goldbach

se Goldbach è vero potrebbe essere indipendente

se dive
. (nella ueetateoria) che Goldbach è indip . da Q

⇒ ( nella ueetateoria ) dimostro Goldbach
.
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Riepilogo : Già visto • 9 E Do e IN 1--9 ⇒ Q 1- 4

IN 1=79 ⇒ Q 1- 79

• YEE; IN 1--9⇔ Q 1- 9

⇐ perché IN KQ

Esempio : Goldbach e 1T ? quindi se IN 1=7 Goldbach ⇒ Q 1- 7 Goldbach

÷
Teorema : Se f- è calcolabile totale ⇒ f- è biunureralrile in Q

Esempio : se ↳ È è biwuureralile in Q La = Io , S , + ,
• {

JC
,y l ) xD

Lo faccio in PA anziché in Q ⊖ ( n )

lemma : Data 9C>c) , PA 1- V-nmcfmfxo.in/yCsc)/-
I 1

7M toc < n (Y Csa) → se / M )
-

at set = M

A Ù M
'
[ (Voc < n il(a) → se IM

' ) → MI M
' ]

Dim : lavoro in PA e lo dive . per
ind

. su n
.

⊖ (o ) vale a vuoto

Suppongo che valga ⊖ ( n ) mostro ⊖ ( Sri)
.

Chiamo M = mcm / se < n I Y Gc ) { .



µ
,
=

/ mcm / Mi sn 4 se y ( n )

| M se 79 ( n )

Mi testimonia 0 (Sri )

Esercizio : PA 1- Ha b 7C [ c. = mcm (a)b)]

idea → un multiplo comune esiste ed è a. b .

Per trovare il minimo prendo min }CI C -1-0 Male a blc {

Avendo fatto il caso base e il passo indet. , per
ind

.
PA 1- Hoc Ocse )

Lemme : PA 1- In Id ( se ci è divisibile per tutti i numeri positivi < n ⇒

⇒ ltj < n ( it 1) d + 1 e Cj + e) al + 1 sono relativamente primi )

E- : n = 10 D= 10 !

ed 1- 1 Zdt 1 3d +1
,

. . .

,
9cL + 1

-

sono relativamente primi tra loro

Dim ( Lemina ) : lavoro in PA
,
dimostro che i numeri ( ite ) d +1 ( i < n )

sono primi tra loro .

Sia p primo , supp. per assurdo p / ( i +e)dtt
, p

1 ( g- + e)dtt con i. < j < n

⇒
p divide la loro differenza cioè pt (j -

'

c) d .

(PA dimostra che se un primo divide un prodotto divide uno dei due )

p / (j - 1) ✓ pld , però j - i < n quindi j - i / d però pl ( i +e)ci +1 , pld
-

pld ⇒ p 11 1-
.

/ ✗ < e

Def : SCÈ Ca
,
b
,
c) se b = mentito < i < che

| (sett) b +1 la
*

Teorema : Data lfcx) Patti n Za ,
b
,
e tali che toc se È ( a. b , c) scan ^ l'× )

idea : (a
,
b
,
c) codifica { scan 14 (a) {

Dim (Teo) : c = n b = mcm / il ◦ < i < c4 a = mcm / Ci + e)btt / ( i < c) ^ 4 Ci ) {

0 ) 1btt

| 1 ) Zb +1 | a due a due
:

(
Sc ) ( sett) b.+1 | primi tra loro:

n ) ( n - 1) b+1



*) > ) se × È ( a
,
b
,
c)

dati di È
) x < < = n

,
b = mcm { il ◦ < i - n { , (sett )b +1 la

*
⇒ Y ( sc )

(*) Se 79 (SC ) ,
cacti)b. ti sarebbe copriva con tutti i numeri ( ite ) b. + i

tali che ✗ ( i ) e quindi ( SC + e) b. + ne è Caprino con il loro prodotto

cioè con a
.
1-

( Uso PA 1- se un numero è Caprino con una serie di altri numeri coprimi

tra loro è -primo con il loro mcm )

( ) Sia scan ✗ ll (x ) dico che se È la
,
b
, c
)

( sett ) b. + e la ( per def di a) quindi vale se È ( ce
,
b

,
c)

Oss : M K PA PCM limitato superiormente da ME M ( n possib . non standard )

•

non è detto che 7 mcm { i 1 i c- P 4

•

esiste se P è definibile

◦ Se P invece fosse D= { i tie M standard {
,
mcm } i / i c- P } non esiste

Però invece esiste mcm } il icn {

) | l'mcm dei numeri solo standard non esiste .

n
standard

l' idea è che avendo l'induzione si possono trattare i numeri non standard

come se fossero standard a condizione che siano cose definibili .

Esercizio : PA t ta
,
b 7C = fa ,

b. { ( Usc × È c ✗ = a v ✗ = b )

f- : se È c l ' SCÈ ( ce , Ca , Cs) dove c codifica ( ce
,
Ca

,
Cs )

,
<« < ce

,
Cz >

,
<3 >

,

< a , b > = ( atbt e) Cat b) + a

2

Teorema ( versione con parametri ) :

Data 9 (se, y ) Patty [ Un 7. a
,
b
,
c to the OCÈ (a ,

b
,
c ) e '

se < nn 4 ( sc , y) ]

Dim : Come prima

Ho fatto la codifica entro PA degli insiemi definibili limitati

{ se < n / ✗ (x ) { dove 4C>c) può contenere altre variabili che sono come parametri .



Codifica delle successioni
"

finite
"
:

(La lunghezza può essere non standard )

sia F ( sc
, y
) formula ,

dico che F è funzionale se PA 1- tsc 7 ! y f- (x
, y
)

In quel caso scrivo FC>c) =
y
invece di Flac

, y
)

Data una formula funzionale F- ( sc
, y ) in PA

PA t Yn ] codifica ( F ( i ) 1 i < n )
-

funzione 1 ) Modello

li tieni

idea → identifico ( Fli ) li < n ) con | < i , Fli ) > 1 l' < n {

Per induzione su n esiste il Max < i
,
Fci ) > = M

i < n

/ < i , Fli ) > E M ti < n {

Trovo ( a
,
b
,
c) tale che PA 1- ltn [ tsc se È la

,
b
,
c) a ] i < n se = < i

,
Fli ) > ]

DI : (In 1N ) toc
, y C- IN 2

"

= y
⇒ 7 £ : / i / i ± se { ' IN

f- 6) = 1

f- (a) = y

"
esiste una successione finita ,

ti < se f- ( i + e) = 2 f- ( i )
di lunghezza ac

"

⇒ 7 successione | fi li ' × }

f-o = a f-
×

= y tti - se ti + , = 2 f- i

Dim : ⇒ ) Prendo f- i = È

⇐ ) Dato f- per induzione su i Ex fi = È

Chiamo f- testimone di 2
"

- y

Def ( in PA) :
"

2
"
= y

"

(=) Ja
,
b
,
e tale che la ,

b
,
c) testimonia 2

"

=

y

"
2
"

=]
"
(⇒ 7 a

,
b
,
e tale che :

-

testimone di 2
"
-

- y *

--

< ×
, y

> È ( a
,
b
,
c) A < 0

,
e > È ( a. b , c) ^ ti < se ltq < i

, q > È ca , b , c) ⇒

⇒ < ite
, la > È ( a ,

b
,
c)



È E-
A Hp È (a , b , c) 3- i ≤ se 7 z p = < i

,
z > ^ ti , z ,

-2
'
< i
,
-2 > È ( a

,
b
,
c) ^

A < i
,
e

'
> È ( a

,
b
,
c) → 2- = t

'

* li limito con < a
,
b
,
c >

Il JC

2 =

y
"

⇔ (Za
,
b
,
c) Do è una formula E?

È chiaro che in IN la formula È -

y def . } (a ,
b) E IN

≥

I 2ª = b {

Cosa succede in modelli non standard :

Pat
" 2º = 1 " fa 7 ! y

"[= y
"

Quindi diciamo È l'unico y tale che
" È = y

"

toc
, y

"
2
"
- y

"
→

" 2×+1=2 -

y
" cioè PA 1- Va [ 2×+1=2 . È ]

Dim : Sia < = ( ce
,
Ca

,
Cs ) un testimone di

"
2
"
= 2 ]

"

( idea : c codifica | < i , È > li ≤ x { )

Allora per trovare un testimone di
" 2×+1=9 " prendo c' =

"

cu / < sc , y > {
"

Esercizio : PA 1- Ha fb 7 " aub "

Ha fb 7C Hoc [ se È c. seÈ a ✓ se È b ]

Dim ( Esercizio ) : c codifica | * I × È a vsc È b {
marca ,
b-
Il>c)

Esercizio : PA t ta ab Hoc ( se È b se =a)

¥ : b = la } b codifica / x ≤ a loc = a {

0

Cosi come ho fatto
"
2
"
=
y
"

potrei fare × ! =] o qualunque funt . P. R .

sc ! = y ⇔ 3- (fi li ≤ x ) f-◦ = 1 A f-« = y ^ ti < × fa , = fi ( ite )

⇔ esiste la codifica di tale successione

⇔ -3C = ( ce
, Cz ,

C
}
) tale che C Codifica una successione (fi li ≤ Sc )

tale che f-◦ = I ^ £, = Y ^ ti < oc fa , - fi ( it 1)

dove f- i = l'unicoz taci ,z > È c.
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codifica insieme definibili limitati :

< ×
, y > = z i s ( sexy + 1) ( se + y )

+ JC = -2

2

c ) ( se + y + 1) ( se+ y) + 2 se = 27

• <
,
> : IN

<

i > IN è biunivoca , primitiva ricorsiva con proiezioni P. R .

• <× , y ,
2- > = < < sc

, y > , -2 >

•

se È < a
,
b
,
c > (⇒ se < e a b è mcm dei numeri positivi < C ^ (sett )b +1 / a

Prop : Data ✗ ( sc) PA '- Yn 3-a se È a → ( se < n A Y ( sc ))

idea : a codifica | se < n I 9 ( sc ) {

Def ( PA ) : •

au b = minimo a tale che ltt (t È c ← t È a v t È b)
⇒

• / se { = minimo e tale che Yt ( t È c → t = >c)

•

a ' / se { = minimo a tale che ltt ( t È c (→ t c- a att x )

Def (PA ) : •

S codifica una funzione se tti , a ,
b E S :

< i
,
a > È s a < i

,
b > È s → a = b

•

i c- dom CS ) a 7. a < i
,
a > È s

•

5 codifica una successione a s codifica una funzione A

-
lunghezza di s Il 7.④ ti e don (s) → i < n

Queste sono tutte abbreviazioni per formule aritmetiche equivalenti a formule

Do ( perché se e c → × E C
,
tutti i quantificatore li posso limitare ) .

Esplicito meglio :

-

e i Kt ( t Èc → t È a vt È b) ^ c' < c Ttt (t ÈC '

← t È a vt È b)a ub = C

Da

Def ( PA) : [ S ] i : = a :c s s codifica una successione a i E don ( s ) ^ < i
,
a > È s

L
'

i _ esimo elemento della successione codificata da s è a .

1N

Il modello potrà codificare solo le successioni di

M n

t

non standard lunghezza standard .



Teorema : Un c- IN ¥ ae
,

. . .

,
an E IN 7. SE IN te IN f- s codifica < ao

,
. . .

,
an >

cioè [ S ]
o
=
ao

,
. . .

,
[ s In =

an

Teorema : PA t V-SV-a.tn ( s codifica una successione di lunghezza n con

n = lh ( s ) > 7s' tc S' codifica una successione di lunghezza ntt

¥ i < n [S ] i = [ S
' ] i

,
[ S' Jn = a ) s' = sta >

"

Dim
"

( idea ) : s' = su { < n ,
a > { dove U

, } { sono definiti in termini di È

Teorema : PA 1- 7s (s =L > ) ( cioè ltx ( se È s ) )

Dim : s = < a
,
b
,
o > con a ,

b qualsiasi

Corollario : ltn Vai
,
. . .

,
an PA 1- 7 s ti < 1 ( [ s Ji = ai )

Teorema : PA 1-
posso modificare una successione connubianaloghi un eleun .

come voglio ¥5 ti < lhcs) Ha 7s' ltj ≠ i

[ S ' Ji = a [ s'Jj = [ s Jj

idea : s' = S [ a ↳ i ]

Dim : s' = ( s - { < i , [ S ] i > 4) u | < i , a > {

Teorema : PA t tis lts' se S e si codificano successioni

7 s
"

,
S
"
= S
-

S
' ( concatenazione )

cioè ti < lh Cs) [s" ] i = [ s Ji

ltj < lh ( s
'

) [s'' Jeacs> +j
= [ s' Jj

illimitato [ i

Def ( PA ) : a = y
'

3- s s codifica una successione di lunghezza x + i
'

-
_

×

ti < × [ S ] [+ → = a [S ] i →
Do

[ s Jo = I

[ S ]
×
=

y

idea : [ s ] i = ai

Abbreviazione : [ s ] i + , = 2.[ s ] i ⇔ -3 u u ( [ s ] it , = un [ s Ji = v ^ a = zv )

f- (g ( sc) ) = z ⇔ 3- u gcoc >
= un ^ f- cui = 2-



es : ⊖ (E) = 3- u (È= un ⊖ ( n))

Prop : Pa 1- 2º = 1 A Hoc 3- ! y È =

y ✗ se è
""

= 2
"

. 2

-

cioè tu
,
v (27 u ^ È

+ '
= v → ✓ = Zu )

Dim ( Esistenza di y ) : Sia S la successione che testimonia E- y ⇒

⇒ s' = su } < sete , Zy > { testimonia 2
""

= È . 2

(Unicità di y ) : Per induzione su se C fare i dettagli ✗ es .
)

Quindi posso comportarmi come se PA avesse un simbolo di funzione

per 2
"

.
Scrivo ⊖ ( 2

" ) : = 3-
y
( y= E a 0 (y)) .

Tutte le funzioni P .
R

. f- sono rappresentazioni in PA .

Teorema : Se f- è P
.
R

. f : IN
"
→ IN ⇒ 7 formula 4£ (5c , y)

It at
,

. . .

,
ok

,
b | f- Cane , . . . , an) = b PA 1- Qg (≤ e

,
. . .

,
-9k

, b- ) 1)

biunneeraeiee / | f ( an , . . . , an) ≠ b PA 1- 79£ ( a-e ,
. . .

,
en

, b- ) 2)

Questo lo so fare anche Q
]

f-nationale
↳Q 1- lty [✗g-

( a-e
,
. . .

,
a- K

, y ) y
= b- ] (anche PA) 3)

PA '- Voce
,
. . .

,
>cn 7 ! y ✗g- ( xe , . . . , scn , y )

( Q no ) 4)

In pratica Q dimostra che ✗ g- definisce una funzione sui numeri

standard che coincide con d- .

PA dimostra che 4£ definisce una funzione che estende § ai numeri

ne standard .

Q t t )
,
2 )

,

3) ma non wec .
il 4)

Se diamo 4) per buono ⇒ 4) → 1) ,
2)

f- (a) = b ⇒ PA 1-9£ ( a- , b- ) ⇒ IN K% La
,
b- ) ⇒ Q 1- 9£ (e , b- )

f- (a) ≠ b ⇒ 7C ≠ b § (a) = C ⇒ PA 1- 9 (e ,
≤ ) ^ ≤≠ b-

⇒ Q 1- 79 ( a- , b- )

Il punto 3) voi dive . a parte per Q



Dina : Supp che f- ( scia , 5) = h ( sc , y , f- Csc , y))

f- ( 0,5 ) = g. (5)

f- è definita per ricorsione primitiva da li , g

Per induzione posso assumere che li , g. siamo rappresentabili da formule

9h
, 4g come sopra .

"

f- (x , y ) = -2
"

: 7s codifica una successione ( idea : [S ] ; = f- ( i , ] ) )

"

[ So ] = gcj )
"

cioè Pg ( g- , [ s Jo )

Vi < × (
"

[ s ] i+ , = hci , y ,
[ s Ji )

"

) [ s ]
,

= z

dove al posto di
"

f- ( SC
, y)

= t
"

C ) lfg (SC , y , 2- )

"

ce = bici
, y ,
t )

"

i i Yen ( i , y ,
t

,
n ) etc . . .

Chiusura per composizione :

f- ( 5c ) = h ( ge ( 5c ) , . . .

, giace) )

"

§ (e) = y
" June

,
. . .

, un
(
"

gne
(5c ) = UÌA

. . .
A
"

g,_
(E) = un

"

^
"

hcue
,
. . .

,
un /= y

"

)

Per farlo funzionare in Q è importante la proprietà funzionale

Es : h (3) = 4 g.
(4) = 8 ⇒ ( go h ) ( 3)

= 8

Q 1- ( go h ) (3) = 8 In [ h(3) = u a g.( n )
= 8 ]

f- Csc ) -my bloc
, g) = 0

Se h è rappresentabile in PA posso rappresentare £

"

f- Csc ) = y
" "

hcx
, g) = o

"
a Huey Jt (

"

hcx
, y) = -1+1

" )
-

lo scrivo così invece che h ( SC
, y
)-1-0

se no non è [
°

Teorema : Tutte le funzioni ricorsive totale sono rappresentabili in PA

da formule EÌ

Codifiche di termine e formule di PA :

L = / 0 , S ,
+
,
° / # :L → IN iniettiva

f) variabile
Oss : in realtà # : lu / v, ^ , V , 7 ,

→

,
t

,
7 { → IN iniettiva



°

codifica dei termini :
t t : l - termini ) IN iniettiva

T T

vi = < # (v )
,
i >

1-
te + ti = < # ( + )

,
È?

,

'
+ e
'

>

'

te . ti = < # ( . )
,
tte '

,
tte ' >

i
s (t )

"

= < # ( s )
,

tt " >
.

Oss : # codifica l' alfabeto e
'
-

T ( : = numeri di Gòdel ) le parole .

°

codifica formule :

- -1'
ti = te = < # ( =)

,

tti'
,
tti' >

T
X v pt = < # (n )

,
TLT

, tp
'
>

tu
vi q

"
= < # ( t )

,

'
_

vi
-1 '-9

'

> etc
|

Codifica < sc
, y >

= It" . 3
>+ '

,
< sa

, y ,
+ > = 2×+13>+15++1

Teorema : | it
' l t termine di PA { è P .

R
.
( decidibile )

Teorema : |
'-9
'

/ 4 formula di PA { è P
.

R
.

Teorema : f c
'

-9
'

,
d > I d codifica una diva . di 9 in PA { : = Prov

pa

Provpa C PA ed è priva .
ricorsivo

Teorema : f
'-4 " I 4 è un teorema di PA { è E? semidecidibi.ee

Il E ?
"

3- d ( y il
"

,
ci > c- Prova ?

"

P
.
R

.
→ E? definibile

Teorema : num : IN → IN

num ( n ) = TS
"

o

_

'
niun (2) = TSSOT

num è primitivo- ricorsiva

Dim : num ( n + e) = < # (s )
,
num ( n ) >

Teorema : ] sub : IN
}

) IN prima .
ricorsiva

sub ( '-4 '
,
i
,
it ' ) = '-9 [tiri ]

"

4 formula
,
t termine

Def : serbo (x , y) = sub (Sc , o , y )

Def : 7 D: IN > IN prive .
ric

.

D l'-4
" ) =

'
-

y ( TY
_

' )
"



✗ = Y ( vo )

☐ (
y (

'
_

e
' )

1) ( × ) = serbo ( x
,
num ( sc))

lemma di diagonalizzazione :

Sia fsc ) una formula VL (Y (x) ) < {✗ 4 ⇒ esiste formula B chiusa

Q 1- p y ftp.T )

idea : B dice
"
io ho la proprietà Y ( sc )

"

Corollario : L = } 0, S ,
+
,

• {
,

True = } 1 IN 1=0 { non è L - definibile .

! !

(Teo di Tarski )

Dim : Se True = In 1 IN 1=9 (n ) { per assurdo

Per diagonali# . 7ps Q 1- 13 74 ( Tp
" )

IN 1=13 e i 74 ( Tp
T )

Assurdo perché IN F p 9 (Tp
" )

.
☐
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Lemma di diagonalitzazione :

Per ogni 4C>c) L - formula esiste una L- formula chiusa ps tale che :

Q 1- YC '
_È ) a

Dine : L = 10, S ,
+

,

° {
f)
numero di GÒdel

sia D: IN ' IN D ( id
" ) =

'

✗ ( È/vo)
"

D è P
.

R
. (e in particolare , calcolabile totale)

-

esempio : ✗ = 7 ( x ≠ 0 ) se = vo

'
-

✗
"

= < # ( y )
,
< # (= )

,

TÈ
,

l'Ó » e IN mettiamo sia 33

☐ ( '
-

×
' ) = ☐ (33) =

'-7 (33--1-0)
"

questo sarà un altro numero
-

⇒ D è biunmcroer.ee funzionalmente in ⊖ da una formula fcsc, y ) cioè

1) (a) = b ⇒ Q 1- lty [ S ( a- , y ) e '
y = b- ]



Per trovare p : cerco B della forma ✗ ( tà
' ) = ✗ ( ta ' /v0 )

idea ! voglio Q
1- y ( ta ( 1- a

-1 ) " ) e i ✗ ( ta T )

i
numeri 1N

ci sono 3 tipi di oggetti :
i termini e
'

formule

Scelgo ✗ ( sc ) : = tty [ Scsc, y ) ) q ( y) ]

In E IN Q 1- al 1 ) e ' lfy [ S ( e , y
) ' q (y ) ]

Q 1- lty SCI , y ) e '

y = Dcn )

Q '- ale) q ( Dcr) ) scelgo n =
'
_

a
_

'

Q 1- ✗ ( ta ' ) e ' q ( D ( ià
' ) )

' ' 9 (ta (rà )
" )

Pongo f. = al .

In particolare : PA t q (Tp
" ) B ,

IN f- q (
'
_

po
' ) ( sp ☐

Teorema di Tarski sulla indefinibileta della verità

Non esiste alcuna L- formula True Csc) tale che IN f- TrueEp" ) 13

INKB
Dim : Se no

, prendo : p Q 1- 7True (Tp' ) e ' 13

Teorema : Invece esiste una formula topa (SC ) E [I

[ IN tteopa ( Tp
" ) ] ( PA 1- p )

Quindi PA 1- p ⇒ IN FB (non vale ⇐ )

cioè esiste P tale che IN f- B una PA Hp .

Lemmi Tecnici :

Ricorsione nel decorso dei valori :

Data h : IN
≥

' IN primitiva ricorsiva ( risp . calcolabile totale )

esiste f- : IN → IN
"

primitiva ricorsiva ( risp . calcolabile totale )

f- (SC) = h (sc
,

< f- (o) , f- (1) , . . .

, f (x - 1) > )
-

codifica della successione (*)



ai + 1

(*) S = < ae
,

. . . ,
an

> = TI P,
i ≤ n

IT ( s
,
i ) = ut ≤ sl pit

"

ts ) = ai

IT è P
.
R

. ma per questa codifica serve sc
, y l ' ×

>

i 1 ' Pi
Dim ( f- è P

.
R

.
) :

£
#

(sc ) = < f- ( o ) , . . .

, f- ( sc - 1) > £
#

( o ) = < > f (o) = h ( oc , < > )

f
#

(« + 1) = f-
#
(sc )
^

< f ( SC ) > es : se , y
l ' sciy ( concatenazione) è P

.
R

.

(facile )

f-
#
(x + e) = f

#
(x )

^

< hlx
, f
#

(sc ) ) > = H ( x , f-
#

( sc ) )
↳ P

. R .

⇒ _
#

f è P
.
R

.

⇒ £ è P
.
R

. Perché f- (sc ) = h ( sc , f
#
(sc ) )

☐

Lemma
l'
Tere
'

:

"

Ter
"
= / '

-

t ' E IN It è un L- termine { è P
.
R

.

(= Io , S , + , ° {

Ter (n ) : = codifica un termine

Ter ( n ) n =
'-0 " v ] K Tee (k) n n =L # (s )

,
K >

V ] Ke
,
Kz Ter (ke ) ater ( ka) a n = ( # (t)

,
ke

,
ka >

✓ idem con # C.)

Tutti i K sono < n
.

Tutti i quantificatore sono limitati .

Se passo alla funzione caratteristica ✗ter ( n ) = H ( n , < Iter (o ) , . . . , ✗ter (n - 1 ) ) )

Teorema : Esiste sub : IN
>

' IN P
.
R

.

tale che sub (il
_

'

,
i
,
it " ) = '-4 (the)

"

4 formula o termine
,
t termine

vi. [
+ li ] = t

vj [tlj ] = vi se j ≠ i

(tetti ) [+ li ] = te [+ /i ] + t ,[ti ]

etc . . .

( y v 4) [t / i ] = Y [
+
/ i ] v4 [t / i ]

etc . . .



Se j ≠ i ( tog. y ) [ti ] = v-g.ly [ti ] )

se j = i ( toi y ) [ti] = V-vi y

sub ( ivi
"

,
i
, y
) =
y

sub ( trj' , i , y ) = tvj ' se i ≠ j

sub ( it, + te
'

,
i
, y
) = < # (+ )

,
sub (tte

'

,
i
, y ) , sub ( Tta

'

,
i
, y
) >

etc
. . .

sub ( '
-

✗ v po
'

,
i
, y ) = < # ( V )

,
sub ( '

-

×
'

,
i
, y
)
,
sub ( Tp '

,
i
, y ) >

sub ( tltvjlf
'

,
i
, y ) = /

' # ( t )
, tvj ' , sub (

'-9 '
,
i
, y
) )

| tvvjè
'

se i =j
etc . . .

Oss : Questa è una def . di sub per ricorsione sul decorso dei valori .

Lemma :

num : IN → IN

è P
.
R

.

n
'-50

"

( num (o > = '-0-1

| nunc nts ) = < # ( s )
,
num ( n) )

Dcn ) = sub ( n
,
o
,
num (n ) ) ⇒ ☐ (tà ) = '

-

✗ (II' /v0 )
"

D è P
.
R

.

Lemma : |
'-9
"

14 è una L- formula { è P
.
R

.

Similmente a come ho fatto i termini .

Lemma : | TY
" / 4 è un assioma di PA { è P

.
R

.

Di m : Schema di induzione di PA
DC = V0

✗

Indy
,
>c

: V5' l YCO) a toc [4 (sc ) → Y ( Ssc) ] → Hall (x ) ]

Le codifiche di questo tipo di formule formano un insieme IND prive . Ric .

Ind (n) ⇔ I K < n
" K codifica una formula

"

^

n =L # (→ )
,
/# ( n)

,
sub (K

,
0
,
io" )

,

< # (t )
,
< # (→ )

,
K ,
sub (K

,
o

,
rsvo

" ) >
,

< #(Y )
,
ivò

,
K) >



Oss : /
'il
"
/ PATY { = / '-4 ' / IS PA '

a- 9 I

PA '
d- 4 significa d codifica una diva di 4 dalle regole di inferenza

e dagli assiomi di PA .

Prova = { < d ,

'-9 ' > I PALI 9 { è P
.
R

.

Dettagli : d = <
'
_

( te
,
%)

"

,
. . .

,

"
(Tn

,%)
"

>

ti ≤ K "

(Ti
, Yi )

"

o segue da uno- o due coppie precedenti tramite una

regola o
"

li € Ti
"
o
"

Qi e assiomi di PA
"

-

A>Cpa (Y;)
Oss : Tt Y Ttp → 4

Ti-9

Siccome D= /
'-9
" I 4 E Assioma di PA { è P

.

R
.

Esiste una formula A>Cpa
(Sc ) tale che

| n E P
⇒ Q 1- A>Cpa ( I ) | Aocpa binnuera in Q le codifiche

| n ¢ P ⇒ Q 1- 7 Ascpa (a)
|
sugli assiomi di PA

A>Cpa (sc )
= 4 (x , e)

dove ✗ ( SC, y ) biunivoca funzionalmente in Q la funzione Carat . degli assiomi

A partire da Aocpa Gc ) costruisco la formula topa (SC) E [? .

Corollario : 7 9 vera in IN con PA 1/-9
c.
Prima versione del Teo di Gòdel passando per il Teo della ieedef . della verità .

Difetto : chi è 9 ?

2ª dive più costruttivo .

I Teorema di Gòdel (1931 ) :

3- G- PA H G-
,
PA H TG

Dim : Per il lemma di diagonalit .
7 G-

,
PA 1- G- 7 topa (

l'
G-
" )

÷
g- dice

"

io non sono dimostrati"
"

\
in µ : g- = Tteopa (È

" )• Se PA 1- G- ⇒ 3- d E IN PA la G-



⇒ Jd E IN Q 1- Provpa ( d- ,

"È' )

Prova ( sc , y ) binunera in Q / ( d , '
-

G
" ) I PA la G- |

⇒ Q 1- 3-
y Prova ( ≥ ,

TÈT ) ⇒ PA 1-Teopa (È
' ) (*)

I l

"

def Teopa (
'
-G- T )

⇒ PA 1- TG per def di G- ⇒ PA 1- 1-

1- perché PA è coerente quindi PA tt G-

• Pa it TG :

Se PA 1- TG ⇒ IN 1--7 G-

⇒ IN f- Teopa (
'
-

G- " ) ( def . di G)

⇒ 7 d IN F Provpa ( d- , TG
" )

⇒ a d PA la G-

⇒ PA 1- G-

PA t t Assurdo

20-12-2021 Lezione 24 Prof . Berarducci

( slides da 148 a 165 circa )

Prop : Q è essenzialmente indecidibile

Dim : Per assurdo se esiste TJQ coerente
,
stesso linguaggio con T decidibile

.

Allora Teo
,

= / 'il
" / TI- il { è decidibile ⇒ esiste una formula [

°

che
' Ito

+

(⇒

lo biuuueera in Q
.

Sia 0 : Q 1- 7 Teo
,
(tot ) O

TI- O ⇒ '-0 " E Teo
,
⇒ Q 1- TÈ ( io " ) ⇒ Q 1- 70 ⇒ T t 70 ⇒ 1-

Tt 0 ⇒ '-0
'

¢ Teot ⇒ Q 1- 7 teot ( to ' ) ⇒ Q 1- 0 ⇒ Tt o ⇒ 1-

☐

Corollario : PA
,
Th ( IN

,
+

,
◦ ) sono indecidibili

↳
incompleta ↳ completo-

Cose mancanti :

Prep : f- calcolabile totale ⇒ g- binnu . funzionava .
in Q da [?

f- ( sc) = µ y h ( SC , y ) = 0



Induttivamente ln bviunuecralrile funzionalmente in Q .

"
f- (sc ) = y

"
: =

"

h ( sc
, y ) = 0

"

A Un <
y ] o

"
h (×

,
a) = ott

"

-
- -

EiG- (se , y) Ya (× , y , 0 )

⇒
4£ birunuera funzionalmente f- in Q

f- (a) = b ⇒ IN f-
"

f. (e) = b-
"

⇒ Q 1-
"

f- (e) = b-
"

÷
Q 1- ltz [ " g- (a) = z

"
( ) 2- = b- ]

In M KQ
,

"

f- (a) = Z
" "

h ( e
,
z ) = o

"
A Un < z 7 v. " h (SC

,
n ) = v. + e

"

z ≤ b- vz ≥ b-

t non può essere > b- perché se no prendo un = b- e ottengo l' assurdo

3- un
" hl e ,

b- ) = rt e
"

ma sapevo
"

ln ( a-
,
b- ) = 0

"

.

Quindi t ≤ b-
, quindi In c- IN te in M 2- = e quindi

"
en ( a-

,
E) = 0 "

e

"

n < b-
"

contraddicendo la birunueroerilità trentennale di lr in 0
.

bla
,
n ) ≠ o ⇒ Q 1-

" h (e , a) ≠ o
"

Def : T Teoria nel linguaggio L- { 0 ,
S
,
+

,
° { è w - coerente se non esiste

alcuna L- formula ✗ (Sc) tale che :

T 1- 3 se 4 Csc) Tt 79 (e)

Ti- 79 ( ±)

1- 1- 74 ( ≤ )

:

the IN Ttip (a)

Osservazione : IN KT ⇒ T è w - coerente ⇒ T coerente

( set è incoerente ⇒ T dimostra ogni cosa )

Esercizio :

| '-0
'

l PA 1- O è w - coerente f è definibile

/
'-0 ' / IN 1--04 non è definibile



G-ódel
,
1931 i

T> Q ricorsivamente assiovuatitzata

w - coerente ⇒ T incompleta ( esiste 0 T H 0
,
T t 70 )

Dim : Sia T.ca ) e [I binnuiero. {
'-0" IO ET { in Q da Prout (x, y ) E [?

Sia Teo
+
(y ) =-3 ac Prout (x , y )

sia G- : Q 1- G- tteot (TG' ) (esiste per il punto fisso )

dico T It G-
,
THTG

⑦ Se TI- G- ⇒ In T in G- ⇒ In (n
,

È'

) e Pratt

⇒ In Q 1- Pratt ( rt ,È
' ) ⇒ Q 1- 3-× Prot (x, TGT )

Q 1- Teo ( TGT ) ⇒ Q 1- 7 G- ⇒ T 1- 7 G- ⇒ T t t

( Uso la coerenza di T non la w- coerenza )

Quindi T H G .

② Dico che T il TG .

Visto che T H G- In Tt G tinti-7 Pratt ( 5, 1-E
' )

"

Un ( n
,
TGT ) ¢ Prove ⇒ Un Q 1- 7Prove

,
( ri

,

1-E ' ) ①

Se per assurdo Tt > G- ⇒ T 1- Teo
,
( '
-E' )

⇒ TI- Zx Prout (x , TGT ) ②

Contro la co - coerenza di T .

Esempio di Teoria coerente non ci - coerente ( Premessa) :

PA 1- G- 7Teo ( TG " ) ⇒ PAH G ,
PA 1-1 7 G-

Ma IN K G- o IN 1=7 G- ? Quale delle due ?

Siccome PA HG ⇒ Un ( n
,
TG " ) ¢ Prova

un Q 1- 7 Prov ( ri
,
TGT )

Un E IN IN f- 7 Prova (rt , 1-E
' )

IN K ltn Troopa ( ri ,
'
_

È " )



IN f- 77h Provpa (ri , TGT )

( TGT )IN f- TTEOPA

IN f- G-

Nella w-etateoei.ae ho visto che T coerente T HG dove G- i T 1- G- 7170 '
-G-"

- ↳ è dire
.
in PA

tic
. assicuratit .

I Q

PA 1-
"T coerente

"
→

"
TH G

"

" " "" ""
" " " "" "÷ '

}↓ per def . di G-
G--

2º Teorema di Gòdel

vale il c ) : PA 1- 7Teopa ( it
" ) e ' G- = con ( PA) = 7 Teopa (il

" )
÷

Se PA 1- 7Teopa ( it
'

) ⇒ PA 1- G-

Quindi PA 1-17 Teo
,#
( 'I' ) cioè PA H

"

PA è coerente "

La formula che dice
"

io non sono dimostrabile
"

equivale alla coerenza di Peano .

Esempio di Teoria coerente non W- coerente :

PA t -1 Con (PA) è coerente
C)Coerenza

PA + 7 G è coerente ma w - incoerente

↓

perché PA HG ⇒ PA + 7 G- coerente

ma 7 G- equivale a Teo ( '-e ' ) 3- se Prov ( x
,

TI_' ) allora abbiamo che

PA + 7 G- 1- 3- x Prov (×
,

" È " ) perché In fissato PA G-
,
Q 1- 7 Prov ( n

,

'
-È )

PA + TG 1- 7 Prov ( n
,

'
-

G
' )

A quell' epoca si cercava una teoria coerente per la matematica
.
G-òdel dice che

la coerenza non basta : PA + 7 Con (PA ) è coerente ma non affidabile .

Oggi so che la condizione che mi serviva in più è la verità
,
che a quel punto

non esisteva ancora .

Interpretabilità :

Qualunque cosa interpreti Q allora quel qualcosa è indecidibile .



Se Q ☒ T > S ( sottoteoria di T nello stesso linguaggio ) ⇒ s è indecidibile
↳ interpretabile

binaria

corollario : 14 / 1- 4 { L = / E {

L' insieme delle formule logicamente valide in un linguaggio binario è indecidibile
.

Q ☐ ZF L = / E {
U

∅ L = / E { ⇒ ∅ è indecidibile

Problema della fermata ( per dive che Q è indecidibile ) :

Ko = In / Tn ( n ) ↓ /
Ko = è E: definibile in IN

Ko = In 1 7T % ( n) ↓
≤ t |
-

prive . ric
.

⇒ È definibile in IN birunuerabile in Q da
"

fa '⇒ ↓
≤ y

"

-

⇒ "

converge con meno di t passi
" E?

"
ne ko ⇒ IN K 7 t "

9
,
(1) ↓

≤ e

⇒ Q 1- 7 t
"

fece > ↓ ≤ +
"

Poiché IN f- Q vale il ⇔ :

"

neko ⇔ Q 1- 3- t "

la (1) ↓
≤ t

Quindi se so decidere Q so decidere Ko
.

Ko si riduce ai teoremi di Q .

4
Ko ≤ m { '-0 ' l Q 1- 0 {
÷

C'è una f- . calcolabile te ne ho ⇔ f- (n ) E Q

"
7

f- (n) =
'-7T "

Yn (n) ↓ ≤ +
è il numero di G-òdel

Avendo le £ calcolabili mi creo problemi indecidibili e li trasferisco dentro Q .

a) ☐ ✗ = Teopa (tq
' )

b) ☐ =
"

q è necessario
" ( per i filosofi )

regole per a) :

1) PA 1- p ⇒ PA 1- ☐p



nèformalizzabile in EÌ e le cose vere in E? sono dimostrabili in Q

2) PA 1- ☐ p → ☐ ☐ 9 ( Peano dimostra il punto e- )

3) PA 1- ☐ ( ✗ → p ) → ( ☐ a → ☐ p )

4) = 1) + 2) + 3) PA I-1 7☐ 1- cioè PA H Con (PA )
↓

2º Teorema di Gódel


