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Prefazione

In queste pagine troverete la mia personalissima (niente di ufficiale, sia chiaro) rielaborazione
delle lezioni di Analisi II.

Giudicate attentamente e non fatevi trarre in inganno da cio che sta scritto.

Sicuramente qualche volta (anzi spesso) le parentesi non saranno state chiuse o aperte quindi:

Analogamente per i punti, punti e virgola, 2 punti, virgole, quadre, graffe o agli altro segno di
punteggiatura immaginabile

Qualunque errore troviate ditemelo. Non mi offendo.

La sezione esercizi contiene un misto di cose, esercizi lasciati a lezione, svolti nelle esercitazioni,
presi da vecchi esami e chi piti ne ha piti ne metta.

Alcune cose sono state integrate con il libro di testo consigliato: Analisi Matematica due di
M.Fusco, P.Marcellini, C.Sbordone.

A volte saranno dati per scontate nozioni di Analisi [ o Geometria I . Se avete dei dubbi
potete consultare questi miei appunti (valgono le stesse raccomandazioni)

Ringrazio Alice per la parte sulle serie di Fourier, serie di potenze e serie di funzioni.

Se avete qualcosa da dirmi non esitate a contattarmi a : dsimmaco@gmail.com


http://poisson.phc.dm.unipi.it/~dilillo/Analisi/Appunti.pdf
http://poisson.phc.dm.unipi.it/~dilillo/Geometria/NEW_GAAL.pdf

1 Alcune nozioni di base

1.1 Spazi normati

Definizione 1.1. Sia X uno spazio vettoriale (su R).
Una norma su X ¢é una funzione

]+ X = [0, +00)
con le seguenti proprieta
e [z]|=0 & 2x2=0
o |[Az]| = [A[]]]]
o [lz+yll <[] + [yl
In tal caso la coppia (X, ||-||) si dice spazio normato

Osservazione 1. La terza proprieta della norma (disuguaglianza triangolare) equivale alla con-
vessita della funzione ||-|| (per una definizione di convessita vedere le sezioni successive)

Esempio 1.1. Alcuni esempi di spazi normati

lel, = (Z)

i=1

o (R I{l,) dove

quelle piu usate sono
lell, = max |

=1,...

lelly = /a3 + 4.}
tale norma € la norma standard, detta anche norma euclidea. In generale tale norma si
denota semplicemente con |x|

o (B",||l,,) dove

Proposizione 1.2. La norma infinito é il limte delle norme p

Dimostrazione. Sia x con ||z|| = |z;| allora

1
n P
1
] < (z w) < (nlo)?
=1

da cui passando al limite per p — oo si ha la tesi

Teorema 1.3. Le funzioni ||||, sono delle norme per ognip € [1, o]

Dimostrazione. L’'unica cosa non banale della dimostrazione ¢ la disuguaglianza triangolare,
che nel caso p € (1,00) si riconduce alla disuguaglianza di Minkowski (successive sezioni)
Per p = oo ¢ lasciato come esercizio



Teorema 1.4. Tutte le norme su R™ sono equivalenti

Dimostrazione. Sia ||-|| una norma su R" e sia |-| la norma euclidea

T
=[] = Azl = ||| - =l
|z]

||

Osserviamo che le norme sono funzioni continue, S ! ¢ un compatto dunque per il teorema di

Weistrass ||| assume massimo M e minimo m su tale insieme dunque
[|z[| < M |z]
|| = m ||
Il che mostra che le 2 norme sono equivalenti O

Osservazione 2. Per spazi vettoriali di dimensione infinita, il teorema precedente, in generale,
é falso. Prendiamo come controesempio lo spazio delle funzioni continue su un intervallo; la
norma 1 e la norma infinito non sono equivalenti



1.2 Disuguaglianze notevoli per norme p

Definizione 1.2. Sia p > 1 allora p e p’ si dicono esponenti coniugati se
1
fraclp + ]? =1

Nel seguito p, p’ saranno esponenti coniugati e z,y € R”

Lemma 1.5 (Disuguaglianza di Young).

a?
ab < —+ —
b p
Dimostrazione. Fissato b consideriamo la funzione

b
flt)=—+— —bt
(t) PR

/

La tesi ¢ equivalente a dimostrare che f(a) > 0.
't =t =

1 .
dunque la funzione assume minimo in ¢ = b»—1 e tale minimo vale

/

biet  bP /11
p p p D

dunque la funzione f & sempre maggiore di 0 da cui la tesi O

Lemma 1.6 (Disuguaglianza di Holder).

n
D laiyl < llzll, - llyll,,
i=1

Dimostrazione. Nel caso che uno tra x e y sia il vettore nullo, la disuguaglianza ¢ banalmente
vera. Consideriamo il caso che x,y # 0.
Applicando n volte la disuguaglianza di Young alle coppie

||, yll,,

otteniamo /
P P

ab; < 1 |z 1 |z :

ol Y
ora sommando otteniamo

Syl _ 12l el 11
< — _
=l lyll, — pll=lly P/ fjaly, ¥

Lemma 1.7 (Disuguaglianza di Minkowski). Sia p > 1 generico
|z +yll, < [lz]l, + llyll,

3



Dimostrazione.
|z +yll, = Z |+ yil” = Z @i + yil" ™ |z + il

Utilizzando la disuguaglianza trlangolare osserviamo che
—1 — —1
|z +yll, < (Z |z + yil” ) ([ + [yl) = > o+ wl™ ol + Y o+ wl” [y
i=1 i=1 i=1

Utilizzando la disuguaglianza di Holder otteniamo dunque

1 p—1

n ! n P

—1)’

|z +yll, < (leﬁyil“’ ”’) ([, + lyll,) = (leﬁwl”) (], + llyll,) =
=1 i=1

-1
= lle+yll, (=], + llyll,)

Se ||z + y||, = 0 allora la disugiuaglianza & banalmente vera, altrimenti dividendo per ||z + y| |§_1
otteniamo la tesi. O



1.3 Spazi metrici e cenni di topologia
Definizione 1.3. Sia X un insieme. Una distanza su X é una funzione spazio
d: X xX —[0,+oc0]
con le seguenti propieta
(i) dlz,y) =0 < =z=y
(i) d(z,y) = d(y, =)
(iii) d(z,y) < d(x,z)+d(z,9y)
In tal caso la coppia (X, d) prende il nome di spazio metrico

Osservazione 3. Uno spazio normato induce uno spazio metrico dove d(z,y) = ||z — y||

Definizione 1.4. Sia X uno spazio metrico e £ C X allora

e [/ si dice aperto se
Vee E Ir>0 B.(x)CFE

e F sidice chiuso se X\F ¢é aperto

e [ si dice compatto (per successioni) se per ogni successione ammette una sotto-
successione convergente

e FEsidice compatto (per ricoprimenti) se da ogni ricoprimento aperto di F & possibile
estrarre un sotto-ricoprimento finito

Proposizione 1.8. Sia X metrico con E C X
E chiuso se e solo se ogni successione (x,) C E convergente a To, € X si ha o € F

Proposizione 1.9. Su R" vale la sequente equivalenza.
Un sottoinsieme di R™ ¢ compatto se e solo se é chiuso e limitato

Osservazione 4 (Controesempio alla proposizione precedente).

Sia X lo spazio delle funzioni continue su [0, 1] dotato della distanza infinita.
La palla chiusa unitaria B;(0) ¢ un chiuso limitato.

Consideriamo la successione in X

nr se € [0, %]
fa=<2—nz se me[%,%}
Ose =ze€ [%,4—00)

allora f,,(z) — 0 per ogni z ma d(f,,0) = 1 dunque f,, non ammette nessuna sotto-successione
convergente



1.4 Spazi completi e teorema delle contrazioni

Definizione 1.5. Una successione (x,,) si dice successione di Cauchy se
Ve>0 dn.eN d(zy,x,) <e Vn,m>n,
Osservazione 5. Ogni successione convergente é di Cauchy

Definizione 1.6. Uno spazio (X, d) si dice spazio completo se ogni successione di Cauchy
€ convergente

Proposizione 1.10. X spazio metrico completo , E C X chiuso. Allora E completo
Esempio 1.11.
e R, R" sono spazi completi

e Q non e completo.
Sia a,, il troncamento alla n-esima cifra decimale del numero V2.
Ora a,, ¢ una successione di Cauchy infatti d(a,,a,+1) < 107" ma non é convergente in

quanto a, — V2 ¢ Q
e Lo spazio delle funzioni continue su un intervallo con la distanza infinito é completo

e Lo spazio delle funzioni Riemann integrabili su un intervallo con la distanza LP non é
completo

Definizione 1.7 (Lipschitz e contrazione).
Siano (X, dx) e (Y,dy) spazi metrici.
f: X =Y sidice L-lipschitz se

Definizione 1.8. Una contrazione ¢ una funzione f: X — X L-lipschitz con L < 1

Lemma 1.12 (Teorema delle contrazioni). Sia X uno spazio metrico completo e sia f una sua
contrazione.

Allora f ammette uno ed un solo punto fisso .

Inoltre Vxg € X la successione definita dal metodo

Zo
Tpy1 = f(mn)
converge a T

Dimostrazione. Andiamo a dimostrare 'unicita.
Siay #7 € X con f(y) =y. Essendo f contrazione vale

d(f(@), f(y)) < L-d(x,y) < d(z,y)

dunque abbiamo d(z,y) < d(z,y) il che ¢ assurdo.
Mostriamo D'esistenza. Sia x, la successione definita per ricorrenza, andremo a mostrare che
¢ di Cauchy dunque ammette un limite e per continuita di f tale limite deve essere un punto



fisso.
Sia m > n > 0 allora

d(-rn; xm) S Ld (xnfla .fli'm,1) S T S L. d(ilfo, */Emfn)

inoltre

e

-1 k
d(.To,Ik) S d(IZ‘,ZEH_l) S ZLid<I’O,(L’1> < —Ld(xo,l’l)

1=0

I
=)

i
Mettendo insieme le due disuguaglianze otteniamo

m

d(xp, xm) < ﬁd(xo, x1)

Ora il termine a destra, per n — oo tende a 0 il che mostra che la successione ¢ di Cauchy []



1.5 Spazi di Banach

Definizione 1.9. Uno spazio di Banach ¢ uno spazio normato completo

Esempio 1.13. Gli spazi R™ con la norma p e quello delle funzioni continue con la norma
ifinito sono spazi di Banach

Definizione 1.10. Siano (X, ||-||y) e (Y,]|-||y) due spazi di Banach; essi si dicono isomorfi
se esiste una funzione

f: X—=Y
lineare e bigettiva tale per cui

1F @)y < Cllzllx

W < Cllylly
perognize XeycY

Esercizio 1.14. Verificare che lo spazio delle funzioni continue su un intervallo con la norma
infinito € uno spazio di Banach

Lemma 1.15. Sia L : (E,||-||gp) = (F,||'||p) una funzione lineare e continua tra spazi di
Banach

La funzione
ILI| = sup [|L(z)]p

|2l g <1

e una norma

Osservazione 6. Vale in particolare la seguente disuguaglianza
L@ < [IL]] ]|
Corollario 1.16. Lo spazio
L(E,F)={L: E — F lineare e continua, ||-||}

¢ uno spazio di Banach

Osservazione 7. Specializzando quanto abbiamo detto, se consideriamo A : R™ — R™ con
A € M(n,m,R) allora
A = max |Az|

|lz|<1

€ una norma.



1.6 Lemma di Baire

Lemma 1.17 (di Baire).
Sia X uno spazio metrico completo. Allora

(i) Un unione numerabile di chiusi con parte interna vuota ha parte interna vuota

(ii) Un’intersezione numerabile di aperti densi é denso

Dimostrazione. Osserviamo che le 2 formulazioni sono equivalenti tramite passaggio al comple-
mentare. Andiamo a dimostrare la seconda formulazione .

Dimostrazione. Siano (U,,) una successione di aperti densi.
Andiamo a mostrare che Vag € X e Vrg >0

(ﬂ Un> N B(xg,70) # 0

neN

il che mostra la tesi.
Andiamo a costruire la seguente successioni (xy, 7).
Dalla densita di U; e dal fatto che é aperto esistono xq,r; tali per cui

B(ml,rl) Q B(fl]o,?"o) N A1

Supponendo di aver definito (xg,r;) per k = 1,...,n, dalla densita di U,,; e dal fatto che ¢&
aperto esistono x, 1, r,41 tali per cui

B(ni1,7n11) € B(Tn, 1) N Ana

Possiamo inoltre porre ry, = 2%

La successione (z) ¢ una successione di Cauchy e per completezza converge a T, in particolare
per ogni n la successione sta definitivamente in B(x,,r,) da culi T € B(x,,r,).

In particolare z € B(z1,71) C B(xo,10) O
Corollario 1.18. R\Q non ¢ una F, ovvero non esiste una successsione di chiusi C,, tali per
cut

R\Q =[],

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che una tale successione esista, allora ogni C),, deve
avere parte interna vuota (segue in maniera ovvia dalla densita di Q in R) Allora avremmo

R=(Jc)u (U {q})

qeQ

dunque R sarebbe un chiuso a parte interna vuota. Il che ¢ assurdo

Corollario 1.19. Sia X uno spazio vettoriale di dimensione numerabile e ||-|| una norma su
X.
Allora (X, ||-]|) non é uno spazio completo.

Dimostrazione. Sia (vx) una base di X e poniamo per ogni n
X = (v1,...,0p)

ora X, é un chiuso con parte interna vuota.
Se per assurdo lo spazio fosse completo si avrebbe una contraddizione con il lemma di Baire,
in quanto X = |J X,, dovrebbe avere parte interna vuota.



2 Funzioni scalari

Definizione 2.1 (Notazione). Sia = € R" allora

n

o] = il

=1

ovvero la norma euclidea di z.
Se x; € R allora |z;| denota 1'usuale valore assoluto

Definizione 2.2. Sia A C R" un aperto e sia
f:A—=R

diremo che f ¢ una funzione scalare.
In questa sezione non specificheremo il dominio e il codominio di f supponendo sempre
f:A—Rcon ACR" un aperto

2.1 Continuita

Definizione 2.3 (Funzione continua).
Una funzione f si dice continua in z; se

lim f(z,) = f(zo)

n—o0
por ogni successione (z,,) C R™ convergente a

Osservazione 8. Sia 7y : [0,1] — A un cammino (dunque una funzione continua).
Se f & continua, é continua anche la sua restrizione lungo v (ovvero f o).
In particolare se f ¢ continua allora ¢ continua lungo tutte le rette, in altri termini

f continua =g:R—A g(t) = f(xo+tv) continua Vv € R"\ {0}

Attenzione: la condizione non é sufficiente infatti

0 se y # x?
h(z,y) =9 0sey=2=0
lsey=a?#0

¢ continua su tutte le rette passanti per 0.
Ma se restringiamo la funzione alla parabola y = 2 non ¢é continua.
Abbiamo una funzione continua su tutte le rette che non é continua

Proposizione 2.1.
f continua in xy < fory continua in 0 Vv : [0,1] = R" curva con v(0) = xg

Dei seguenti teoremi non daremo dimostrazione, la loro dimostrazione ¢ analoga a quella
presentata per n =1

Teorema 2.2 (di Weistrass). Una funzione reale, continua su un compatto ammette massimo
e minimo su tale compatto

Teorema 2.3 (dei valori intermedi). Una funzione continua su un dominio (chiusura di un
aperto) connesso e compatto assume tutti i valori compresi tra il massimo ed il minimo

10



2.2 Derivate parziali

Definizione 2.4. Sia xg € Aei € {1,...,n}.
La derivata parziale di f in z é il limite

lim flx +te;)
t—0 t

se tale limite esiste ed ¢ finito. (dove e; denota l'i-esimo vettore della base canonica di R™).
Tale derivata parziale si puo indicare con uno tra i seguenti simboli

af
8%‘1'

Definizione 2.5. Se in un punto x esistono tutte le n derivate parziale, si dice che la funzione
¢ derivabile in z. In tal caso il gradiente della funzione in x ¢ il vettore le cui componenti
sono le derivate parziali ovvero

o ()

. | eRr®
5 ()

il gradiente di f in x si denota con uno dei seguenti simboli

Vf(x) Df(x)

11



2.2.1 Derivate successive e teorema di Schwarz

Definizione 2.6. Supponiamo che la derivata i-esima sia derivabile allora le sue derivate

parziali,
o (0f
5 (52@) @

si chiamano derivate seconde della funzione x e si indica in uno dei seguenti modi

af
dx; Oz (@) Soia(2) Digf@)  Dai, ()
Tutte le derivate secondi di f si ottengono (se esistono) al variare di 7, € {1,...,n}.

Definizione 2.7. Se tutte le derivate seconde di f in x esistono, definiamo la matrice
hessiana come

of of of

Oz 0 dxy 0 Oz Oxp
réf:vl :véfmg xéfx

O xo 01 0 o Oxo T O xo Oy
of of af

O xyn Ox1 OxpOxy " OTn OxTn

e la denoteremo con uno dei seguenti simboli
D*f(z) Hy(x)

Definizione 2.8. Se esiste la matrice hessiana di f in z diremo che f ¢ derivabile 2 volte
inz

Diamo una condizione sufficienti affinché le derivate miste commutino (dunque affinché la
matrice hessiana sia simmetrica)

Teorema 2.4 (di Schwarz). Sia A C R™ un aperto e f : A — R una funzione derivabile 2
volte in A.
Siax € A

of of af

continue i r =

Ga:j (9:(:1 ‘ 8:6183:] 8:cj 8x,

af
8xi 8:cj

(z) = ()

Dimostrazione. Mostriamo prima il caso n = 2 (f funzione di 2 variabili (z,y)).
Sia (z9,v0) € A tale per cui le derivate f,, e f, . sono continue e (z,y) un generico punto di A

con x # T e Y # Yo
Consideriamo la funzioni

H(ZE) = f(x,y) - f(xvy())

allora applicando il teorema di Lagrange (H : R — R) otteniamo

H(x) — H(xzo) = H'(x1)(z — x0) = (fa(z1,9) — falz1,%0)) (x — z0)

dove x1 é compreso fra x e xg .

Applicando nuovamente Lagrange otteniamo

H(z) = H(wo) = fay(z1,91)(x = 20)(y = v0)

dove y; & compreso fra y e yg .

Similmente ponendo

G(y) = f(z,y) — f(z0, %)

12



otteniamo
G(y) — Gyo) = fya(@2,y2) (@ — x0)(y — %0)

dove x5 ¢ compreso tra x e xy mentre y, tra y e ¥y

Un semplice conto mostra che G(y) — G(yo) = H(x) — H(xg) e poiché = # xy e y # yo
otteniamo

fyx($2,92) = fx,y(xbyl)

Passando al limite per (z,y) — (xq,y0) e sfruttando la continuita delle derivate doppie in
(20, y0) si ha la tesi.

Nel caso in cui n > 2 basta considerare la stessa dimostrazione applicata alla funzione
g:R* >R 9(xi,xj) = flor, .o @iy X, Ty)
al variare di (x;, x;) e lasciando fissate le altre coordinate (come parametri)

Osservazione 9. Sia .

_ 5L se (z,y) e R2\ {0,0}
few) {0 se (z,y) = (0,0)

allora tale funzione é derivabile 2 volte in R? ma le derivate seconde miste non coincidono
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2.3 Differenziabilita

Definizione 2.9. Una funzione f si dice differenziabile in x € A se ¢ derivabile in z e vale

lim flx+h)— f(x)+ < Vf(x),h, >

hs0 1] =0

o equivalentemente
fx+h) = f(x)+ < Vf(x),h > +o(|h]) per h =0

Osservazione 10. Nella definizione h ¢ un vettore di R™ mentre < z,y > indica il prodotto
scalare standard di R™ ovvero

n T U1
<x,y>:inyZ- dove z = : ey =

i=1
Ln Yn

Definizione 2.10. Se f ¢ derivabile in z allora definiamo il differenziale della funzione f
in x ’applicazione lineare

df(z): R" =R df(x)[h] =< Vf(z),h >

Proposizione 2.5.
f differenziabile in x = f continua in x

Osservazione 11. La derivabilita non ¢ sufficiente per la continuita. Basta considerare

) e se (z,y) € R?\ {(0,0)}
fley) = {0 se (x,y) = (0,0)

allora tale funzione ¢ derivabile in (0,0) ma non ¢é continua.
Tale esempio mostra anche che una funzione derivabile, in generale, non é differenziabile

Il seguente teorema ci da una condizione sufficiente che lega la differenziabilita e la deriva-
bilita

Teorema 2.6 (del differenziale totale).
Sia A C R™ un aperto e sia [ : A — R derivabile su A.
Se le derivate parziali sono continue in un punto v € A allora f ¢ differenziabile

Dimostrazione. Consideriamo per semplicita il caso di n = 2 dunque consideriamo f funzione
delle variabili (z,y) e sia (xg,yo) il punto in cui le derivate parziali sono continue

f(xo+ h,yo + k) = f(@o,90) = [f(zo + h,yo + k) — f(0,y0 + k)] + [f(z0, 40 + k) — f (20, Y0)]
Applicando il teorema di Lagrange a G(x) = f(z,y0 + k) otteniamo
f(xo+h,yo + k) = f(w0,90 + k) = Gz + h) — G(x0) = hG'(21) = hfe(@1, 50 + F)

con x; fra xg e xg + h.
Similmente

f(xo,y0 + k) — f(0,y0) = kfy(x0,y1) con y1 fra yo e yo + k
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Dunque
f(@oth, yotk)—f(xo, y0)— < V f(20,%0), (Z) >= hfy(z1, yo+k)+k fy(zo, y1) =N fz(z0, yo) =k fy (20, yo) =

= h[fo(z1,90 + k) = fu(2o,y0)] + k [fy (20, 1) — fy(@o, v0)]
Dunque usando |z|, |y| < v/2? 4+ y? e il fatto che 1 — x¢ e y1 — yo per (h, k) — (0,0) si ha

f(xo+h,yo + k) — f(zo,90)— < Vf(x0,%0), (Z) >

¢ un O ((2? + y?)) dunque un o (\/5(32 + y2> O

Definizione 2.11. Una funzione f si dice di classe C* in A e si scrive f € C¥(A) se f ammette
derivate parziali fino all’ordine k e tali derivate parziali sono continue.

Proposizione 2.7 (Derivazione delle funzioni composte). Sianov: I - R" e f: A > R
dove I C R ¢ un intervallo con v(I) C A aperto di R™.

Sia t € I tale che v ¢ derivabile int e f ¢ differenziabile in ().

Alla F = f o~ é derivabile in t e ha derivata

F'(t) =<V f((1)),7'(t) >

Dimostrazione. Poiché f é differenziabile si h a

fOyt+h) = Fiy()+ < Vf(v(£), 7y + k) = ~(t) > +o(|y(t +h) —~(t)])

Ora il rapporto incrementale di

F(t+h) — F(t)
h

o(ly(t +h) = (1))l
h

1
=2 < SO+ )yt +h) =) >+
Ora per omogenita del prodotto scalare si ha

W) =)

%<f@@+h»m@+hy—ww>=<fWG+hm

Che per h — 0 tende a < f(v(1)),~/(t) >
Mentre
o(y(t+h) =)l _ . oly(E+h) =@ [y(E+h) —@)

li =1 . -0
ho h oo |y(t+ h) — (1) h

infatti ¢ il rapporto di un infinitesima per una limitata in quanto

It +h) = (@)

LT (o)

15



Definizione 2.12. Sia v € R™\ {0}. La derivata direzionale di f lungo v calcolata in z ¢

il limite
)~ f()
t—0 t

se tale limite esiste ed é finito.
Tale valore si denota con

df
%(1')

Proposizione 2.8. Una funzione differenziale in x ammette derivata direzionale in x lungo
ogni direzione, in particolarw

af

—(x) =< Vf(x),v>

o @) =< Vi)
Dimostrazione. La derivata direzionale ¢ la derivata della funzione g(t) = f(x + vt) calcolata
in 0; usando la formula di derivazione per funzioni composte, abbiamo la tesi O

Osservazione 12. L’esistenza di tutte le derivate direzionali, non garantisce la differenziabilita.

Counsideriamo ,
5 se (7,y 0,0
lag) = § o 3 (00) 7 (0.0)
0 se (z,y) = (0,0)

Allora si avra

of _JOsev| e e
a—((()?O)) - {v2

vy
v 2 se v If e1, es

f ammette derivate lungo ogni direzione in (0,0) ma non ¢é differenziabile infatti non vale la
formula della proposizione

Un utile conseguenza della proposizione ¢ la seguente:

Osservazione 13. Sia f differenziabile in z, il gradiente, se non nullo, indica la direzione di
massima pendenza.
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2.4 Gradiente nullo su un aperto connesso
Definizione 2.13. Un sottoinsieme A C R™ si dice connesso se
Ay, Ay aperti disgiunti  AjUA;=A = A; o Ayé vuoto
equivalentemente, A non si puo scrivere come unione di due aperti disgiunti non vuoti
Definizione 2.14. £ C R" ¢ connesso per archi se
r,ye E = 3y:]0,1] — E continua con y(0) =z evy(1) =y
Proposizione 2.9. Valgono le sequenti implicazionsi
e [ connesso per archi = FE connesso

e Se E ¢ aperto valgono entrambe le implicazioni.
In tal caso i cammini che connettono i punti si possono prendere C*° a tratti

Proposizione 2.10. Se una funzione f ammette gradiente nullo in tutti © punti di un aperto
connesso A allora f é costante in A

Dimostrazione. Poiché le derivate parziali sono nulle, sono continue dunque per il teorema del
differenziale totale, f ¢ differenziabile ovvvero continua.
Sia xg in A e consideriamo gli insiemi

Ai={zeA : f(z)=f(z)}
Ay={zeA : f(z)# f(zo)}

Ay & aperto in quanto controimmagine di un aperto tramite una funzione continua.
Mostriamo che As & aperto. Sia z € A, allora essendo A aperto esiste una palla B(z,r) C A.
Sia y € B(z,r) allora

g(t) = f(tz + (1 = t)y)

Ora per la formula di derivazione delle funzioni composte
g'(t) =<Vf(tz+(1-t)y),z—y>=0

Ora per un teorema di analisi 1 si ha ¢(t) costante dunque f(z) = f(y) ovvero y € A; .
Poiché A = A; N A; e tale unione é disgiunta Ay = () (infatti xy € A; dunque A; # 0) O
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2.5 Formule di Taylor

Definizione 2.15. Siano x,y € R" definiamo il segmento tra x e y come

Teorema 2.11 (di Lagrange).

Sia A un aperto di R" e f: A — R differenziabile.

Siano z,y € A tali che il segmento che li congiunge é contenuto in A allora esiste & € [x,y] per
cut valga la sequente formula

flx) = fly) =< Vf(§),z—y>

Dimostrazione. Sia

g:[0,1] =R  g(t)= f(tr + (1 —t)y)
poiché v(t) = tx + (1 — t)y & derivabile in [0,1] e f é differenziabile in [z, y] = ([0, 1]) per la
formula di derivazione delle funzioni composte, g & derivabile in [0, 1] e vale

gt) =< Df(v(t),7'(t) >=< Df(tz + (1 = t)y),z —y >

Poiche in [0, 1] la funzione g soddisfa le ipotesi del teorema di Lagrange 1-dimensionale, 3ty €
(0,1) con
9(1) = g(0) = ¢'(to)

dunque posto £ = tox + (1 — o)y si ha & €]z, y[ ed inoltre

flx) = fly) =< Vf(§),z—y>

Teorema 2.12 (Formula di Taylor con resto di Peano).
Sia A un aperto di R" e f: A — R di classe k — 1 in A.
Sia xg € A e f differenziabile k volte in xy allora

f(@) = Tu(w, 20, f) + 0 (|o = wol")
dove

k
Ti(w,z0, ) = 3 = DO f(w0) - o — o]

Dimostrazione. Applicando Taylor 1-dimensionale alla funzione g(t) = f(xo + t(z — z)) si
giunge alla tesi

Teorema 2.13 (Formula di Taylor con resto di Lagrange).
Sia A un aperto di R™ e f: A — R di classe k in A.
Sia g € A e f differenziabile (k + 1) volte in xq allora esiste € € [z, x¢] tale che

f(x) = Ti(z, 20, f) + D(k+1)<§) [z - fo]kJrl t€[0,1]

(k+1)!

18



2.6 Massimi e minimi
Definizione 2.16. Un punto zy € R" si dice punto di minimo locale per f se
Ir >0 f(x)> flxg) Ve Blxg,r)
Analogamente si definisce un punto di massimo locale
Vale la seguente condizione necessaria (detta condizione al primo ordine)

Lemma 2.14 (Principio di Fermat). In un punto di minimo/massimo locale, se il gradiente
esiste € nullo

Dimostrazione. Senza perdita di generalita supponiamo che z( sia un punto di minimo locale

per f.
Sia i € {1,...,n}, poiché xy & un punto di minimo la funzione

g:(t) = f(zo + te;)

ha un minimo in ¢ = 0 e in tale punto & derivabile. Per il principio di Fermat (1-dimensionale)

9:(0) = 0.
Osservando che g;(0) = f;(x) per arbitrarieta di i la tesi O

Definizione 2.17. Un punto critico di una funzione differenziale ¢ un punto in cui si annulla
il gradiente della funzione

Osservazione 14. La condizione espressa dal principio di Fermat é necessaria ma non sufficiente.
La funzione f(z,y) = ? — y* ha come punto critico (0, 0) infatti

g(z,0) >0 Ve >0

g(0,y) <0 Vy >0

dunque in ogni palla centrata in 0 g assume sia valori positivi che negativi poiché ¢((0,0)) =0
si osserva che (0,0) non pud essere né minimo né massimo locale

Definizione 2.18. Sia A € M(n,R) (cioé una matrice quadrata di taglia n x n a coefficienti
reali)
A si dice definita positiva e si denota con A > 0 se

vAv' >0 Yov e R"\ {0}
A si dice semi-definita positiva e si denota con A > 0 se
vAVt >0 VYo eR"
In modo analogo si definiscono le matrici definite e semi-definite negative

Osservazione 15. Ricordiamo le seguenti equivalenze.
Sia A € M(n,R) simmetrica. I seguenti fatti sono equivalenti

e A>0
e A ha autovalori non negativi

e Tutti i minori principali di A hanno determinante positivo (criterio di Sylvester)
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Proposizione 2.15. Sia [ differenziabile 2 volte in xq punto critico per f.
Allora

(i) D*f(xg) <0 =z massimo locale stretto

(ii) D*f(xo) >0 = o minimo locale stretto

(iii) o massimo locale = D?*f(x) <0

(i) xo massimo locale = D?*f(xy) >0

Dimostrazione. Mostriamo solamente (i) e (iii) le altre sono analoghe

(ii) . Sia

(i)

§ = maxvD?fo
v[=1

che esiste in quanto {v = |1|} & compatto.

Allora Vv # 0 vale
vD?fot = |u]? ﬁD2f
v

v

[l

<|wP6<0
dunque

f(&) = f(o)+(x—m0)- V2 f-(x—0) +0 (|2 — w0|*) < f(w0)+6 | — wo|*+0 (|2 — xo|*) < f(w0)
per |z — xo| abbastanza piccolo

Sia 2o un punto di massimo locale e supponiamo, per assurdo, che D?f(zq) > 0.
Allora esiste A > 0 autovalore e v autovettore relativo a A .
Dunque

f(xo 4+ tv) = flxo) + M?|v)* + 0o(t?) > f(xo) per t piccolo

Il che € assurdo essendo xy un punto di massimo

Definizione 2.19. Un punto critico, né di massimo né¢ di minimo locale ¢ detto punto di

sella

Corollario 2.16. Se V f(xq) ¢ nullo e D?f(xq) ¢ indefinita, xo ¢ un punto di sella
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3 Funzioni vettoriali

Definizione 3.1. Sia A C R" un aperto e sia
f: A—>R"

diremo che f é una funzione vettoriale.
Nel seguito, se f é una funzione vettoriale come sopra porremmo

(flv"'7.fm)

le sue componenti dove f; : A — R é una funzione scalare

Definizione 3.2. Sia f: A — R™ diremo che é derivabile in x se le sue componenti lo sono.
In tal caso il gradiente o Jacobiano di f in x é la matrice m x n delle derivate parziali

Ui(z) i(r) ... Ui(x) Vfi(z)

8L(y) 2L(z) ... 2f(z) V folz)
Df(x) = Jp(x) = _

On(y) Un(z) . Un@))  \gf ()

Definizione 3.3. Sia A C R™ un apertoe f: A — R™.
Si dice che f ¢ differenziabile in x € A se ¢ derivabile in z e vale

po F@ ) = fla) = Jy@)

B0 1| =0

o equivalentemente

flx+h)= f(x)+ Jp(x) - h+ o(|h|) per h — 0

Se f & differenziabile in z, definiamo il suo differenziale ¢ ’applicazione lineare
df(z) : R" — R™ df (z)[h] = J¢(x) - h

Osservazione 16. f: A — R™ é differenziabile in = se e sole se tutte le componenti di f sono
differenziabili in x.

Proposizione 3.1. Siano B CR* apertoeg: B—R*" e ADg(B) e f: A— R™.
Se f,qg sono funzioni di classe C' allora la funzione composta F' = fo g & di classe C* e

D(f o g)(xo) = D f(g(z0)) - Dg(o)
Dimostrazione. Dalla differenziabilita di g
9(x)—g(wo) = Dg(xo)-(x—z0)+0(|x — 20|) PeT = = 29 = g(2)—9(20) = O(|7 — 20]) PET T — 70
Dalla condizione di differenziabilita di f otteniamo

f) = f(yo) + Df(wo) - (y — yo)o(ly — yol)

ponendo y = g(x) e yo = g(xo) otteniamo la tesi in quanto o(O(z — x¢)) = o(x — x¢)
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4 Convessita

4.1 Insiemi convessi

Definizione 4.1. Sia V' un R-spazio vettoriale e C' C V.
C' si dice convesso se

Ve,ye C [zyyl={te+(1—-t)y : t€[0,1]} CC

cioe se due punti appartengono a C' allora anche tutti i punti del segmento che li congiunge vi
appartengono.
C' si dice strettamente convesso se

Ve,ye C reyy[={tz+(1—-t)y : t € (0,1)} C C°
Esempio 4.1. Sia V = R? allora
Cr=A{(z,y) e V[ [z + [y = 1}
e convesso ma non strettamente
Cy = {(m,y) eV +y* = 1}
¢ strettamente convesso, dunque anche convesso.
Osservazione 17. Osserviamo che C e (5 sono le palle di raggio 1 e centro 0 rispettivamente

indotte dalla norma oo e dalla norma 1

Definizione 4.2. Siano xq,...,2z; punti di R"” una loro combinazione convessa ¢ una scrit-
! 1

tura della forma Z Aix; sotto la condizione Z N=1

=1 i=1

Proposizione 4.2 (Caratterizzazioni equivalenti della convessita).
Sia V' un R-spazio vettoriale e C C V.
I sequenti fatti sono equivalenti

(i) C' convesso

(i) C ¢ chiuso per combinazioni convesse, cioé

l l
Vo, ..m €C YA, MER DY N=1 = Y \reC

Dimostrazione. (ii)= (i) infatti basta porre [ = 2.
(i)=(ii) per induzione su [ (numero di punti di cui calcoliamo la combinazione convessa).

e [ =1 ovvio
e [ = 2 ¢ la definizione di insieme convesso

e Supponiamo che la tesi valga per [ punti.

Siano xg,...,x; € C'e Ag, ..., A\ scalari somma uno.
!
Z)\{El—)\o$o+ 1—)\0 Z Z ‘:)\Qx0+<1_)\0>xl+1
=0 =1
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Ora per ipotesi induttiva si ha z;,, € C' infatti

! >\ 1 !
;1—&:1—%;&:1

quindi poiché la proprieta vale per [ = 2 si ha la tesi inquanto Aoz + (1 — Ag)x;51 € la
combinazione convessa di 2 punti di C

Ll
Osservazione 18. Valgono i seguenti risultati
e Intersezione (arbitraria) di convessi ¢ un convesso
e La somma di convessi ¢ convessa, dove A+ B ={a+b:ac Abe B}
e Sia L: V — W ¢ lineare e C C V convesso. L(C) é convesso

Definizione 4.3. Sia B C V, definiamo " inviluppo convesso di B come 'insieme convesso

co(B) = ﬂ C

BCC
C' convesso

ovvero l'intersezione di tutti i convessi contenenti B

Proposizione 4.3.
co(B) ={y €V : y ¢ combinazione convessa di punti di B}

Dimostrazione. SiaY = {y € V : y ¢ combinazione convessa di punti di B}.

Y ¢ banalmente convesso e contiene B dunque co(B) C Y.

Se C' é convesso e contiene B allora deve contenere tutti i punti y che si scrivono come combi-
nazione convessa di punti di B dunque. Y C C' per ogni C' convesso con B C (.

Abbiamo dunque provato che Y C co(B) O
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4.2 Funzioni convesse

Definizione 4.4. Sia V uno spazio vettoriale e E Q2 C V' un convesso.
f: € — Rsidice convessa se

Ve,yeQa#y  fite+(1—t)x) <tf(x)+ (1—1t)f(y) pert € [0,1]

f si dice strettamente convessa se

Ve,yeQa#y  flte+ (1 —t)x) <tf(x)+ (1 —1t)f(y) pert € (0,1)
Esercizio 4.4. Mostrare che vale la sequente caratterizzazione

f convessa <= epi(f)={(x,y) € QxR | y> f(x)} & convesso

Dimostrazione. Non data a lezione.
= Siano z; = (x1,y1), 20 = (22, y2) € epi(f) e sia t € [0, 1]

tzo+(1—t)zy € epi(f) & (to+(1—t)zy, tyr+(1—t)y) € epi(f) & ftoi+(1—t)zs) < tys+(1—1)ys
Dalla convessita di f si ha

fltry + (1 =t)zs) <tf(a) + (1= 1) f(2) <tyr + (1= 1)y

I
dove abbiamo usato che se (z,y) € epi(f) allora f(x) <y ed inoltre sappiamo ¢, (1 —¢) > 0.
<« Siano z,y € V allora (z, f ( ), (y, f(y)) € epi(f).Ora lepigrafo ¢ convesso dunque

)
vie[0,1]  (te+(1-)y tf(z)+(1-1)f(y) € epi(f) = [lz+(1-t)y) <tf(z)+(1-1)f(y)
per arbitrarieta di x,y la tesi.

Proposizione 4.5. Sia f: 2 — R"™ con Q aperto convesso
f convesso = f localmente limitata

cioe ogni punto ammette un intorno su cui f € limitata

Dimostrazione. SiaT € () allora essendo €2 aperto e le norme su R" topologicamente equivalenti
esiste 6 > 0
—{reR": |le -7, <6} =

={(x1, s mn) o =T+ A 2, — T <0} CQ

Ora i punti di Bs sono combinazione convessa dei punti T & de; dove e; ¢ il j-esimo vettore
della base canonica (osservazione successiva)

Di conseguenza posto M = max f(T + de;) otteniamo che f & superiormente limitata su Bj
Osservazione 19. A meno di traslazione e di scalare per un fattore ¢ , basta dimostrare che se
x € R™ con ||z||; =1 allora = & combinazione convessa dei vettori +e;.

Infatti da ||z||, = 1 abbiamo |z1| + - - + |z,| = 1 dunque

T Z 23] (sgn(xi)e;)

Osservazione 20. Nelle stesse ipotesi della proposizione possiamo dimostrare che la funzione ¢
continua in ogni punto di {2 essendo localmente lipschitz.
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4.3 Convessita e differenziabilita

Lemma 4.6. Sia Q C R un aperto e f : Q — R di classe C*.
I sequenti fatti sono equivalenti

(i) f & convessa

(ii) Vx,xo € Q vale
f(z) = fzo)+ < V[f(20),2 — 20 >

ovvero la funzione sta sopra al piano tangente

Dimostrazione. (i)=-(ii).
Se f & convessa allora

f(zo +t(x —x0)) < flao) +t(f(7) — f(20))

dunque

flzo +t(x —txo)) — f(®o) < f(x) — flxo)

Per ¢ — 0 il primo membro tende alla derivata di ¢(t) = f(zo + t(x — o)) dunque usando la
regola di derivazione delle funzioni composte

f(z) — f(xg) >< Vf(xg),x — 209 >

da cui la tesi.
()= (i) Sia 2(t) = tz + (1 — £}z dunque 2(0) = 2 © 2(1) = 2. Dalla condizione (ii) segue
fx) = flz(t)+ < V[f(z@),z—x(t) >
f(xo) = f(x(t))+ <V [f(xo), w0 — x(t) >
Facendo una combinazione convessa otteniamo
tf(x) + (1 =1)f(xo) = f(z)+ < Vf(2(t), t(z — () + (1 — t)(xo — x(t)) >= f(z)

infatti
tx—x(t)+ (1 —t)(zo—x(t) =0

Lemma 4.7. Sia Q C R"™ un aperto e f : Q — R di classe C?.
I sequenti fatti sono equivalenti

(i) [ é convessa
(i) La matrice hessiana é semi-definita positiva in ogni punto
Dimostrazione. (i)=-(ii) Dal lemma precedente
f(z) > f(zo)+ < V[f(20),2 — 20 >

quindi
¢(x) = f(z)= <V f(20), 2 — 20 >

ha un minimo globale per x = z; ed essendo di classe C? ne segue

H¢(.’E0) >0 = Hf(‘f()) >0
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infatti f e ¢ differiscono per un termine lineare affine.

(ii)=(i) Supponiamo D?f(xq) > 0 per ogni z €
Dal teorema di Taylor con resto di Lagrange

f(x) = f(zo)+ < Vf(x0), 7 — 30 > +%D2f(§)[$ — 20)” > flzo)+ < Vf(x0), @ — 39 >

dunque usando il lemma precedente abbiamo che f ¢ convessa O
Proposizione 4.8. Se la matrice hessiana & definita positiva allora f & strettamente convessa
Dimostrazione. Lasciata come ESERCIZIO

Osservazione 21. 1l viceversa, in generale, é falso

Sia f(z,y) = 2* + y* allora H;((0,0)) = (0

0 0) e f é strettamente convessa

Proposizione 4.9. Una funzione strettamente convessa, se assume minimo é unico

Dimostrazione. Lasciata come ESERCIZIO
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4.4 Convessita in spazi normati generici

Osservazione 22. L’osservazione 20 in generale non é vero per spazi di dimensione infinita.
Sia I = [—1,1] e prendiamo lo spazio delle funzioni f : I — R di classe C"* con la norma infinito

1flle = sup|7(2)

La funzione
¢: C'I,R) =R  g—4(0)

La funzione ¢ é lineare dunque convessa.
¢ non ¢ continua infatti g, () = £ sin(n’t) — 0 (in norma infinito) ma ¢(g,) = n # +oo

Proposizione 4.10. Siano (E,||||g),(F,||-||z) spazi vettoriali normati e L : E — F lineare
L continua < L limitata su Bg(0, 1)
Dimostrazione. = Se L non fosse limitata su Bg(0,1) allora esiste v, € Bg(0,1) tali che

sup || Lv, || = +00

n

) U
Allora si ha u,, = m — 0 in F infatti ||u,||z < IILvnIIF Ma || Lu, || =1
< Sia M tale che ||Ly||, < M per y € Bg(0,1).
Sia x,, — T in E allora
—7T) _ Ty — T _
L et R (A [ G| | BT IOV

abbiamo provato che L é continua in T

Osservazione 23. La proposizione puo essere rafforzata infatti per avere la continuita basta che
la funzione sia superiormente limitata (rileggere la dimostrazione)

Proposizione 4.11. Sia (E,||-||) uno spazio vettoriale normato Sia f : Q — R con Q aperto
coNvesso
f convessa localmente superiormente limitata = f continua

Dimostrazione. Poiché f & localmente superiormente limitata
VpeQ Ir,M >0 f(x)<Mper ||[z—p| <r

W.L.G posso supporre p =0 e f(p) = 0 (a meno di considerare f(@) = f(p+z) — f(p) infatti
la continuita di f in 0 implica quella di f in p).
Sia ||[v|| < r allora

U:(_Jﬂ)0+hﬂﬁi = f@hdﬂfcz>ékh4
r |l T |v] r

- () = =0 () Sl = o <u]

ol 14 1+”' ol) 14 r
dunque mettendo insieme le 2 disuguaglianze abbiamo
M
[f)] < —[v]
r
dunque f é continua in 0 O

27



Proposizione 4.12. Nelle ipotesi precedenti f € localmente lipschitz

Dimostrazione. Sia Py € () fisatto, allora essendo la funzione localmente superiormente limitata

sup f(z) < M
xEB(P())

M
Proviamo che f su B (PO, g) & —-lipschitz.
r

Sia P con ||P]| < g Ora se © € B(Py,r) allora ||z — P|| < L dunque dalla proposizione

\)

precedente
M

|z — P < = ‘f(x)_f(PlNSTHx_PlH

[\
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4.5 Proiezione su un convesso

Proposizione 4.13. Sia C C R" un chiuso convesso non vuoto e sia ug ¢ C'
. . . . 2
Allora esiste un unico punto v € C' che realizza min |z — |
re

Dimostrazione. Osserviamo da prima che tale minimo esiste. Sia ¢ € C' e poniamo R = |ug — ¢

: 2 : 2
inf |z — ug|” = inf |z — wl
zeC xz€CNB(uo,R)

Ora essendo C' N B(ug, R) un compatto, per Weistrass, esiste u; € C'N B(ug,r) che realizza il
minimo.

Mostriamo l'unicitd. Se per assurdo esistesse us € C' con uy # wuy tale che ||uy —u0||2 =
||ug — uo||* = 72 allora si avrebbbe

2
U + Ug 2
— Ug <r
2
. Ut ug . R . .
ma per convessita € C il che ¢ assurdo in quanto r* = min ||z — | O]
xe

Osservazione 24. La proposizione potrebbe non essere vera se non usassimo la norma 2.
Muniamo R? della norma 1

C={(z1,20) ER* |2y + 22 =1}

e sia ug = 0 allora
min ||z, =1
zeC

ma tale minimo non ¢ unico infatti ¢ raggiunto da (0,1) e (1,0)
Vista la proposizione possiamo dare la seguente definizione

Definizione 4.5. Sia C' C R"™ un convesso chiuso non vuoto allora definiamo la proiezione

sul convesso C la funzione
p: R"—=C

dove p(u) & I'unico elemento di C' che realizza miél |z — ul
re

Lemma 4.14. Sia C C R™ un chiuso convesso non vuoto e u € R*\ C' sia v € R"
plu)+velC = (u—pu) v<0

Dimostrazione. Sia t € [0,1] e considero la funzione
00,1 = R p(t) = [p(u) +tv — ul”

Allora,
o(t) = |p(u) — ul® + 2t(p(u) — u) - v + % o)’

Ora ¢(0) ¢ un punto di minimo quindi ¢’(0) > 0.
Ora vp/'(0) = 2(p(u) —u) - v O

Osservazione 25. La proprieta del lemma, cioe
(u—p)-w<0 YVweR" p+welC

caratterizza il punto p € C' di minima distanza.
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Proposizione 4.15. La proiezione sul convesso é continua. Anzi é 1-lipschitz

Dimostrazione. Dobbiamo provare che |p(u) — p(w)| < |u — w|.
Da Cauchy-Swartz

|u = w| p(u) = p(w)| = (u=w)- (p(u) —p(w)) = (u=p(u)+p(u) —p(w) +p(w) —w)- (p(u) —p(w))

= (u— p(u))(p(u) — p(w)) + |p(u) — p(w)|* + (p(w) — w)(p(u) — p(w)) = |p(u) — p(w)|’

dove abbiamo usato che
< (u—=p(u))(p(u) — p(w)), (p(w) — w)(p(u) — p(w)) >=0
per il lemma precedente ( notiamo che se u € C allora p(u) = u e similmente per w) O

Osservazione 26. La costruzione della proiezione su un convesso (con le medesime proprieta puo
essere ripetuta sostituendo R™ con un generico spazio di Hilbert (uno spazio vettoriale su cui
¢ definito un prodotto scalare definito positivo e che sia completo rispetto alla norma indotta
dal prodotto scalare)

Proposizione 4.16. Se il convesso C' sia uno spazio affine ovvero
AW C R" sottospazio vettoriale 3§ €R” C=4+W ={{+w : we W}

allora la proiezione p € la proiezione ortogonale
Dimostrazione. Sia u € R™ \ C' dunque p = p(u) € C ed essendo C' affine, Vw € W

ptwelC = (u—p)  -w<0

p—welC = (u—p) - (—w)<0 = (u—p)-w>0
dunque abbiamo (u — p) - w = 0 per ogni w € W
Esercizio 4.17. Se il convesso C' & un sottospazio affine allora
ptu+ (1 —t)v) =tp(u) + (1 —t)p(v) Vit

ovvero la proiezione manda rette in rette.
Inoltre se C' e uno spazio vettoriale, la proiezione é lineare
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4.6 Metodo dei minimi quadrati

Supponiamo di avere a disposizione n punti nel piano (z1,v1), - . ., (Zn, Yn), vogliamo trovare una
retta che “meglio” approssimi i punti nel piano, ovvero cerchiamo a, b in modo da minimizzare

n

E(a,b) = Z(awi +b—y;)?
i=1
Studiamo tale funzione

n

E
0 = Z 2z;(az; +b—y;)
i=1

%(G b
0F -
ab(a b) =Y 2(ax; +b—1y;)

=1

OFE =
8a8a(a’b) B szi

OF -
abab(“’b):2§1

OF OF
9005 = 5500w b = 225’7’

Dunque se poniamo = = (z1,...,2,) e u = (1,...,1) otteniamo

2
Hp(a,b) =2 (‘x’ o ?)

Osserviamo che 'hessiano non dipende dal punto (a,b) e la matrice ¢ definita positiva ( il
minore |u]2 > 0 e per Cauchy-Swartz il determinante é strettamente positivo avendo supposto

$Z7é$jS€Z7éj)

Troviamo 'unico punto critico

vpeo e [Py () (5= ()

dove abbiamo posto

dunque risolvendo il sistema otteniamo

__ mr—gs

an =
0 pm—q2
bo = pS—qr

pm—q?

Per Taylor, con resto di Lagrange abbiamo che questo € il minimo assoluto infatti
1 a— ap
E(a7b) :E((lo,bo)+§((l—a0,b—b0)HE(£,T/) b—bo Z E<a0ab0)
dove abbiamo usato che la matrice hessiana é costante e definita positiva
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5 Invertibilita e funzioni implicite

5.1 Inversione locale

Definizione 5.1. f: U — V si dice diffeomorfismo se ¢ di classe C* invertibile con inversa
di classe C!

Teorema 5.1 (Invertibilita locale).

Sia Q CR™ un aperto e f: Q — R"™ una funzione di classe C1(Q).

Supponiamo che il determinante del jacobiano sia non nullo in xy (ovvero D f(xg) ¢ invertibile)
Allora esistono un intorno aperto U di xo e un intorno aperto V' di f(xq) tale che

f|UIU—>V

¢ un diffeomorfismo.
Inoltre ponendo g = f=! per ogni y € J vale

Dg(y) = Df(f '(z))"

Dimostrazione. Sia A = D f(xq)™!.
Dalla tesi esiste una palla B(zy, p) dove Df ¢é invertibile.
Sia y € B(f(zo),r) allora definiamo

T,: Bzg,p) = R"  T(x) =z + (Df(ze)") - (y — f(x))

Mostriamo che T' & una contrazione (per alleggerire la notazione sottointendiamo la dipendenza
di y)

e T' ¢ L-lipschitz con L < 1
DT(x) = Id — (Df(x0) ") - D (2)

dunque DT ¢ continua essendo f di classe C*.
Dal fatto che DT'(xy) = 0 si ha per p sufficientemente piccolo

1DT ()] <

N | —

1
dunque abbiamo che T" é é—lispschitz
e T mappa B(xg, p) in se stesso.

T(2) 0] < [T(&) — Two)| + ITwo) — 70] < 51w~ ol + |4+ (g~ Fw)] < & +7 4]

dove l'ultima disuguaglianza deriva dal fatto che z € B(xq, p) e dall’osservazione 6
Prendendo
r <

= T(x) € B(xo, p)
2[]A]l
si ha |T'(x) — zo| < p.

Essendo T una contrazione ha un unico punto fisso

Tr)=z < y=/[f()
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Posso dunque definire g(y) = x dove = ¢ I'unico punto fisso di 7},
Pongo
V = B(f(z0),7) \ f (0B(x0,p)) U =g(V) < B(xo,p)

ottenendo
g:V->U g(f(x))=2 VereU

Resta da provare la continuita di g.
Per ogni (y,) successione convergente a y, poniamo z,, = g(y,) ¢ = = g(y).
La continuita di g equivale a provare che (x,,) ¢ convergente a x

% 2 —an| 2 |T(2) = T(xn)| = [en+ A (y = yn) — 2| 2 |2 — 20| =[A- (y = yn)| = |2 — 20]=[[All [y — vl
Riarraggiando i termini otteniamo

z — x| < 2|[A[l [y — ynl
dunque x,, — x

Verifichiamo ora che Dg(y) = Df(z)™! dove z = g(y).
Siano (yy), (x,),y, T come sopra.
Richiedere che Dg(y) = Df(z)~! ¢ equivalente a mostrare che

9(yn) —g(y) = Df(2)™" - (yn — )
|yn - y|

— 0 per n — +o0

Ora
gm) —9(y) = Df (@)™ (yn —y)  xn—2—Df(x)" - (flzn) — f(2))

Y — ] B Y0 — Y|

Ora poiche f differenziabile vale

f(xn) - f(x) = Df(:)j) : (wn — :E) + 0(|£En — £E|) per n — +00
dunque sostituendo otteniamo

tn =2 = DJ(a) - [Df (@) (1 =) + olltn —al)] law =] _ <o<ra:n - x\)),razn —

|z, — 1Y — Y 0 — x| ) |y — |

Ora da quanto mostrato in precedenza

r—an <2|Allly -] = o=l

limitata
’yn - y‘
Mentre
o|2n — ) infinitesima = Df(x)" olfz — 2l) infinitesima
|z, — x| |70 — |

Ricordando che il prodotto tra una successione infinitesima ed una limitata € 0 si ha la tesi.
Poiché D f(x) di classe continua, anche D f(z)™! lo ¢ e dunque g di classe C* H

Osservazione 27. Con le stesse ipotesi del teorema si prova che f € C* allora f~! € C*
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Osservazione 28. 11 teorema precedente ¢ un teorema locale; il fatto che D f(x) invertibile per
ogni = € () non garantisce I'invertibilita globale di f.
Ad esempio consideriamo 1’esponenziale complesso

frR2=RN\{(0,0)}  f((z.y)) = (¢ cosy, e siny)
Osserviamo che f non é invertibile infatti f(x,y) = f(x,y + 27) dunque non ¢ invertibile ma

_ [e"cosy —e"siny
Df((l’,y))— (emsiny —QICOSZ/)

ha determinante e® > 0 dunque ¢ sempre invertibile
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5.2 Funzioni implicite

Notazione 5.2. Queste notazioni me le sono inventate. Se non vi piacciono proponetemene di
migliori.

Sia 2 C R™ x R™, e sia 2y € W allora denoteremo tale punto come (X, Yy) dove
X0:<£L'1,...,l’n)€]Rn Yoz(yl,...,yn)ERm

In modo analogo, se f: W — R™ differenziabile porremmo

ofi 0fi 0 f1 0 f1 9 f1 0 f1

Ox1 O xo e Oxn 0Tpt1 (o 2 S 0Tntm

Ofs  Ofs 0 fo 0 fo 0 f2 0 fo

Ox1 Oxo T Oxn O0xpt1  OTpy2 =~ OZpt+m
Df =(Dxf Dyf)=

Ofm O fm Ofm | Ofm  Ofm _Ofm

dx1 Oz 7" Ozp | Oxpy1 Ompy2 7T OTpam

dove f=(f1,..-, fm)

Teorema 5.3 (delle funzioni implicite).
Sia Q CR™ x R™ e (X, Y) € Q.
Sia
f=0U1, i fm): Q—=R™

una funzione di classe C*.
Supponiamo ce Dy f(Xo,Yy) sia invertibile allora esiste un intorno U di Xog e g: U — R™ di
classe C* tale che

(X, 9(X)) = f(Xo,Yo) perx € U (1)

Dimostrazione. Sia .
f:Q—=>R"xR™

(X,Y) = (X, f(X,Y))
allora
< 1 0
Df = -
/ ( Dxf | Dyf )
poiche det D f = det Dy f otteniamo che D f (Xo, Yo) & invertibile, dunque, il teorema di inver-

sione locale garantisce I'esistenza locale di f~1.
Osserviamo che la funzione f~! deve essere della forma

f_l(Xay) = (ng(X7Y))

ovvero

f(X,9(X,Y)) =Y

dunque ponendo g(X) = (X, f(Xo, Yo)). i )
Il fatto che g ¢ di clase C* discenda dal fatto che f lo ¢ e dunque anche f~!

Corollario 5.4. g e f sono legati dalla sequente formula

Dg(X) == (DYf(X7Y))71 DXf(Xv Y)
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Dimostrazione. Sia
h: R" - R" x R™

X — (X, 9(X))
Osserviamo che h = (hy,...,hy, ... hpyt, .oy By) dove
hi(X)=x;peri=1,...,n

hn—i—l(X) :gZ(X) per L= 17"'7m

inoltre essendo ¢ differenziabile anche A lo ¢ e vale

on() = (g7

Poiche (foh)(X) = f(X,9(X)) = f(Xo, Yy) derivando otteniamo
Df(X,9(X))Dg(X) =0
da cui

(Dxf Dyf) (ﬁ) 0

da cui la tesi

Osservazione 29. Sia f: 0 — R™ di classe C* dove Q) C R*™™,
Il teorema dice che posso rappresentare 'insieme di livello

LAX,)Y)eQ: f(X,Y)=c}

come grafico di una funzione C*. in tutti i punti (X,Y) € L. con 7k(Dy f(X,Y)) = m come
grafico di g.
Tali punti si chiamano punti regolari di f = ¢

Nel caso n = m = 1 il teorema delle funzioni implicite prende il nome di
Teorema 5.5 (del Dini).
Sia
flz,y): R =R
una funzione di classe C'.

Sia (xg,y0) € R? con
of

f(zo,0) =0 e a—y(l'o;yo)?éo

Allora linsieme di livello
{(z,y) eR® : f(x,y) =0} =Ty g(zr) R—R

di classe C!
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5.3 Sottovarieta differenziabili

Definizione 5.2. M C R” ¢ una sottovarieta di dimensione m < n e di classe C* se per
ogni punto x € M

e esiste U C R” intorno aperto di xzg

e esiste
v: B0,r) > U

diffeomorfismo di classe C* tale che

o (R™ x {0}) N B(0,r) = M NU

Definizione 5.3. Le (n — 1) sottovarieta si chiamano ipersuperfici

Definizione 5.4. Sia M C R™ una k-varieta differenziabile e sia ¢ : B(0,7) — U garantita dal
teorema.

Lo spazio vettoriale generato dalle prime k colonne di D¢(0) prende il nome di spazio tangente
a M in xg e si indica con T, M < R"

Osservazione 30. Sia g : R™ — R™ di classe C'" allora il suo grafico Iy C R""™¢& una sottovarieta
di dimensione n.
Sia
p: R"xR"™ - R" xR™
(X,Y) = (X, 9(X) +Y)
allora tale funzione é localmente un diffeomorfismo infatti Dp = ( ll)rjq [O )
Inoltre lo spazio tangente a I'; in (X, Yp) € il sottospazio vettoriale

T(XO,YO)FQ = {(Ua Dg(XO) : U) U E Rn} < R

Proposizione 5.6. Sia f: R"™™™ — R™ con Dy (Xy,Yy) invertibile. Allora
M ={(X,Y) : f(X,Y) = f(Xo,Y0)}
¢ una n-sottovarieta differenziabile

Dimostrazione. Dal teorema delle funzioni implicite M =T’y con g : R" — R™ di classe C".
Dunque possiamo concludere sfruttando 1’osservazione precedente

Osservazione 31. Osserviamo inoltre che I'm(D f(Xo, Yy)) = (T(X(LYO)M)L infatti

(DXf‘DYf)(ﬁ> =(Dxf+Dyf-Dg)-v=0

infatti segue dal corollario 5.4.
Il sottospazio perpendicolare allo spazio tangente (alla varieta M in zo ) prende il nome di
spazio normale alla varieta M in z,
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5.4 Moltiplicatori di Lagrange

Teorema 5.7 (dei moltiplicatori di Lagrange).

Sia A C R™ un aperto e f: A — R una funzione di classe C1.

Sia g=(g1,--9m): A— R™ di classe C* e sia M ={z € A : g(x) = 0}.
Se xo ¢ un punto di massimo,/minimo locale per fizr allora i vettori

V f(z0), Vgi(zo) - .., Vgm(xo)
sono linearmente dipendenti, ovvero esistono Ao, A1 ..., A\, tali che
i=1
Dimostrazione. Supponiamo che xq sia un punto di minimo locale per fjy;, ovvero
f(zo) < f(x) per x € B(zg,7) N M

Fissato £ € N definiamo
hi(x) = f(2) + |z — 20> + kY gi(x)’
i=1

Per Weirstrass hj, ammette un minimo su B(zg, ), sia xj tale minimo.
A meno di estrarre sotto-successioni convergenti, assumo

Tp = Too h(zg) > c€R

infatti la successione h(xy) & limitata ( infatti essendo xy, il minimo hg(zx) < hi(zo) = f(20)) -
Andiamo a mostrare che x,, = xg.
Dalla definizione di h; otteniamo

k?zgz‘(fﬂk)? = hy(xp) —|op — zol*— flze) = Zgi(xk)Q = % (i) = Jax — xol” — f(an)]

Ora per kK — 400 si ha
Zgi(a:k)Q — 0
i=1

dunque ¢;(z) = 0 per ogni i e quindi z,, € M
Dalla definizione di h; otteniamo

Flaw) + loe — @) < hi(aw) < hilwo) = f(x0) < f(2s)

infatti per < usiamo che xy ¢ il minimo di A su B(xo, ) mentre per < usiamo che xy ¢ minimo

di f su B(xg,r) N M ez € M.
Passando al limite otteniamo

f(2o0) + Too — 20|l < f(2o) =  Too =10

Per il principio di Fermat

0= th(l‘k) = Vf(![()) + 2 |ZEk — ZL‘0| + Qngl(xk)ng(xk)

=1
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Scriviamo f = go e poniamo

1set=0
i ke = . .
2kg;(xy) altrimenti
ottenendo

Z M, k:VQZ xk ( T — 350)

Normalizzando 1 coeflicienti L
ik

i = —F———
m 9
Zi:O i ke

possiamo scrivere
m

=0

infatti x5 — 29 — 0
m

Osservazione 32. Abbiamo dovuto normalizzare i coefficienti infatti Z ,uik potrebbe tendere
i=0

a +00 mentre normalizzando

fiix — p;  dove () :h Z ulk
=1

Osservazione 33. Consideriamo lo stesso setting del teorema.
Se Dg(xp) ha rango massimo ovvero {Vg;(zo)},_ sono linearmente indipendenti, posso
scrivere

1,...,n

= Z )\ivfi(ffo)
i=1

dove \; € R prendono il nome di moltiplicatori di Lagrange.
Sotto queste ipotesi M & regolare “vicino” a g e vale V f (o) € (Ty, M) "

Definizione 5.5. Il sistema di n 4+ m equazioni (I'ultima sono n equazioni essendo il gradiente

un vettore di R™) in n 4+ m incognite (z, A1, ..., Ap)
g1(x) =0
gm(z) =0

V(x) =325 AiVgi(wo)

Esercizio 5.8. Sia V = M(n,n,R) e ¢(A) = det A.
Trovare massimi e minimi di ¢ sul vincolo

= {A : Za?j :n}
.3
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Dimostrazione. Osserviamo che il vincolo ¢ un insieme compatto, in particolare ¢ un’ipersuper-
. N . 2

ficie ( ¢ omeomorfo ad una palla in R™").

Il vincolo puo essere riformulato osservando che

tr(ATA) = Z az;
ij

inoltre se g(A) = tr(AT A) sappiamo che
de(A)[H] = det Atr(A ' H)

(possiamo assumere A invertiile, infatti né il massimo né il minimo vengono raggiunto se det A =
0 (infatti 7 € ¥ e ¢(A) = 1 > 0. Se onsideriamo la matrice C' che si ottiene dall’identita
permutando le prime 2 colonne abiamo C' € ¥ e det C' = —1 < 0).

Inoltre
dg(A)[H] = tT(ATH + HTA)

Applicando il metodo dei moltiplicatori di Lagrange, se A € stazionario per ¢ con vincolo
{g = n} esiste A € R tale che (A, \) & soluzione di

dgp(A) = Adg(A)
g(A)=n

Ora il primo sistema ¢ un uguaglianza tra funzionali dunque il sistema equivale a

{ do(A)[H] = \dg(A)[H] VHeV {detA — tr(A"H) = Mr(ATH + HTA) VH eV
g(A)=n tr(ATA) =n

Ponendo H = A la prima equazione diventa

_detA
2

det An = 2Mtr(ATA)==2\n < )\

dove = deriva utilizzando la seconda equazione.
Dunque la prima equazione diventa

2r(AH)+tr(ATH+HTA) <«  2tr(K) = tr(ATAK+KTATA) VK eV o tr(I—ATA)K) =0

infatti le condizioni VH € V e H = AK VK € V sono equivalenti.

Notiamo che la funzione
(A,B) = tr(A'B)
¢ un prodotto scalare definito positivo, dunque < I — ATA, K >= 0 per ogni K € V allora
I — ATA =0 ovvero A= AT,
Dunque se A risolve il sistema dei moltiplicatori di Lagrange deve essere una matrice ortogonale

infatti se A ortogonale g(ATA) = n. Il massimo ¢ raggiunto in 1 e il minimo in —1(se A &
ortogonale det A = +1)
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6 Successioni di funzioni

Definizione 6.1. Sia X un insieme e (E, ||-|| ;) uno spazio di Banach.
Sia (f)n una successione di funzioni f, : X — E.
Diremo che

e f, — [ puntualmente se
VeeX Ve>0 dn ||fulz)—f@)|lp<e VYn>n

in altre pare se per ogni € X si ha lim f,(z) = f(z)

n—-+00

e f, — f uniformemente se

Ve>0 dn ||fu(z)— f(2)|lp<e Vn>m VeelX

Osservazione 34. Nella definizione di convergenza puntuale 7 dipende sia da x che da € mentre
in quella uniforme dipende solo da . In particolare la convergenza uniforme implica quella
puntuale.

Il viceversa, in generale, é falso.

Sia
fulz) = (nx)e_‘”w‘
allora liril fn(z) = 0 dunque f,, — f puntualmente.
n——+0oo

Osserviamo che tale convergenza non ¢ uniforme infatti max f,,(z) = max fi(z) = ¢ > 0 che
z€R z€R

non dipende da n.
Dunque se € < ¢ allora si ha

()] > €

dunque f, 4 0 uniformemente

Definizione 6.2. Sia X un insieme e (E, ||-||;) uno spazio di Banach, poniamo
B(X,E)={f: X = & : f limitata}

e su tale spazio consideriamo la norma uniforme definita da

/1l = sup | f(2)|
zeX

Osservazione 35.
fn — [ uniformemente & ||f, — fl| n7reo

Proposizione 6.1. La norma uniforme é una norma

Dimostrazione. Osserviamo che ¢ una funzione a valori in R infatti essendo le funzioni limitate
I’estremo superiore € finito

(i) Poiche ||f||., € un estremo superiore di quantitd non negative ¢ chiaramente maggiore o
uguale a 0, inoltre un estremo superiore di numeri ¢ 0 se e solo se tutti i numeri sono zero
da cui ||f]|,, = 0 se e solo se f(x) = 0 per ogni z, cioé f =0

(i) Poiche ||-[|; ¢ unanorma [[Af(z)[| = [[Allg [|f(2)]] z da cui segue che [|Af], = [[Allg [ Fl
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(iii) Osserviamo che

1) + g@)Il < [If (@)llg + 9@ < Il + ol

Poiché tale disuguaglianza vale per ogni x € X passando all’estremo superiore otteniamo

1F + lloc = sup[f(z) + 9(2)lc < [Iflloc + llglloc

Proposizione 6.2. Lo spazio (B(X, E),||-||,,) & uno spazio di Banach

Dimostrazione. Avendo mostrato che ||-||_ ¢ una norma su B(X, F) resta da provare che le
successioni di Cauchy per tale norma sono convergenti.
Per non appesantire la notazione useremo il simbolo |-| per intendere ||-||.

Sia (fy)n una successione di Cauchy per ||-||_, dunque
Ve>0 dneN ||f,—fll,<e Vnm>n (2)
Ora da 2 segue cche
VeeX Vnmzn  |fu(z) = fu(2)] < o= full <€

ovvero da 2 si ha che per ogni € X la successione (f,(x)), € di Cauchy in (E, |-|), tale spazio
é di Banach dunque
Vee X 3dlf(x)e B lim f,(z) = f(2)

n—-+o0o

Ovvero f, — f puntualmente. Mostriamo che tale convergenza é anche uniforme.
Fissato € > 0 scelgo n come in 2 dunque

Vee X |fu(z)— fu(x)|<e Yn,m>n
Ora mandando m — 400 per la continuita della norma si ha
VeeX |[fulr) - flz)|<e
e passando all’estremo superiore in x € X ottengo che

fo = flls <€

dunque abbiamo che f, — f uniformemente O

Proposizione 6.3. Sia (X,d) uno spazio metrico, vog € X e (E,|-|) uno spazio di Banach.
Siano (fn)n una successione di funzioni f, : X — E continue in x.
Se f, — [ uniformemente allora f é continua in xg

Dimostrazione. Fissato € > 0 scelgo n tale che

Wl M

questo ¢ possibile in quanto ||f, — f||., — 0.
Allora

[f(2) = flzo)| = [f(2) = falz) + falx) = falzo) + fa(z0) — f(20)] <
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< |f(@) = Fala)| + ale) = falao)| + | falwo) = fao)] < 5+ |fule) = falao) | + 5

Poiché f; € continua in x( esiste 0 > 0 tale che
Ve € X dlx,m) <8 = |falw) = falzo)| < %
Dunque ottengo
Ve>0 30>0 d(z,x) <6 = |f(x)— f(zo)| <e

che ¢ la definizione di f ¢ continua in xg

Corollario 6.4. Sia (f,), una successione di funzioni continue in xo con f, — f puntualmente.
Se f non é continua in xqg allora la convergenza non é uniforme

Corollario 6.5.
BC(X,E)={f € B(X,E) : f continua}

¢ un sottospazio chiuso di B(X, E); in particolare é uno spazio di Banach
Osservazione 36. Se (X, d) ¢ compatto allora C'(X, E) C B(X, E) ¢ un sottospazio chiuso
Esercizio 6.6.

CO(Rl,R)z{feC(Rl,R); lim f(z) = }

|z|—+o0

¢ un sottospazio chiuso di BC(R',R) In particolare (Co(R',R), ||-||..) ¢ uno spazio di Banach
Proposizione 6.7. Sia f, € ([a,b],R) una succcessione di funzioni tali che f, — [ uniforme-
mente. Allora , ,

/ fo(x)dr — / f(z)dz
Dimostrazione.

/abfn(x)dx%/abf(x)dx o /fn ) dr 50 o

Fissato ¢ > 0 sia 7 tale che ||f, — f||., < 3% per ogni n > 7 allora

— 0

[ )5t

(o) = 10| < [ 100 = 0 e < 5 -y =
Osservazione 37. Se f,, : [a,b] — R™ allora f,, = <f,(Ll) fT(Lm)> allora

/ab fn(l')dl‘:<f; i@ dr .. [P () dx)

la proposizione vale anche se f € C([a, b], R™) con analoga dimostrazione

Proposizione 6.8. Sia §) un aperto convesso e limitato di R'.
Sia (fu)n € CHQ,R) tale che

e Jdzg € Q con fn(xo) = yo in un punto
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e JF € C(,RY) tale che V f,, — F uniformemente
Allora 3f € CY(Q,R!) tale che f, — f uniformemente e Vf = F

Dimostrazione. Sia A = diam(Q) allora |x¢ — x| < A per ogni z € Q.
Osserviamo che

tmmzn@waévnum¢@~w»u—mmt

infatti posta ¢, (t) = f, (xo + t(x — x0)) si ha ¢, (t) = Vf, (xg + t(x — x20)) - (x — x9) dunque
per il teorema fondamentale del calcolo integrale (in una variabile)

1
enl) = pal0) + [ ntya
0
Se n — 400 alloraf,(xy) — y ed inoltre
1 1
/ V fo (o + t(z — x0)) - (x — o) dt — / F(zo+t(x — o) - (x — xo) dt
0 0
infatti poiché V f,, — F uniformemente allora
[(Vfu (20 + 8z — 20)) — Flao + t(x — 30)) - (2 — 20)| < [V = Fll 2 — 20| <[V fu = Fll o A
dunque i due integrandi convergono uniformente pertanto
1
faw) > $@) =+ | Plaot to— a0)) - o~ ao)
0

e tale convergenza ¢ uniforme su {2 infatti

(@) = f(@)] < [fn(20) = yol + /0 (Vo (w0 + Uz = 20)) = F(wo + t(z — 20)) - (¥ — w0) dt] <

< | fu(@o) = yol +|IVf = Fllo - A =0

e la stima ¢ indipendente da x Osserviamo che il punto xy non ha nulla di particolare, se x; € €2
allora

ful@) = F@) = f(z) + / Flay + t(x —21)) - (2 — 21) dt

Per mostrare che f ¢ differenziabile e V f = F' basta dimostrare che

w(z) = f(z) = f(r1) = F(x1) - (x — 21) = o(|x — 21])

() = /O Flayt(a—21))- (z—21) dt— F 1) (r—11) = [ /0 (F(z1 4tz — 21)) — F(a1)) dt| (z—21)

Dunque
1
lw(z)] < (/ |F(xy +t(x — x1)) — F(x1)| dt) |x —
0
Poiché F' continua in z;

Ve>0 30>0 |u—m|<d = |F(u)—Fx)|<e
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Posto u; = x1 + t(z — 21) allora per t € [0, 1]
lug — x| =tz —ay| <td <4
dunque X
/0 |F(x1 +t(x —x1)) — F(zy)| dt < e

da cui w(z) = o(|z — x1]) O

Osservazione 38. Se non assumiamo {2 limitato, la convergenza uniforma € garantita su tutti i
limitati contenuti in €2

Proposizione 6.9. Sia ) aperto.

Supponiamo f, — f puntualmente e V f,, — F uniformemente.
Allora f € C* eVf=F

Dimostrazione. Dato x; € Q, scelgo r > 0 tale che B(xq,r) C €2 (esiste poiché €2 aperto).
Posso applicare il teorema precedente a flm ottenendo che ¢ di classe C! e nella palla
Vf(x) = F(z).

Poiché le proprieta sono locali, ho la tesi O

Proposizione 6.10. Sia Q C R? un aperto limitato, se f € C'(Q,R) poniamo

1 Fller = 1 lloe + 11Vl

Lo spazio (C*(Q,R),||||c1) € uno spazio di Banach

Dimostrazione.
: » di Cauchy per ||
fn di Cauchy per ||-|| éfn , v per |l
5o di Cauchy per [[-[|
dunque B
af € C(Q2) f, — f uniformemente
JF; € C(Q) gf" — F; uniformemente
T

Abbiamo dunque Vf,, — F uniformemente. Per il risultato precedente f € C'(R) e Vf = F
dunque ||f, — fll., = 0e ||V fy = Vf]|, — 0 da cui la tesi
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7 Serie di funzioni

Definizione 7.1. Sia (£, ||-||) uno spazio di Banach e sia (uz(x)),cy con u, : X — E.
La somma parziale delle funzioni é la funzione

sp(T) = Z ug(T).

La serie delle funzioni é la funzione
“+o0
k=0

Diciamo che la serie converge
e puntualmente su X se esiste s : X — E tale che s,(x) — s(x) puntualmente
e uniformemente su X se esiste s : S — E tale che s,, — s uniformemente.
e totalmente se esistono (Mj), .y C Ry tali che

— Huk||oo < Mk Vk e N

o
— ZMk < +00
k=0

Corollario 7.1. Supponiamo che uy, : [a,b] — R"™ continue e che > uy, converga uniformemente
allora

Ora s, — Y _ uy uniformemente dunque
b b +oo
/ Sp(x) de—>s Zuk(:c) dx
a
Mentre dalla definizione di serie

n b b
Z/ ug(z) dx e Z/ u(x) dx
k=0 "¢ k=0 "¢

Si conclude per unicita del limite O
Proposizione 7.2.

convergenza totale = convergenza uniforme
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Dimostrazione. Mostriamo che s, ¢ di Cauchy.
Fissato e, poiché > M}, < oo, esiste ng tale che

+o0o
ZMk <€
k=ng
Ora preso m > [ > ng si ha
m m m o
(@) —s1@) < | 3 w@)| < 3wl < S Me< S My <e
k=l+1 k=l+1 k=l+1 k=n

Le somme parziali sono di Cauchy per la norma infinita e dunque convergono uniformemente []

Osservazione 39. 11 viceversa ¢ falso, prendiamo ad esempio u,(z) = (—1)*1 che converge
uniformemente ma non totalmente (la serie armonica diverge, dunque non si pud maggiorare
con una serie convergente)
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7.1 Serie di potenze

Definizione 7.2. Sia {cj }ren successione a valori complessi e z, zg € C. La serie di potenze
di centro zy associata a {cg}ren € la funzione

+o00
F(z) = ch(z — z)F
k=0
+oo
Teorema 7.3. 3R € [0,+00] tale che la serie Z cr(z — 20)*:
k=0

(i) non converge se |z — zp| > R
(ii) converge assolutamente se |z — zo| < R

Inoltre

1
R = —doveL = lim sup|cn\%
L n—-+oo

Dimostrazione. OMESSA.

Osservazione 40. Sul bordo del disco di raggio R a priori non si puo dire nulla invece circa la
convergenza della serie, difatti vi sono casi in cui in dei punti del bordo converge, mentre in
altri diverge.

Osservazione 41. Ricordiamo la definizioni e le proprieta del limite superiore

lim sup a,, := inf supa,, (= lim S, se sup ax = 3,)
n—+o0 neN p>n n—+00 k>n

e lim a,=L=limsupa, =1L
n—r+00 n—+oo

e lim a,=L>0= limsupa,b, =L -lim sup b,

n—+0o0 n—+o00 n—s+00

e [, =lim sup a, <

n—-+00

Vi>L a, <!l definitivamente
Vi< L a,>1 {frequentemente

Teorema 7.4. Se R ¢ il raggio di convergenza della serie F'(z — zy) e se 0 < r < R allora la
serie converge totalmente (e quindi anche uniformemente) su

B(zg, 1) ={2€C : |z — 2| <r}

Dimostrazione. Senza perdita di generalita, fisso zo = 0.
Fisso r tale che 0 < r < % e scelgo [ tale che L < [ < %, allora, per la proprieta 3,

dng € N tale che |cn\% <l Vn>mny.
Se |z| < ren > ny, allora

ez = (Jeal#]21) " < ()" — 0

n—-+00

dove il limite finale ¢ dato dal fatto che, essendo [ < %, allora Ir < 1.
Dunque abbiamo dimostrato che la serie converge totalmente.
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Corollario 7.5. Se R ¢ il raggio di convergenza della serie F(z—z2), allora F(z), con |z—z| <
R, ¢ una funzione continua su Br(2).

Dimostrazione. Fisso z; € Br(zy) (aperta). Scelgo r tale che |z1] < r < R. Questo fa si che

B,(zp) ¢ un intorno di z;.
n

Sp = E ¢ una successione di funzioni continue che converge uniformemente su B,(zy) per il

k=0
teorema 2=—> il limite & continuo in z;.

Lemma 7.6. VI € N [e serie

“+oo +0o0
E e e E cp2”
k=0 k=0

hanno lo stesso raggio di convergenza.

Dimostrazione.

lim sup(n‘|c,|)

n—-+oo

S FRVAt : 1
n = lim sup(n=)‘|c,|» = 1 - lim sup|c,|»
n—-+0oo n—-+0oo

O

dove 'ultimo passaggio segue dalla proprieta 2 e da lim (n%)l = 1. Quindi concludiamo che

non dipende da /.

n—-+o0o

Lemma 7.7. Siano 2,z € C, |z| <, |2| <1, allora

]zk — zg — k:zg’l(z —29)] <

k(k —

1) ks 2
5T |z — 2o]°.

Dimostrazione. Useremo ripetutamente 1'identita

Infatti:

k k

(@™t =" = (a —b)(a" +a" b+ ...+ ab™t +b").

— k27 (2 — )|

IN

k—1 ' k—1
I b 2 — 2 =
j=0 j=0
kil r . .
S = A77| e -zl =
j=0
k=1 T /j—1
o . (%)
S [(S ) 1w
j=0 L \i=0
k-1 T /51
S|(Sr) oo -
j=0 L \i=0
k—1

(G e =l =

o

k-1
A\ e k(k—1) ,_
Z]) rk 1|z—zo|2:—( )rk 2|z — 22

, 2
J

<

(*) segue dal fatto che |272] "] < r/!, siccome per ipotesi |z| <7, |zo| < 7.
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+oo
Definizione 7.3. Sia {cj}ren a valori complessi e z € C, F(z) = Z cra”.

k=0
Definisco la sua serie derivata come

Lemma 7.8. Se R ¢ il raggio di convergenza di F(z) = F'(2) ha lo stesso raggio di conver-
genza e ¥|zo| < R fissato, vale lo sviluppo

F(2) = F(z0) + F'(20) - (2 — 20) + 0|z — z0|) per z — z.

Dimostrazione. 11 raggio di convergenza della serie Z;::l’ kcpz~1 ¢ lo stesso di Z;;X{ keyz*

perché differiscono solo per moltiplicazione per un z, e z,‘;’({ kcip2* ha lo stesso raggio di con-
: +00 k _

vergenza di ), 7 ¢2" = F(2).

Verifichiamo ora lo sviluppo. Vogliamo che

w(z) = F(2) = F(z0) + F'(20) - (z = 20) = 0[]z = l)

Notiamo che
+oo +o0o +o0
F(2) — F(z20) + F'(20) - (2 — 20) = chzk — Z Cran — (Z kckz{fl) (z — 20)
k=2 k=2 k=2

dove si parte da k = 2, poiché per £ =0 e k =11 termini si elidono. Dunque

+o00
w(z) = Z Ch [zk A e 20)]
=2

Fisso r tale che |29| < r < R, z0 € B(0,r) C B(0, R).

Da qui in poi fino alla fine della dimostrazione |z| < r.

w(z) ¢ definito da una serie totalmente convergente su B(0,7), infatti dal lemma precedente
sappiamo che

k(k—1
e [2F — 2§ — kerzb T (2 — 20)] < e - %T’“_ﬂz — 22

Posso tralasciare |z — z|? poiché ¢ costante, siccome le abbiamo fissate.
+00
k(k=1) 5o

Guardo dunque alla convergenza di Z |lcx] - — 7
k=2
+oo
Essa ¢ dominata da Z k?|c|r*2, che ha lo stesso raggio di convergenza di > k2|ci|r* e tutte
convergono poiché r k<2R.
Dunque

w(z)] = (Z el - @) 2 = 20> = O(|z = 202) = o(] — )

- k(k—1)
poiché <Z lex| - Trk_2> e convergente e costante rispetto a z. ]
k=2

20



Definizione 7.4. () C C aperto, F': Q) — C, F' ¢ derivabile in senso complesso su () (e si
dice olomorfa) se:

Vzo € Q Ty € C tale che F(2) = F(z) + 7 - (2 — 20) + 0o(]z — 20|)

dove o = F'(zp).
Osservazione 42. La somma di una serie di potenze ¢ olomorfa.

+oo
Corollario 7.9. F(z) = Z crz® ha R.d.C. R = la funzione F ¢ derivabile in senso complesso

k=0
infinite volte.

+00
Dimostrazione. F'(z) = Z kcpz"~t = F'(2) ¢ olomorfa in B(0, R).
k=1

Per induzione

FO () = f k(k—1) o (k—n+1)2"

allora

Fo ) =3 (k= 1) - o (k= n+ 1)k —n)2* !
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8 Misura di Lebesgue

8.1 Misure e prime definizioni

Definizione 8.1. Sia X un insieme. £ C P (X) si dice o-algebra se
i 0eé&
(i) Se A € & allora anche A € &£

(iii) Se la successione (A,) é contenuta in & allora U A, eé&

Osservazione 43. Poiche l'intersezione di o-algebre é una o-algebra, esiste la minima o-algebra
che contiene un insieme A, la denoteremo con o-algebra generata da A e con il simbolo ¢(A)

Tale osservazione ci permette di dare la seguente definizione

Definizione 8.2. Sia (X, d) uno spazio metrico. La o-algebra generata dagli aperti di X prende
il nome di o-algebra dei boreliani e viene denotata con B(X)

Definizione 8.3. Sia ECP(X)e f: E— [0,+00] .
f & o-subadditiva se

V(A)CE vale |JA,€eE = f (U An> <3 f(A)
f si dice o-additiva se
V(A,) C E disgiunti  vale | JA,€E = f (U An> =3 f(4)

Definizione 8.4. Una funzione f : £ — [0, +00) o-additiva con € o algebra si dice misura
Una misura m su (X, €) si dice di Borel se B(X) C &

Definizione 8.5. Sia (X, A, ;1) uno spazio di misura. Allora
e 1 ¢ finita se pu(X) < o0
e 1 ¢ o-finita se X = UAZ' con p(A;) < o0
i=0
e [ C X sidice o-finito se E C U A; dove pu(4;) < oo
Proposizione 8.1. Sia m una misura su &€ allora
1. m & monotona ovvero By C E;, = m(E;) < m(E)

2. m ¢ o-additiva

Definizione 8.6. Sia (X, £, m) uno spazio di misura. N € £ sidice trascurabile se m(N) =0

Definizione 8.7. Uno spazio (X, £, m) di misura si dice completo se tutti i sottoinsiemi di
un insieme trascurabile sono trascurabili, ovvero

m(N)=0 = VMCN MEecE&
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8.2 Alcuni esempi di misure

e La misura banale. Definita su & = {0, X} con m(0) =0 e m(X) =1

|E| se Efinito

e La misura che “conta i punti“ dove m(FE) = _ _
+o0 altrimenti

lsex e F

0 altrimenti

e La misura di Dirach 6, dove §,(F) = {
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8.3 Misura esterna e metodo di Carathédory

Definizione 8.8. Sia X un insieme. Una funzione m : P (X) — [0,+oc| si dice misura
esterna se valgono le seguenti proprieta

e m(0) =0

e m ¢ monotona

e m & subadditiva
Definizione 8.9. Sia m una misura esterna. £ C X si dice misurabile per la misura
esterna se

m(E) =m(ANE)+m(A°NE) VAeP(X)
Teorema 8.2. Data una misura esterna m su X , l’insieme
M, ={FE € P(X) : E misurabile per m}

¢ una o-algebra e myaq,, € una misura su X.
Inoltre lo spazio di misura (E, My, m) é completo

Teorema 8.3. Sia (X,E,m) uno spazio di misura.
m*(E) =inf{m(F) : Fe&, ECF}

¢ la misura esterna generata da m, inoltre m|*5 =m

Osservazione 44. Se (X, &, m) é uno spazio di misura allora (X, M,,«,m*)) & uno spazio di
misura completo che estende (X, £, m). m* si dice completamento di m

54



8.4 Misura di Lebesgue

Definizione 8.10. Un rettangolo in R" é un sottoinsieme della forma

n

R = H[az,bz] con a; < bz

i=1
Un plurirettangolo infinito ¢ un insieme della forma

P= U Rj dove R; rettangoli con R} N RS =0 se i # j

J=1

Definiamo la misura esterna di Lebesgue nel seguente modo

e Se R ¢ un rettangolo (come sopra) allora

e Se P ¢ un plurirettangolo (come sopra) allora

m(P) = 3 m' (k)

e Se F ¢ un insieme generico allora

m*(E) = inf {m*(P) : £ C P plurirettangolo}

Denotiamo con M (R") = M,,« la o-algebra degli insiemi misurabili secondo Lebesgue e con
L= mTM(R") la misura di Lebesgue. In particolare tale misura ¢ completa per ’osservazione 44

Osservazione 45. La misura di Lebesgue ¢ una misura di Borel: possiamo scrivere ogni aperto
come plurirettangolo

Osservazione 46. Esistono insiemi misurabili secondo Lebesgue che non appartengono alla o-
algebra dei boreliani di R".

Infatti U'insieme B(R) ha cardinalita del continuo (corso di E.T.I.) mentre M (R) ha cardinalita
2¢ (essendo £ completa, sono misurabili tutti i sottoinsiemi dell’insieme di Cantor (che ha
misura nulla e cardinalita del continuo))

Osservazione 47 (Insieme di Vitali). Mostriamo che M (R) # P (R).
Definiamo su R la relazione di equivalenza ~ dove

r~y & r—yeQ

Sia ' C [0, 1] un insieme che contiene un solo rappresentante per classe di equivalenza (A.C.).
Definiamo

F = U E+q

geQN[—1,1]
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Ora F' C [—1,2] ¢ unione disgiunta disgiunta.
Supponiamo per assurdo E misurabile.Ora F' & misurabile con

1< L(F)<3

LF)= ) L(E)
qeQN[—1,1]

il che & assurdo

8.4.1 Una definizione “piu costruttiva”

Proposizione 8.4. Se E ¢ Lebesque-misurabile allora
(a) m(E)=inf{m(A) : A aperto con E C A}

(b) m(E)=sup{m(K) : K compatto con K C E}

i particolare E limitato ¢ misurabile se e solo se
Ve 3K, compatto, A, aperto K. CEC A, m(A)—m(K.) <e
Dimostrazione. (a) Dalla definizione di misura di Lebesgue
m(E) = inf {m(P) : P plurirettangolo infinito £ C P}

Ve sia 0o n
P. = U R; dove R; = H @ ks bjk]

tale che

m (P.) < m(E) + %

Definiamo 'aperto
n

Ac = JRje dove R = [ [ (ajk — 6, b + 6))
k=1
15
2j+1 '

1
dove 6; sono tali che m (R;.) = m(R;) + 1
Abbiamo E C P. C A, da cui

m(E) < m (A.) gzm(Rj,g):Zm<PE)+fZ.i <m(E)+ 545 = m(E)+e

(b) Sia E limitato. Fissato ¢ > 0. Per il punto (a) esiste un aperto 4. 2 E \ E con
m(A.) <m(E\E) +e
Sia K. = E\ A. = E'\ A.. Ora K, & compatto (chiuso e limitato) e vale
m(K.) = m (B\ A) = m (E) — m (E N A2) = m(E) — m (A2) + m (A \ ) >

>m(E)—m(A:)+m(E\E)>m(E)—¢
Se E ¢ illimitato considero £ N Bg_ dove R, é tale che m (E N Bg.) > m(E) — ¢
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Diamo ora una definizione differente della misura di Lebesgue

Definizione 8.11.

Se R = H[ak, bx] € un rettangolo poniamo

k=1
m(R) = [ J(bx — ax)
k=1
N
e Se P = U R; (con R; rettangoli e Rf N RS = () se i # j) poniamo
j=1
m(P) =Y _m(R;)
j=1
e Se A ¢é aperto poniamo

m(A) =sup{m(P) : P C A con P plurirettangolo}

Se K ¢é compatto poniamo

m(K) = inf {m(P) : K C P con P plurirettangolo}

Sia E generico allora poniamo
m*(E) = inf {m(A) : E C A con A aperto }

m,(E) =sup{m(K) : K C FE con K compatto }

diciamo che E & misurabile se e solo se my(F) = m*E

Proposizione 8.5. Le due costruzioni di misura di Lebesque proposte sono equivalenti

Osservazione 48. Per costruzione la misura di Lebesgue ¢ invariante per traslazioni, riflessioni
e rotazioni
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8.5 Funzioni misurabili

Definizione 8.12. Siano (X,.A) e (Y, B) spazi misurabili
Una funzione f: X — Y si dice misurabile se

fU(B)eA VBeRB

Definizione 8.13. Sia (X, .A) uno spazio misurabilie.
Una funzione f: X — R si dice misurabilesecondo Lebesgue se

f(A) e A VA CRdiBorel

Osservazione 49. E sufficiente verificare la condizione su ogni aperto o sulle semirette (a, +00).
In particolare, se f : R” — R continua ¢ misurabile secondo Lebesgue

Definizione 8.14. f: R" — R si dice boreliana se f~!(A) ¢ di Borel per ogni A di Borel

Osservazione 50.
f boreliana = fmusurabilesecondoLebesgue

Osservazione 51. 1l viceversa in generale non vale.

Sia N un insieme di misura nulla, ma non di Borel (e.g. un sottoinsieme dell’insieme di Cantor).
Consideriamo la funzione indicatrice

() = lsexe N
AN = Osex & N

allora f~! ((%, +oo)) = N che ¢é misurabile secondo Lebesgue ma non di Borel

Osservazione 52. Esiste una funzione f : R — R continua e un insieme F C R misurabile ma
non di Borel con f~'(E) non misurabile
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Teorema 8.6. Sia (X, A, ) uno spazio di misura. Sia
M= {f: X—>R:f misumbile}
Allora valgono le sequenti proprieta

e Se f,ge M allora f+ge M
o Se feMelecR allora \f e M

e Se f,ge M allora f-g € M, inoltre se g # 0 cmchegé/\/l

o Se {f.} C M allora sup f,, inf f,, limsup f,, liminf f, € M.
In particolare se lim f,,(x) = f(x) per ogni v € R allora f € M

Dimostrazione. Osserviamo che la preimmagine di una funzione ¢ stabile per unioni ed inter-
sezioni numerabili dunque per mostrare che f : X — R & misurabile basta dimostrare che per
ogni a € Rsi ha f~!((a,+00)) € A

e Possiamo scrivere

{f+9>=J{r>adn{g>c—q}

q€Q
Ora per ogni razionale si ha {f > ¢} ,{g>c—q¢} € Adacui {f+g>c}e A

e Per mostrare che il prodotto di misurabili € misurabile, é sufficiente provare che il quadrato

lo é infatti
(f+9°—=(f-9)?
4

fg=

Ora
Xsec< O

v >C}:{{f>ﬁ}u{f<—\ﬁ} <

o Siag#Oallora{§>c}:{g<%}EAperognic;«éO

{ir%ffn<c}:U{fn<c}eA

neN
infatti se inf f,,(x) < ¢ allora per ogni n vale f,(z) < c¢. Viceversa se esiste n con f, < ¢

allora inf fz <c
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8.6 Integrazione rispetto a misure

In questa sezione considereremo uno generico spazio di misura (X, .4, i)

Definizione 8.15. Se s é una funzione semplice ovvero

N
SZZCiXAi dove ;e Aei#j=ANA =0

i=1
allora definiamo il suo integrale rispetto alla misura p come

N

| st@ranta) =3 el

=1

Se f: X — [0,4+00] & una generica funzione misurabile, il suo integrale rispetto alla misura p &

s<f
s semplice

/X fdu(z) = sup /X s(2) dp(z) € [0, +o]

Se f: X — R misurabile, diremo che ¢ integrabile se

JNEEE

/deuzfXﬁdM—/Xf‘

Osservazione 54. La definizione data per funzioni misurabili di segno qualsiasi ¢ una buona
definizione. Se f & misurabile allora anche |f], f* e f~ lo sono. (inoltre sono positive).

Ora
[in= [+ 1<

dunque i i due integrali sono finiti percio é ben definita la loro differenza

Definizione 8.16. Sia £ C X con E € A allora definiamo

e in tal caso poniamo

Osservazione 53.

[ 1@an@) = [ 5@ (o) duto)

Osservazione 55. La definizione precedente é una buona definizione infatti il prodotto di misu-
rabili ¢ misurabile
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Teorema 8.7 (Alcue proprieta dell’integrale).
Siano f,g € M con f,g: X — [0, 400].

/X(f+g)du=/deu+/ngu

e Per ogni numero reale ¢ > 0 wvale

/X(Cf)dMZC/fdu

e Additivita rispetto al dominio. Siano A, B € A disgiunti allora

AUdeuz/Afdu+/deu

o Additivita

e Monotonia.

f<g = /deug/xgdu

Osservazione 56. Sia f una funzione positiva

f =0 quasi ovunque < / fdp=0
X

inoltre

W({f =o0}) >0 = /deu=+oo
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8.6.1 Teoremi di passaggio al limite sotto il segno di integrale

Teorema 8.8 (Convergenza monotona o di Beppo Levi).
Siano (f,) una successione crescente di funzioni misurabili con f, : X — [0,+o0]. Allora

/X (117511 fn> djt = lim /X fodu

Dimostrazione. Sia f = lim f, allora per un teorema f é misurabile. Poiché per ogni n vale
n

f > f. al ora
[ fanztm [ g
X noJX

Per I'altra disuguaglianza é sufficiente mostrare che per s funzione semplice con s < f si ha

Sgp/anZ/Xs (3)

Poiché s é una funzione semplice

N
SiZCiXAi dove ;e Aci#j=ANA; =10
i=1

n C
Poniamo ¢y =0 e Ag = (U Ai> allora per additivita del dominio
i=1

N
A“:;Aﬁ

ovvero per provare 3 € sufficiente mostrare che Vi = 1,..., N vale
SUP/ fn = cip(A)
n A;
ovvero basta provare che Vi, Ve > 0 si ha
SUP/ Jn > (ci — e)u(As)
n A;

Fissato 7,¢ si ha
Ai:UFn dove F, ={x € A; : fo>c;i—¢}

infatti sia x € A; allora dal fatto che s(x) < f(z) si ha ¢; = s(z) < sup f,(x) ovvero esiste n
tale che f,(x) > ¢; —e.

sup/A‘ fn = sup : fn Z sup (¢ = )u(Fn)) = (¢; — ) lim p(F,)

Ora gli F,, sono inscatolati (perché f,, T f)dunque p(A;) = lim p(F,) da cui la tesi H
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Lemma 8.9 (di Fatou).
Sia (fn)n una successione di funzioni misurabili e non negative. Allora

lim inf / fn > / liminf f,
n X X
Dimostrazione. Ricordiamo che

liminf f,, = sup g, dove g, = Igf fr

Dunque

Vkzn fizg. = Vkn /sz/gn = inf/sz/gn
X X kzn [x X

Se calcoliamo 'estremo inferiore ad entrambi i membri dell’ultima disuguaglianza otteniamo

lim inf / fn > sup / In
n X n JX

Osserviamo che (g,,) ¢ una successione crescente di funzioni dunque per Beppo Levi otteniamo

sup/ gn:/supgn:/ liminf f,
n X X X

Osservazione 57. In generale, sotto le ipotesi del lemma, non vale I'uguaglianza.
Consideriamo la funzione
nsexc (0,1

0 altrimenti

Osserviamo che f,(x) — 0 mentre [; f, = 1 dunque

1:inf/fn>/inffn:()
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Teorema 8.10 (di convergenza dominata AKA di Lebesgue).
Sia (fn)n una successione di funzioni misurabili. Supponiamo che

o f.(x) — f(x) per quasi ogni x
e dg: X — [0,+o0] integrabile tale che |f,] < g

Allora
nm/Ln—ﬂ—ommﬁ,+me1
noJx

I?Ahzéf

Dimostrazione. Osserviamo che |f, — f| < |fu| + |f] < 2¢ dunque 2g — |f, — f| > 0.
Applicando il lemma di Fatou otteniamo

2/Xg=/Xliminf(29—|fn—f|)Sliminf/X(QQ—Ifn—fl)Z/X?g—limsup/xlfn—fl

Ovvero

e in particolare

limsup/X|fn—f|§0 = /X|fn—f|—>0

/an—/xf‘: /X<fn—f>]s/x|fn—f|w
dmméﬁaéf 0

infatti | f, — f| > 0.
Dunque
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Teorema 8.11 (di derivazione sotto il segno di integrale). Sia f: R x R™ — R tale che
o [ misurabile

e f(t,-): R™ — R integrabile per ogni t ovvero

JF: R—>R F(t) = f(t,z)dx

Rn
e f(-,x) continua int per quasi ogni x
e dg(z) integrabile tale che |f(t,z)| < g(x)

Allora F' & continua

Se inoltre f(-,x) & derivabile in t per quasi ogni x ed 3h integrabile tale che %(t,x) <h
allora
- , af
F' derivabile con F'(t) = —(t,z)dx
gn O

Dimostrazione. Mostriamo che F' é continua in ¢ (fissato). Sia t,, — ¢

lim F(t,) =lim [ f(t,,z)dz = / lim f(t,,z)dx
" R

n Jgrn n n

dove abbiamo usato la convergenza dominata.
Essendo f continua in ¢ per quasi ogni x si ha

/ lim f(t,,x)dz = f(t,x)dx = F(t)
R R®

n N

Mostriamo ora (sotto ipotesi piu forti) che F' é derivabile in ¢ (fissato). Sia t,, — t con t,, # t

lim F(tn)_F(t) — lim f(tn,fb)—f(t,l’) dx
n n - n Rn t'fl - t
Ora per quasi ogni x vale
fln, ) = f(t2)| _|Of
= |57 \Sny <h
- (o) < )
dove abbiamo usato il teorema di Lagrange.
Si conclude per convergenza dominata O]
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Proposizione 8.12 (Assoluta continuita dell’integrale).
Sia f: A — R misurabile con/ If] < oo .
A

Allora
Ve>0 30>0 VECA |E|<d§ = /|f|<5
E

Dimostrazione. Supponiamo, per assurdo
_ 1 _
Jz AE,)n B < —ce |fl > ¢
2n B,

Allora
- 1
F,= U B = [RI< D IEI<

_2_n
k>n+1 k=n-+1

/Fn!f\zfA\f\anze

Sia F' =) F,, posto g, = |f| xr, otteniamo

mentre

gn(x) = [f (@) xr(z)

e tale convergenza ¢ dominata da |f| che ¢ integrabile dunque

JNERCET

il che ¢ assurdo poiche F' ha misura nulla
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8.7 Spazi prodotti e misura prodotto

Definizione 8.17. Siano (X, A, ) e (B, B,v) spazio di misura. Definiamo su X x Y la o-

algebra prodotto
AB=c({ExXF : Ec A, F € B})

Consideriamo tale insieme munito di una misura prodotto ; ® v tale che
(LRV)(Ex F)=uE)WwF) YVE€ A VFeB

Osservazione 58. La misura prodotto, in generale, non ¢ unica.

Osservazione 59 (Una costruzione “canonica" della misura prodotto).

Sia
G=|JExF EcAFeB (ExF)N(ExF)=0sei#j
=1
Poniamo -
(h®V)(G) =) wE)v(F)
=1
(§]

(L@ V) (A) :inf{(u®u)(G) : AQG:UEi X E}

i=1
Tale misura & una misura esterna tale che la sua o-algebra dei misurabili M contiene A ® B.
Allora

(nev )TA®B
¢ una misura prodotto

Proposizione 8.13. Se u, v sono misure o-finite, la misura prodotto ¢ unica

Osservazione 60. Se poniamo L* la misura di Lebesgue su R* Allora
Lr=L"x ™

Ora B(R") = B(R™) ® B(R"™) ma M(R") D M(R™) @ M(R"™) infatti se prendiamo E
con L™(E)=0e F C R" non misurabile. F x F & M(R™) @ M(R"™™)
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Definizione 8.18. Siano (X, A, u) e (B, B,v) spazi di misura.
e Se F C X xY ex € X definiamo la sezione di F in x
E.,={yeY : (x,y) e E} CY
Una simile definizione si ha per y € Y

e Se f: X XY — R ¢ una funzione misurabile e x € X definiamo la sezione di f in x come

fo: Y =R foly) = f(2,9)

Una simile definizione si ha per y € Y

Proposizione 8.14. Siano (X, A, u) e (B, B,v) spazi di misura.
FeA®B = FE,e6B VreX

Dimostrazione. Basta osservare che gli insiemi che soddisfano la proprieta sono una o-algebra
e osservando che i rettangoli misurabili soddisfano la proprieta

Proposizione 8.15.

f: X XY — R misurabile = f, misurabile Vre X

Proposizione 8.16. Siano (X, A, p) e (B, B,v) spazi di misura o-finiti.
Sia E C A® B allora le funzioni

x— v(E,) y — pu(EY)
sono misurabili e si ha

(non)(E) [

X

QLM@W:A<LmOw:£<LmQ@

Dimostrazione. Supponiamo, inizialmente che le misure siano finite. Mostriamo che

(B di= [ () av

equivalentemente

P={E € A® B : E verifica la tesi }
¢ una o-algebra che contiene i rettangoli misurabili. Infatti
e P contiene i rettangoli (per definzione di misura prodotto)
e P ¢ stabile per unioni finite
e P ¢ stabile per unioni numerabili crescenti (si usa Beppo Levi)

e P ¢ stabile per passaggio al complementare (qui si usa l'ipotesi di finitezza)
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La seconda e terza proprieta garantiscono che P contenga le unioni numerabili.
n

Se (Ap)n, poniamo B,, = U A;. Ora |J B,, ¢ un’unione crescente e coincide con | J 4,.
i=0

Andiamo a considerare il caso u, v misure o-finite.
Dalla definizione, esistono (X,,)n, (Yy), tali che

(e.) [o.¢]
X=Jx wxX)<oo V=]

n=1 n=1
senza perdita di generalita suppongo tali insiemi inscatolati.
Ora

XxY—GanYn
n=1

Sia £ € A® B allora

(1 v)(E) = lim(u ® v)(EN (X, x V) = nﬁn/x W(E,NY) :/ W(E)

Xn
dove I'ultima disuguaglianza si ha per convergenza monotona

Osservazione 61. Nella dimostrazione della proposizione la restrizione a misure finite & neces-
saria.

Sia (X, pu) = ([0,1],£) e (Y,v) = ([0, 1], ) dove v ¢ la misura che conta i punti.
Consideiamo E = {(z,z) : x € [0, 1]} allora

//Edud,u /d/,czl
//Eydudz/:/()du:o
o Jo 0

Teorema 8.17 (di Fubini-Tonelli). Siano (X, A, n) e (B, B,v) spazi di misura.

Inoltre (p ® v)(E) = 400

fel'(XxY) = f,eL'Y) per quasi ogni x € X

similmente per fY .

Inoltre si ha
:c—)/fdeELl(X) y—>/fyd,u€L1(Y)
Y X

In particolare vale la sequente formula

[ pawen= [ ([s) o= [ ()

Dimostrazione. Distinguiamo vari casi

e Se f =xg con F € A® B é la proposizione precedente
e Se f = s é semplice, la tesi segue per linearita dell’integrale e dal punto precedente
e Se f >0 allora f 1 s, semplici e la tesi segue per Beppo Levi (non serve che [ f < 00)

e In generale si decompone f in f* — f~
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Corollario 8.18.
f: R" = R misurabile << Sy={(x,t) : t < f(x)} misurabile

Dimostrazione. < Per Fubini-Tonelli, S; ¢ misurabile se {f > t} ¢ misurabile per Vt.
Dato t € R, sia t | t con {f > t;} misurabili.

Allora
{r>ty=J{r >t}

abbiamo {f > t} misurabile dunque anche f lo ¢
= Consideriamo il caso f semplice ovvero

N
/= Z cixp, ¢i € R FE; misurabili

=1

allora
Sf = UEZ X (—OO,EZ)

dunque € misurabile
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9 Integrali multipli

9.1 Cambiamento di variabili negli integrali multipli

Definizione 9.1. Siano A, B C R" aperti.
Un’applicazione
®: A—> B

si dice diffeomorfismo se
o ¢ ¢ invertibile
e ¢ e ® ! sono invertibili
Osservazione 62. Abbiamo visto che se zg € A e yo = $(z0) allora

D! (yo) = (D®(x0)) "

intesa come inversa di matrici.
Dunque ponendo

Jo(x) = det Do(x)
la seconda proprieté equivale a richidere Jy(x) # 0 per ogni x
In questa sezione andremo a dimostrare

Teorema 9.1. Sia ® un diffeomorfismo
E C A misurabile = ®(F) C B misurabile

e in tal caso st ha
#(8)| = [ 1Jala)] da
dove il primo || indica la misura di Lebesgue n-dimensionale

Teorema 9.2.
f misurabile = f o ® misurabile

f integrabile = f o ® integrabile

e si ha

[ ray=[ (ro®) (@) 1540 da

Dimostrazione. La dimostrazione ¢ stata accennata, si rimanda al libro di testo consigliato

Osservazione 63. Una volta dimostrato il secondo teorema, il primo segue ponendo f = xp
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9.2 Alcuni cambi notevoli
9.2.1 Coordinate polari

= 0
O : [0, +00) x [0,27) @{x peos
y = psinf

¢ un diffeomorfismo C'*° inoltre

: Y

0 tale che cosf = L sinf =
m24’,y2 /1.2+y2

Osserviamo che
cosf) —psind
DG = ( ’ ) ol = p

sinf  pcosf

Osservazione 64.

/ flz,y) = // f(pcos@, psin@)p dpdb
B2 10,+00) x[0,27)

Esempio 9.3 (Palla in R?).

2T R
1B(0, R)| = // XB(0,R) = // X[0,8)x[0.2m) (P, 0)p dpdo :/ d9/ pdp =R
R2 [0,400)x[0,27) 0 0

Osservazione 65. Se f é radiale: il valore di f in un punto dipende solo dalla sua distanza

dall’origine ovvero
flxy) =g (vx2 + y2>

allora con le coordinate polari otteniamo

//Rgf drdy = 27r/0+oopg(p)dp

Feo 2 2 P=100
// e () 4z dy = 7r/ e 2pdp=m [—e’p ] =7
R2 0 p=0

Grazie a Fubini-Tonelli (uguale rosso) otteniamo, inoltre

2
// e (@ +0) qp dy = // e e da dy = (/ e d:I:) =
R2 R2 R

/ea‘“2 doe =7
R

Esempio 9.4.

dunque

9.2.2 Coordinate cilindriche

x = pcosb
®: [0,+00) x [0,27) x R — R? ®: {y=psind
z=z

Con un semplice calcolo si prova che Jg = p
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Esempio 9.5 (Solido di rotazione). Sia
D ={(z,2) : 0< 2z <g(2)}

e E il solido ottenuto dalla rotazione di D attorno all’asse z ovvero

E = {(x,y,z) 0 < Va2 +y? < g(z)}

|E| = /// xdedydz—/// pdpdedz_
RS {(p.0,2):0<p<g(»
9(2)
—27r/dz/ pdp—ﬂ/gde—/\E|dz

9.2.3 Coordinate sferiche
D1 0,400) x [0,27) x [0,7] 5 R*  D(p,0,¢) = (2,y,2)

allora

dove
x = psin p cos 6
y = psinpsin 6
2 = pcosp

In tal caso

sinpcosf —psinpsinf pcosycosd
D® = | sinpsinf psinpcosf  pcospsinb | Jo| = p*sinp
Cos 0 —psinp

Esempio 9.6 (Palla in R3).

2w T R s R 4
|B(0,R)| :/ d@/ d<p/ p’sinpdp =27 (/ singodgo) (/ 0* d,o) = 1R}
0 0 0 0 0 3

9.2.4 Trasformazione lineare

=aXy =bY
$: R R3 @{x aty
z=cZ
Allora
a
Do = b |Jo| = |abe]

Esempio 9.7 (Area ellissoide). Sia

2 2 2
Ez{(x,y,z)eR?’ : $—+z2+z—:1}




10 Serie di Fourier

Definizione 10.1. Denotiamo con Cr(R,C) l'insieme delle funzioni continue da R in C e
T-periodiche. Ovvero

Cr(R,C) :={ue C'R,C) : u(t+T)=u(t) VteR, T >0}

e su tale spazio consideriamo la norma

1 ™
lallo = 5= |l a

—T

Osservazione 66. Useremo sempre 1" = 27 e faremo sempre i conti solo con questo. Da qui in
poi userd come notazione Cs, oppure Cor(R) al posto della scrittura estesa (prendetevela col
professore).

Osservazione 67. La norma 2 ¢ indotta dal prodotto Hermitiano

dove T(t) denota il coniugato di v(t).
Osservazione 68. Lo spazio (Cay, ||-|],) non é uno spazio completo.
Consideriamo la successione {u,(t)}, tali che

allora ¢ una successione di Cauchy che non ammette limite (infatti il limite puntuale non ¢ una
funzione continua)

Proposizione 10.1. Posto ey(t) = e per k € Z abbiamo che {e;, : k € Z} ¢ un sistema
ortonormale (per il prodotto Hermitiano sopra definito)

Dimostrazione.

1 T — 1 L
< e, ep >= — efleiht qt = —/ R OLE [
2 J_, 27

—T

Ricordiamo che
Definizione 10.2. u si dice a quadrato integrabile, ovvero u € L4(—m, ) se vale
/ lul" dt < +o0
Definisco dunque V,, := spanc{ex|k € Z, |k| < n}, ho che dimcV,, = 2n + 1.

Proposizione 10.2. Sia u € LE(—m,7) la funzione v € V,, che minimizza ||u — vl||, ¢ della

forma
™

1
v = Z Arer(t) con A\, = up, =< u, e, >= o u(t)e ™ dt
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Dimostrazione.

u—v]]s =< u— Z AK€, U — Z Anep >=

|k|<n |h|<n
:<u,u>—|—Z)\k)\_h<ek,eh>—2)\k<ek,u>—Z)\h<u,eh>
k| <n k|<n |h|<n
Ih|<n

Ora ricordando le propieta dei prodotti Hermitiani ho ), =< ey, u > da cui sostituendo:

lu—ol[y =<wu>+> Nde— Y Aptie — Y Mptly, =

lk|<n [k|<n |k|<n

=<u,u >+ Z )\k)\—k— Z )\kuTk— Z)\_k’lfk—i- Z’Iflek— Z |’lfk|2:
[k <n [k <n [k <n [k <n Ik <n

= <uu>+ > [Ndp — Nt — Nt + i) — Y i]* =
Jk[<n kl<n

=ully + > O — i) (N —adi) = Y Ll = [ully + ) e —adul* = D i)

Ik <n [k <n [k <n [kl<n
Per realizzare il minimo deve essere A\ = i per ogni intero k con |k| < n. O

Definizione 10.3. La funzione v che minimizza ||u — v||, prende il nome di n-esima somma
parziale della serie di Fourier di u e si denota con s,u.

Osservazione 69. La proposizione precedente, dunque, diventa

SpU = E dkek

Jke|<n

ed inoltre ho
=l > |lu = spully = |Jull; = > @l YoV,
|k|<n

Da quanto detto segue il seguente

Corollario 10.3 (Disuguaglianza di Bessel).

we Ll = |l <|lull;
[k|<n

Dimostrazione. La tesi segue osservando che

2 2 .2
0 < [ju— syully = llull; = >l

k|<n
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10.1 Sviluppo di Fourier in seni e coseni

Apriamo una parentesi sul modo di rappresentare la serie di Fourier nel caso in cui u € Co, (R, R)
(funzione a valori reali).In questo caso, per i calcoli, risulta piu comodo passare dalla forma
esponenziale a quella trigonometrica.

Useremo la base

{cos(kx) : k € N} U {sin(kz) : k € Noo}
. La serie di Fourier che vogliamo ottenere sara di questa forma:

Proposizione 10.4. Sia u € Co (R, R) a valori reali. Allora

Sy = % + ; ay, cos(kx) + by, sin(kx)

dove

™ ™

—T —T

1 [7 1 [™
S / w(t)cos(kt)dt Yk >0 ¢ by = — / w()sin(kt) dt Wk > 1
Dimostrazione. Se k > 0 allora

) » 1 [ o o
ukezkz +u’ e thr __ 2_ U(t) [6 1ktezkz + ezkte zkz:| dt =
T J -z

_ i " ik(z—t) —ik(z—t) _ i " i
=5 u(t) [e +e | dt = o | u(t)2cos(k(x —t)) dt

Usando le formule di sottrazione per coseno otteniamo

—T

= /7r u(t) cos(kt) dt - cos(kx) + = /7r u(t) sin(kt) dt - sin(kz)

™ ™

—T —Tr

U
—T

Notiamo che ag = % / u(t) dt = 2ug da cui la tesi O

Osservazione 70. Se u : R — R, 27-periodica ed L' (in modo che sia sviluppabile), allora:
uparis b, =0 VeE>1

u dispari < ap =0 VEk > 0.
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chiediamo ora: s,u converge a u in qualche senso?
In generale, per u € Co (R, C), s,u NON converge puntualmente a w.

Teorema 10.5. UV" ¢ denso in (Con (R, C), || - |]0o)-

neN
Owvvero

Vue Cr(R,C) Ve>0 Jve UV” llu—wvl| <e

neN

Dimostrazione. La dimostrazione viene fornita nel Corollario 10.17

Proposizione 10.6.

u€ Cor(R,C) = s,u— uin L® ovvero ||syu—ull, — 0
n—oo

Dimostrazione. Siano u € Cy, € € > 0 fissati.
Per il teorema precedente: Jv € V, tale che ||u —v||_ <.
Se n > ng allora v € V,, e quindi

lu—saully < lu—o|s < lu—v|l < = [lu—suull,<e VYn>ng

Da questa proposizione discende

Corollario 10.7 (Uguaglianza di Parseval).

2 ~ 12
lully = > 4]

kez
Dimostrazione. Basta considerare > |iix|* + ||u — s,ul|3 = ||ul|3 per n — 4.
[k|<n
Lemma 10.8. )
Dimostrazione.

7 1 T i er Parti
fomgr [ SO
2 J_.
o 1 1 —1kt " 1 " / 1 —ikt _
[f(t)—zke }_ﬂ 27r/_ f(t)—ike dt =

/f ) —Zk%/f et = — ()

Proposizione 10.9.

feC, (R,C) = s,f— f totalmente su R
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Dimostrazione. Vogliamo dimostrare che s, f converge totalmente.
Scegliamo come M, (nella definizione di totale convergenza) proprio |fi|, in quanto

| = supues ] <[]
Ora basta vedere che lim Z ‘fk’ < 400
" Jkf<n
- N lemma Cauchy-Sch.
S A =B+ X A fo\+ W\ WS
|k|<n 0<|k|<n
1 1
1 2 9 2
< |fo| + Z 2 Z ‘(f i
0<|k|<n 0<|<In
Ora applicando la disuguaglianza di Bessel a f” € Cy,(R) otteniamo
2
5|2 ’ 1 " 104\ (2
ST W= [ 1P a
™ —T
0<|k|<n
Quest’ultima non dipende da n. Dunque ho che
1
. R o] 1 2
3 \fk\ < |Jo| + €111, dove ¢ = (22 k—)
kEZ k=1
La serie Z frew(x " lim s, f(z) converge quindi totalmente, e di conseguenza uniforme-
n—oo
keZ
mente, a una certa f, ma f = f perché la serie converge tramite norma in L? ad f (per unicita
del limite). O
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Abbiamo quindi appena dimostrato, grazie anche al risultato sulla norma, che effettivamente
il limite delle somme parziali di Fourier di f, che corrisponde alla serie di Fourier di f, corri-
sponde anche ad f stessa e converge ad essa uniformemente quando f ¢ C! e 2m-periodica. La
differenza significativa ¢ stata data dall’essere C'!, infatti senza tale condizione non potremmo
garantire nemmeno la convergenza puntuale, come detto prima. TUTTAVIA bastano ipotesi
pitt deboli, quantomeno per avere la convergenza puntuale a meno di "alcuni punti", come
vedremo ora per la regolarita a tratti.

Definizione 10.4. f : [a,b] — R ¢ regolare a tratti se:
e f é continua in tutti i punti ad eccezione dia < a1 < z9 < -+ <2, <b
o f¢&C'(xy,mi41) con derivata che ammette limite al bordo

Definizione 10.5. f: R — C & regolare a tratti se lo é su tutti gli intervalli chiusi e limitati.

Definizione 10.6. Il nucleo di Dirichlet ¢ la famiglia di funzioni definite come

D, (z) := Zeikm

lk|<n

Proposizione 10.10. La somma parziale (s,f)(z) é uguale alla convoluzione di D, con f
valutata in x.

Dimostrazione.

(snf)(x) = Z < frex > er(x) = Z [% " f(t)e‘““ dt] pike

|k|<n |k|<n -

/ F@6)) et a = ! /_ﬂf(t)Dn(:v—t) dt = (D, * f)(z).

|k|<n

Proposizione 10.11 (Proprieta del nucleo di Dirichlet).

D, (z) = sin ((n 4 5) 7) Vr#0 mod 27

s (z
S1n (5)
Dimostrazione.
i(2n+1)z
. ; (per z#A0 mod 27) _, € —1
Dn(l’> —ein E :ez(nJrk):r 2 e~z ' _
e —1
[k|<n
eilntl)z _ o—inz ei(n+%)x _ e—z(n—i-%)x sin ((n + %) ZL‘)
ciz _ 1 eis — eis sin (%)
iz

dove nella penultima uguaglianza abbiamo moltiplicato e diviso per e~*2 mentre 'ultima segue
dal fatto che e’ — ¢~ = 2isin(a). O

Lemma 10.12 (di Riemann). Se f € C°%[a,b]) N C*(]a,b[) allora

lim / " H(0)sin(A) d = 0

A——+o00 a
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Dimostrazione. Dimostrazione omessa

Proposizione 10.13 (Dirichlet o Dini). : Se f & 2w-periodica e regolare a tratti allora:

Vi €R saf(zo) — 2 (F(ad) + f(zp),

dove

f(d) = lim f(z) e f(xy) = lim f(z)

.’L’—).’,UO J:—)xo

In particolare, se f ¢ continua in xy, & chiaro che s, f(xg) — f(zo).
n—oo

Dimostrazione. Avevamo visto che

(50f)(@ %/ F(t) Dol — 1)t

Con un cambio di variabile, ponendo s =t — x ottengo
1 m™T—X

2

mT—x

f(x+s)D,(s)ds =

—T

¢ pari 1
flx 4+ s)D,(—s)ds Pnp
o

—T—X

/f:c+s /f:c+s ds—l——/f:z:+3 (s)ds

dove il penultimo passaggio deriva da
¢ : R — R T-periodica = / s)ds non dipende da x

Vediamo ora che

%/0“ f(x+8)Dy(s)ds — f(z™)

I’altro caso ¢ analogo.

'f<x+> S ECRLACEE

Ora
+) —
o @) = flz+ )] e Ctsu [0,7)\ {21 — 2,20 — x,...,2, — 2,0} (mod 27),
s
° ¢ estendibile per continuita con estensione C1.

sin(3)

Usando il lemma di Riemann,dove la funzione ¢ il prodotto delle due funzioni, e sin ( (n + =

sin(At), si ha che l'integrale di sopra tende a 0
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Osservazione 71.

1 11 g 1 [
IR P /_Wu(t)Dk(x—t) dt=5 [ wRe—par
k=0 k=0
1 n—1
d = — .
ove F,(z) nZDn(x)
k=0
Lemma 10.14.
1 [sin(2)]°
Foz)=— | —32 Vr #0( mod 2m)
n | sin (%)

Dimostrazione. Per x # 0 (mod 27) si ha

D)= et =)=

|k[<n
Dunque
) 2n—1”—1 ) nol ilkl)e _ —iks
€ =P = 1P DU = 1) S
n—1
_ (ei(k—f—l)z _ 6—ikx>(€ix 1) —
k=0
n—1

(ei(k+2)z . ei(k—i-l)m . e—i(k—l)z + e—ikm) _

k=0
:el(n+1):p — e _ ety efz(nfl)x — el [eznx — 24+ e*lnx} —

_ (ei%)Q [eigag _ e,%x]z
Moltiplicando per e~ da ambo le parti si ottiene
(61'% _ e—z%)QnFn _ [ezgx . 6_2-%:5}2
Ovvero

sin? (@x)

Proposizione 10.15. F, () ha le sequenti proprieta

(i) Fn(z) >0

(ii) %/ﬂ Fo(t)dt = 1

—T

(iii) ¥6 >0  sup F,(x) — 0

5§‘$|§7T n—-+4o0o
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Dimostrazione. Dimostriamo (iii).Sia

-t

Sia ¢ fissato e z tale che 0 < § < |z| <, allora

sin (g) <sin(3) = Sin1< )= sm1<%>

z
2

Dunque, sotto tali ipotesi, vale

O<Fn(x)§%-[%] 0

= sin (3) | noroo

dove il numeratore di F,(z) ¢ stato maggiorato con 1. O

Lemma 10.16 (di Fejer).
1 < :
u€ Cy(R,C) = — Z Spu — u  uniformemente
"=
In sostanza il limite delle medie delle somme parziali converge a u, difatti spesso il considerare
le medie ha un effetto "regolarizzante".

Dimostrazione. Sia
n—1

Alr) = ula) — + 3 (syu) ()

k=0
la tesi equivale a dimostrare che A, (z) — 0 uniformemente.

(i) = fate) = 52 [ w0 Fate ) @ |- [ ute) — w0t - ] <
< % /: lu(z) — u(t)|F(x —t) dt s=t-a % :_i lu(z) —u(z + s)|F(—s)ds =
= o [ ) —ula + 5)|Bals) ds

—T

Per Heine-Cantor si ha

Ve>0 30>0 Vis|<d = J|ulz)—ulxz+s)|<e

Quindi:
L i) — u(e 4 9)|Fu(s)ds < - Fo(s)ds + 2lull, Fi(s)ds <
— u(x) —u(z + s)|F,(s)ds < — eF,(s)ds + — ul] Fn(s)ds <
21 ) n 27 Jysi<o 27 Js<|s|<n

€
< o=+ 2|Jull, - sup Fi(s)
21

6<|s|<n
Per (iii) 9n tale che Vn > 7 il secondo addendo ¢ < Qi, quindi
s

9
JANS —
D) < =

con ¢ che non dipende da z O
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Corollario 10.17. UVn ¢ denso in (Con (R, C), ||+ |]00)

neN

Dimostrazione. Sia u € (s, allora

ora poiche

o0

si ha la tesi

83



11 Curve

11.1 Prime definizioni

Definizione 11.1.

e Una curva ¢ una funzione continua v : [a,b] — R".

Il supporto della curva v il sottoinsieme di R™ dato da ~([a, b])
e Una curva 7 si dice regolare se ¢ di classe C' e /() # 0 per ogni t € [a, ]

e Una curva 7 si dice regolare a tratti se esistono a =1; <ty < --- < t, = b tale che
tutte la restrizione vy, +,,,) sono regolare

Osservazione T72. Se ~ é regolare, per il teorema delle funzioni implicite, allora localmente si
puo scrivere come grafico di una funzione C' ovvero

7(t) = (t,u(t)) oppure ¥(t) = (u(t), )

dove t € (tg —e,tg+¢) e u e C!

Esempio 11.1. La circonferenza
~(t) = (cost, sint) cont € [0, 27|

e l’elica
v(t) = (cost, sint, t)

sono rispettivamente curve in R? e in R?

Definizione 11.2. Sia~y : [a,b] = R" e ¢ : [¢,d] — [a, b] una funzione suriettiva e strettamente
monotona. Allora 7 =y o ¢ é detta riparametrizzazione

Osservazione 73. Se o € crescente allora vy ha lo stesso verso di percorrenza di v, mentre se é
decrescente allora avra verso opposto
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11.2 Lunghezza di una curva

Sia v : [a,b] — R e sia P = {tg,...,ty} una partizione di [a, b] ovvero t; < t;4; con a =ty e
b=tny.
Definiamo la lunghezza di v rispetto a P come
N-1
Ly, P) = Z [y(tiv1) — ()]
=0

La lunghezza di v é
L(7) = sup L(7, P) € [0, +o0]
Se L(y) < oo allora 7 si dice rettificabile
Osservazione 74. L(7) non dipende dalla parametrizzazione di ~

Osservazione 75. L(7y) non ¢ pero la “lunghezza" del supporto di «, ad esempio la stessa
circonferenza percorsa due volte ha lunghezza doppia

Teorema 11.2 (Rettificabilita nel caso C!).
Sia 7y : [a,b] — R una curva C allora é rettificabile.
Inoltre vale la sequente formula
b
- [ ol

Dimostrazione. Fissata una partizione P = {tq,...,t,} allora

=St =atel = Y| [ ea] <3 [ e as= [l

i i
Per mostrare I'altra disuguaglianza usiamo la uniforme continuita di /().

Fissato e 36 > 0 lt—sl<d = |Y{#)—7(9)<e

Scelta una partizione P tale che per ogni i vale |t;,1 — t;| < § allora se s; € [t;,t;11] vale

A(timn) — 7(t) = / ) = (1) (i — 1) + / ) — A (s)) e

i @

Dunque passando ai moduli e applicando la disuguaglianza triangolare otteniamo

7 (tir) = 7 (8)] = 'ﬂsi) (i1 — 1) + / T - () dt\ > [ (s0)l (i — i) —e (tiyn — )

In particolare
tis1) — y(t;
|’Y/(5z)‘ < |’7( +1) /7( >| +e
tiv1 — t;

Poiche vale Vs; € [t;,t;1] allora

/ Hol=3 / (s ds < (- 43 i) = 20] = Ly, P)+e(0-0) < LO)+elo-0)

La tesi segue per arbitrarieta di O

Usando

Teorema 11.3 (di Rademacher). Una funzione lipschitziana é derivaile quasi ovunque

85



possiamo dimostrare una versione pit forte del teorema precedente

Teorema 11.4 (di rettificabilita).

v rettificabile < Jp v o lipschitz

Proposizione 11.5. Sia v una curva C* (a tratti) allora tale curva ammette una parametriz-
zazione per lunghezza d’arco

Dimostrazione. Sia 7 : [a,b] — R™ allora posto

(1) = / ()] dr

abbiamo che s(t) é strettamente monotona e dunque invertibile. B
Definiamo ¥ = v o s~1. Allora v = ¥(s(t)) dunque derivando otteniamo ~/(t) = 7/(s(t))s’(¢).
/
~ t _ .
Ma s'(t) = |7/(t)| dunque '(s(t)) = () ovvero 7 ha lo stesso supporto di v e percorsa a

17 (2)]

velocita unitaria

Notazione 11.6. Da ora in poi 7 indichera sempre una parametrizzazione per lunghezza d’arco
e indicheremo la variabile s
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11.3 Alcuni tipi di curve

Curve cartesiane (tipo grafo) Sono curve piano (a valori in R?) tali che

V() =@ () f:leb] =R
in questo caso

b
L) = [ Va PR

Esempio 11.7. f(z) = z? allora

L(y) = /b VIT a2 dt

e si svolge per sostituzione

Curve “espresse" in coordinate polari Conoscendo le funzioni

t — p(t) t—0(t)

(t) cosO(t)
() = (Z(t) sin@(t))

dunque abbiamo sottointendo la dipendenza in ¢

2"\  [(p'cos®—psinf-0"\ , [cosf v —sin#
y' )]  \p'sinf+ pcost -0 P \sing p cos f

cos 6 —sin6 . .
Ora e sono versori ortonormali dunque

allora definiamo la curva piano

sin 0 cos 6
b
L(v) = / P2+ p207 di
In particolare se 6(t) =t allora vale la seguente formula

b
L(v)z/ o2+ pdt

Esempio 11.8 (Cardioide). p(#) = 2A(1 + cosf) dove A >0 e —m <6 <.
Tale curva é chiusa, semplice e regolare per 0 € (—m, ) (Esercizio)

L(7) :/ \/4A2 (sin® 6 + (1 4 cos?6)?) :QA/ V2+2cost

Da 1+ cos(2x) = 2cos® z si ha 2(1 + cosz) = 4 cos? (

cos? (Q>‘ = 8A/ cos? (Q)‘ = 8A/ cos? <Q> = 16A
2 ; 2 . 2

N[

) dunque

™

L) =44 [

—Tr

87



11.4 Curve piane

In questa sezione considereremo una curva v : [a,b] — R™ dove denoteremo ~(t) = (x(t), y(t))

Definizione 11.3. Il vettore tangente a v in (t) ¢ il vettore

. ’Y'(to) n—1
T0 = Ly €°

La retta tangente a ~ in y(ty)
r(t) =7(to) + T'(to)(t —t) tER

Definizione 11.4. Il vettore normale a v in (t) ¢ il vettore

- (8

ovvero ¢ ottenuto ruotando 7" di 5 In senso orario.

Se consideriamo la parametrizzazione per lunghezza d’arco (con la stessa orientazione)

otteniamo

T(s) = 7(s) = (¢, ¥')
N(s) = <gj’, —:Z’)

Se derivo T allora ottengo un vettore ortogonale a T dunque parallelo a N da cui

Fk(s) T'(s) = —k(s)N(s)
il numero E(s) si chiama curvatura scalare.

Un’ interpretazione geometrica della curvatura ci ¢ fornita dalla seguente Diamo ora un
significato prettamente geometrico alla curvatura dalla seguente:

Proposizione 11.9. Sia v una curva C2.
1l modulo della curvatura é il reciproco del raggio di un cerchio osculatore

Dimostrazione. Possiamo considerare v parametrizzata per lunghezza d’arco.
Sia sg € [a, b] fissato e Py € R
Poniamo

9(s) = [1(s) = Pol”

se scegliamo Py tale che ¢'(so) = ¢”(so) = 0 allora il cerchio {P € R* : |P — P|? = g(s0)} @
osculante alla curva.

g'(s) =2(y(s) = R)-(s)
dunque
d(s0) =0 = ~(so)—Fh=ANcon AeR

Mentre
g"(s) =2(W*+ (v — Po)y")
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Ora ~' = T che ¢ normalizzato e A’ =T = —kN dunque
1
d"(s9)=0 = 2(1+AN-kEN)=2(1-Xk)=0 = )\:E
Dunque con questa scelta di Py si ha B (Po, —) ¢ il cerchio osculatore (tangente alla curva

k(so)
e cerchio che meglio 'approssima) O

Ricorrere alla parametrizzazione per lunghezza d’arco potrebbe essere scomodo (o talvolta
impossibile). La seguente proposizione ci permette di calcolare la curvatura partendo da una
generica parametrizzazione

Proposizione 11.10. Sia v(t) = (x(t), y(t)) una curva piana.
La curvatura nel punto (t) ¢ data da

y”:c’ . :c”y’
3
(@ +y)?

Dimostrazione. Derivando ~(t) = 7(s(t)) otteniamo

k(t) =

7(8) ="(s(t) s'(t) = T(s(t)) 7' (1)]

() =T60) = T(0) = 5 (T60) = T(s0) W 0)

Dalla definizione del versore normale abbiamo N(t) = N(s(t)).
Poiche T"(s)N(s) = —k(s) allora

—k(s) = T'(s)N(s) = N(t)

Calcoliamo T"(t) e N(t). Posto R(t) = \/a'(t)* + v/(t)* otteniamo

oy ©'R—1'R y'R—yR
1~ (5.4) = ro- (DR

Mentre

da cui la tesi O

Esempio 11.11 (Ellisse). Sia

{x(t) = acost

y(t) = bsint

allora
k(1) = absin®t + abcos? t _ ab

(a2 sin’t + b2 cos? t) 2 (a2 sin?t + b2 cos? t) 2

dunque la curvatura ¢ minima in (0,b), (0, —b) mentre ¢ massima in (a,0),(—a,0)
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11.5 Curve biregolari in R3
Definizione 11.5. Una curva v € C? si dice biregolare se 7/(t),7"(t) # 0

Sia v : [a,b] — R3 parametrizzata per lunghezza d’arco.

Definizione 11.6. Il versore tangente a v in (s) ¢ il vettore

Se la curva é biregolare allora definiamo il versore normale a v in y(s) ¢ il vettore

_ T'(s)
77(s)]

N(s)

Dalle precedenti definizioni si ha
T'(s) = k(s)N(s)

dove k(s) = |T'(s)| = |7"(s)| prende il nome di curvatura.
Se la curva e biregolare, definiamo il versore binormale

B(s) =T(s) ANN(s)

Osservazione 76.
B'(s)=T'(s) NN(s) +T(s) ANN'(s) =N

infatti T & parallelo a N.
Il numero 7(s) prende il nome di torsione.

Ad ogni punto della curva v(s) possiamo associare un sistema di riferimento centrato nel
punto e avente assi individuati dai versori T'(s), N(s), B(s). Tale sistema prende il nome di
triedro di Frénet.

Tali vettori soddisfano le relazioni

T =kN
B'=71N
N' = —(rB + kT)

chiamate formule di Frénet

Osservazione T7. La curvatura € definita in maniera differente rispetto alle curve piane. Ad
esempio per curve in R3 la curvatura & sempre positiva.
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11.5.1 Parametrizzazione generale

Mostriamo ora come ottenere tutte le quantita nel caso di v generica

/

Y
vl

,yl/\,yl/
[y A"
N=BAT

Come si ¢ fatto nel caso di curve piane, possiamo dimostrare

Proposizione 11.12.
ANy
/() A" ()

Dimostrazione. Primo lezione del tutorato

7(t) =

Proposizione 11.13.
vy = YO 1)
v ()]

Dimostrazione. Primo lezione del tutorato

Osservazione 78. In queste formule stiamo commettendo un abuso di notazione infatti deno-
tiamo T e T con la stessa lettera, analogamente con N e B

11.6 Integrali curvilinei

Definizione 11.7 (Integrazione di funzioni lungo curve).
Sia v : [a,b] — R una curva regolare (a tratti), sia A C R™ aperto con Im~y C A.
Se f: A — R ¢é una funzione continua, definiamo 'integrale di f lungo ~ come

[f;éﬁwwandt

Osservazione 79. Se f = 1 allora [ f = L(7).

Osservazione 80. Usando la formula del cambio di variabile, osserviamo che f,y f non dipende
dalla parametrizzazione di v
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12 Forme differenziali lineari
Definizione 12.1. sia A C R™ un aperto. Un campo di vettori ¢ una funzione continua
v: A—>R"

dove poniamo
v(x) = (vi(x),...,v,(x))

Definizione 12.2. Sia A C R” un aperto con I'm~y C A allora definiamo l'integrale curvilineo

di v su vy come
v = des—/ | dt

Tale quantita prende anche il nome di lavoro di v lungo ~

Osservazione 81. L’integrale di un campo lungo una curva ¢ invariante per riparametrizzazioni
crescenti. Mentre assume segno opposto rispetto a riparametrizzazioni decrescenti

Ricordiamo dal corso di Geometria I

Definizione 12.3. Sia V uno spazio vettoriale su R allora definiamo il duale di V' come lo
spazio
Vi ={f:V—->R}

Osservazione 82. Se {ey,...,e,} ¢ una base di V allora {e', ..., e".} sono una base di V* dove
e R"—= R 6(6]')—61‘]‘
Nel seguito considereremo V = R" e porremmo e’ = dux;

Definizione 12.4. La funzione w: A — (R™)" che associa ad z € A il funzionale

n

= Z x)dx;
=1

prende il nome di 1-forma differenziale.

Osservazione 83. Ad ogni 1-forma differenziale é associato un campo di vettori

n

wir) =Y vx)dr = ov(@)=(vi(2),...,v(2))

i=1
Osservazione 84. Se w é come sopra e h € R™ allora per ogni x € A vale

n n

w(x)(h) =Y vi(z)dai(h) =D vi(x)h;

i=1 =1

Definizione 12.5. Sia w come sopra e 7 una curva regolare a tratti allora definiamo l'integrale

di w lungo v come
fe=

Esempio 12.1. Sia v(t) = (cost,sint) e w = —yde + z dy.

27 27
/w—/ '(t)) dt = / sin’t + cos’t = 27
0
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12.1 Forme esatte

Esempio 12.2. Sia f : A — R una funzione di classe C' allora il differenziale di f

dfzzgf

¢ una 1-forma differenziale

Definizione 12.6. Una 1-forma differenziale w si dice esatta se w = df con f € C.
In tal caso la funzione f si chiama primitiva di w

Inoltre, se v € il campo vettoriale corrispondente a w, v si dice conservativo e f potenziale
di v. In tal caso v =V f

Osservazione 85. Sia w = df con f € C'(A) e v: [a,b] — A una curva regolare

/ w = F((b)) - f(+(a))

”
infatti

b b
d
[e= [ Viaw vo= [ 5 rao) d=ae) - o)
¥ a a
dove l'ultima uguaglianza é il teorema fondamentale del calcolo

Teorema 12.3 (Caratterizzazione delle forme esatte).
Sia A CR™ un aperto connesso e w una 1-forma continua in A.
I sequenti fatti sono equivalenti

(i) w esatta

(ii) V7 curva regolare e chiusa vale /w =0
gl

(#i) Ny1,72 curve con stessi estremi e stesso verso vale f71 W= fw w

Dimostrazione. (1)=(ii) segue banalmente dalla proposizione precedente.
(ii)=-(iii) Sia 72 una riparametrizazione di 75 negativa. Allora v = 741 xJ2 ¢ un cammino chiuso

e quindi
O:/w:/w—l—/w:/w—/w
v 71 2 7 Y2

(iii)=(i)Fissato xy € A definiamo Vx € A

flx) = / w dove 7, & un cammino che congiunge xy a x
Yz

Osserviamo che per connessione 7, esiste sempre, ed inoltre da (iii) segue che é una buona
definizione (la definizione di f non dipende dal cammino scelto).
Dobbiamo verificare che w = df, cioé se w(x) = > v;(z) dz; allora per ogni i %(w) = v;(7)

Of _ g flathe)—fl@) . [
ox; h—0 h h—0

Oh

dove oy,(t) = x + te; per t € [0, h].
Allora
9 f

8% —flllir(l)h/ i(x + te;) —hm][ (x + te;) = vi(2)
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Osservazione 86. La primitiva ¢ definita a meno di costanti (che dipende dalla scelta di z).
Inoltre la primitiva ¢ di classe C!
Osservazione 87. Il teorema si applica anche ad aperti non connessi, basta scegliere xy nella

stessa componente connessa di .
In questo caso se A = | JA; con A; aperti connessi, allora per ogni A; si trova una primitiva

fie CY(A)
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12.2 Forme chiuse

Definizione 12.7. Sia w una 1 forma di classe C' (lo sono i coefficienti).

Diremo che w = E v;dz' & chiusa se

i=1
8112- . 8Uj
0 X 0 ZT;

Vi, j
Proposizione 12.4. Sia w una 1-forma di classe C*

w esatta = w chiusa

Dimostrazione. Poiché la forma é esatta allora esiste una funzione f con df(z) = w(x).

Ora .
df(z) = Zvi(x)dxi & VY g;ﬁf =

i=1

Vj
Poiché w ¢ C* allora f ¢ di classe C?. Concludiamo utilizzando il teorema di Cauchy-Swartz
Osservazione 88 (Controesempio a chiuso = esatta ). Sia A =R?\ {(0,0)} e definiamo

. 2)* _ Y *
CUA—)(R) W——I2+y2dl’+mdy

Mostriamo che tale forma & chiusa

P ( y )_ x2+y2—2y2_ yz—x2
Oy \ 2% +y’ (a2 +92)" (e +y?)

0 T 4y -2 P —a?
Ox \ 22 +y? (22 4 y2)° (22 +y2)?

Per mostrare che non é esatta, basta provare che 'integrale lungo la circonferenza unitaria di
w non ¢ nullo.

Sia v = (cost sint) e scriviamo w(z,y) = a(z,y) dz + b(z, y) dy allora

27 2m
/w = / a(cost,sint)(—sint) + b(cost,sint) cost dt = / sin®t + cos®t = 27 # 0
¥ 0 0

L’osservazione precedente ci mostra che affinché una forma chiusa sia esatta devo tener conto
della “geometria" dell’aperto A (in un senso che spiegheremo)

Proposizione 12.5. Sia R = H(ai, b;) un rettangolo (anche illimitato).
i=1

w: R— (R")" chiusa = esatta
Dimostrazione. (Dimostriamo il caso n = 2) Sia w = a(z,y) dz + b(x,y) dy.

Sia (zg,y0) € R e poniamo
f@MZ/ w+/ w
V() ¥

1(z,y 2(x,y)
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T2(ay)

(0, o) Yi(z)

dove
{71(”,) Cre, ] = R gy (1) = (& %0)
YVo(ay) ¢ Mo Y] = R Yogay)(t) = (2,1)
come in figura.
of

Verifichiamo che df = w ovvero — =ae — =1b

ox oy

flz,y) = /xa(t,yo) + dt—l—/yb(:c,t) dt

Zo Yo

0
dunque —f = b si ottiene derivando ’espressione rispetto a y mentre

Jy

of o,
Sr = a0yt [ Sl dr = ol 20)+ [ 5w 1) dt = oo, ) (e, p)-ate ) = ey

Teorema 12.6. Sia w chiusa. 71,72 due curve omotope.
Se 1,72 e l'omotopia sono C'* allora
f o=/
m 72

Dimostrazione. (Fissiamo per semplicita n = 2) Siano 71,72 : [¢,d] — R e poniamo h(t, s)
I'omotopia tra ; e ;. Fissato s poniamo v(t) = h(t, s).
Se

w(z,y) = a(z,y) dz + b(z,y) dy

a/w—a/ i) RIS

Ora usando le regole di derivazione delle funzioni composte otteniamo (non scrivendo tutte le

dipendenze)
d 1 2 d
— au’vhs + ayhs . 1 2 a<h) .
85/%&;_/0 (bxh§+byh§> (hi hi) dt+ o) hg, dt

Ora usando Cauchy-Swartz si ha hy = hys dunque posso integrare per parti ottenendo

/C ’ (ZEZD e dt = (‘ZEZD (h(ts) h2(t,s)) :_ <ZEZ)))th ”
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ma poiché h & un omotopia h(c, s) e h(d, s) sono costanti e dunque hy(c, s) = hg(d, s) = 0.

. . . h .
Ripetendo conti analoghi a quanto fatto per svolgere <Z((h§ ) - h; otteniamo

d
85/ W= / [afhéﬁﬂ ayh’hy + byhih? +Wf— (gfh%ﬁﬁ ayhih? + b.hih? +W)] dt =
Vs c

d
= [ (b = ) (202~ nin2) e =0

dove 'ultima uguaglianza deriva dal fatto che la forma ¢ chiusa (quindi b, = a,, ) O

Ricordando che

Osservazione 89. A aperto semplicemente connesso se e solo se ogni curva C' chiusa é omotopa
ad una curva costante con omotopia C'*

otteniamo

Corollario 12.7. Sia A C R"™ un aperto semplicemente connesso.
w: A= (R")" chiusa = esatta

Dimostrazione. Sia v una curva regolare e chiusa.
Poiché A é semplicemente connesso, vy é omotopa a 4 cammino costante.

/ ry = /( ) — O

Dunque w ¢ esatta (uso il teorema 12.3
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13 Superfici

Definizione 13.1. Sia > C R" chiuso.
Diremo che ¥ ¢ una k-superficie regolare se

VopeY 3p>0 FUCRF Fp: U—R"diclasse C* rhk(Dp) =k ©(U) = %N B(xo, p)

Definizione 13.2. Una ¥ C R™ una (n— 1)-superficie regolare si dice orientatata se ¢ definita

una scelta
N : ¥ — 5" ! continua N(z) € Tx(x)*

Osservazione 90. Sia U = {f < 0} con f: R® — R di classe C'. Poniamo ¥ = 9U allora se
V fis # 0 una scelta canonica per 'orientazione ¢ la normale esterna

Vi)
V(@)

Osservazione 91. Non tutte le superfici sono orientabili (es. nastro di Moebius)

N.(z)
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13.1 Misure di superfici

Andiamo a dare una definizione “ragionevole" della misura di ¥ che denoteremo con H*(3)

o p(r)=L-x

(1a) L matrice ortogonale.
Allora L & un isometria tra R* e L(R*) < R” dunque ¢é ragionevole porre

HY(2) = U]

(1b) In generale, posso scrivere L = L'S con L’ € M(n, k,R) ortogonale e S € M (k, k,R)
simmetrica. Poniamo

H*(X) = |det S| |U]

Osservazione 92. Tale definizione non dipende da S infatti
det(LTL) = det(STLTL'"S) = det(S)?

dunque posso anche porre

- [ VAT

e Siap: U—=R"conpeCerk(Dy)=k
Allora posso approssimare ¢ con (p,) € C*(U) lineari a tratti e porre

HH(E) = lim H* (2 —hm/ dx—/Uj@(:v) dz

dove J, = det(DED,)

e Se X = U% ) con ;(U;) N;(U;) = 0 se i # j allora

N A
:;/Uf]“ da

Osservazione 93. Non avendo chiesto ¢ iniettiva, la definizione di H*(X) ci fornisce la k-misura
di ¥ con molteplicita

Osservazione 94. H*(X) non dipende dalla parametrizzazione .
Siap: U—=Ye®: U —V un diffeomorfismo C! in R*.
Se poniamo 1) = ¢ o ®~! allora

A AR R E

dove I'ultima uguaglianza é il cambio di variabile
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Esempio 13.1.
e Per k =1 ritroviamo quanto osservato sulla lunghezza della curva.
p: =R = J,=|g|
dunque
H'(el0) = [ 1¢1= L)
e k=2en=23 allora
or

0= (¢'1(z,y), Y*(x,y), ¢*(z,y)) = D, = 902 @
@

< we e =

dunque

Jo= leallou = < purgy > =l A3

e k=n—1cepx)=(x, f(x)) con f: UCR" ! = R. Allora

Dy(z) = (éﬁlf"(xl)) = H”_I(Ff)z/U\/l—i-|Vf|2dx
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13.2 Integrali su superfici

Definiamo, in analogia a quanto fatto per le curve:

Definizione 13.3. Data ¥ una k-superficie in R" e f : ¥ — R continua con ¥ = ¢(U)

iniettiva.
[ 1= 1),

Poniamo
Osservazione 95. Tale definizione, non dipende dalla parametrizzazione

Osservazione 96. Nella definizione, sarebbe stato sufficiente f o ¢ integrabile in R¥

N
Osservazione 97. Se ¥ = Z ©i(U;) allora possiamo prendere funzioni
=1
m S =01 ie€{l,...,N}

tali che n;(z) = 0 se = & ;(U;) e che Va € X si abbia Zm(x) =1.
i=1
Tali funzioni si chiamano partizione dell’unita.

In tal caso
N N
= / Jomn = / Joi f (i)ni(i)
/Z Zzzl: »(Us) ZZ:; Ui ?

Si verifica, inoltre, che tali quantita non dipendono dalla scelta di n;

Osservazione 98. Se 3. é compatta allora esiste sempre un’insieme finito di carte ¢; : B — X
tali che

Y= U vi(B)
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Definizione 13.4. Sia ¥ C R” una (n — 1)-superficie regolare compatta e orientata .
Sia v : ¥ — R™ un campo di vettori continuo, la quantita

/U'N
by

Teorema 13.2 (della divergenza). Sia X = 0U una (n — 1) superficie regolare con U C R"
aperto limitato.
Siav: U — R™ campo di vettori C* .

Allora
/ZU'N:/[]diU(U(x))dx

si dice flusso di v attraverso X

"\ 0v;
dove div(x) = Z 9z, (x)
Dimostrazione.
e Sia (z,y0) € ¥ con zj, € R"! e poniamo
C = B(xg,r) % (Yo — &, 40 +€)

Supponiamo che ¥ N C =Ty e che v(z) = u(x) - e, con suppu C C.

Allora
Jdu 1@ gy
divv:/ —:/ dx// —d :/ u(a, f(2')) da’
/U ( ) cnU 6y B(z(,r) Yo—& 6y Y B(z(,r) ( f( ))
Inoltre S ) .
1+ |V fE)) V1+ [V ()|
dunque
[on-] )
S see /T4 [VI(@)]
Poniamo

p: B(r,zg) > XNC o) = (2, f(2))

allora J, = \/1+ |V f(z)]* dunque

W) [
e e / )

e Sia xy € X e supponiamo che esista R > 0 tale che Vi si abbia

B(zg,7) N X C C; cilindri con asse lungo e;

dove X N C; ¢ grafico di f nella direzione e;.
Se supp(v) C B(zo, R) allora

/dw Z/a“’ /a“’ Zi:/z(viei)-N:/Ev N
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Osservazione 99. Posso scegliere B(xg, R) come sopra se e solo se N(zg) non ¢ parallelo
ad un vettore coordinato e; per tutti gli ¢

In generale, dato xy € ¥ posso trovare O : R" — R™ ortogonale tale che O(N(x()) non ¢
parallelo a nessun e; dunque sfruttnado il punto precedente

/U div(v) = /O (o) = /O (000N = /E v N

Resta da risolvere il fatto che nei punti precedenti v ¢ “localizzato".
Prendo un ricoprimento

N
Y= Z B(z;, R) con z; € 03 e B(x;, R) come sopra

i=1
e una partizione dell'unita n; : R® — R per ¢ = 0,..., N tali che

suppno € U suppn; € B(z;, R)
allora

div(v-n;) = div(v) -n; +v-Vn, = Zdw(v ;) = divo - Zm +uv- Vz n; = div(v)

infatti Z'r]i =1.

7
Dunque

N

/dzv Z/dw v-n;) —/div(vno)—l—Z/( )div(v)-nl

Ora / div(vng) = 0 infatti presa
U

_ Jv-msexelU . _ - 8wz -
w(x)—{OSeng = /wa(vng)—/dww Z/Rnl/ﬁxz

poihc‘e w; ha supporto compatto.

Dunque i
/wa(u):;/z(mv).m:/zv.zv
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14 Formula di Gauss-Green e divergenza in R?

Definizione 14.1. Sia D C R? un dominio.
D si dice normale rispetto a x se

D= {(m,y) €R*: a(xﬁiiig(@ }

analogamente si definisce dominio normale rispetto a y.
D C R? si dice dominio regolare se
N
D=|JD;
i=1

con D; normale rispetto a x 0 a y e tali che Dy N D7 = 0

Osservazione 100. La frontiera di un dominio regolare 9D é un unione di un numero finito di
curve regolari a tratti. Dunque tale curva ammette un versore tangente (tranne al piu in finiti
punti) e dunque anche un versore normale.

Per convenzione orientiamo la frontiera di D in modo che il versore normale N risulti in ogni
punto esterno a D. Indicheremo tale orientazione con +dD e prende il nome di orientazione
positiva

Lemma 14.1.

(a) Sia Q C R? un aperto e P € C*(Q). Se D ¢ normale rispetto a x allora

/ de:—// Oy P dz dy
+0D D

(b) La stessa formula vale se D é normale rispetto a y

Dimostrazione. (a)

—/%/

"
Yo

~__

Vs

/ de—/ de—i—/ de—i—/ de—/ Pdzx
+0D 0 Yo 71 VB

Poiche 7y, y; sono costanti sulle x il primo e il terzo integrale sono nulli dunque otteniamo

= [ 170 - Pl s ar = [ (— / f:)%_];@’y)dy) do= [ Sy
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Vo

Dimostrazione. (b) Usiamo una funzione ausiliaria

F(z,y) = /7

Ora 0,F(x,y) = P(z,y). Andiamo a calcolare 0,F(z,y)
Posta

xT

de—/yP(a(t),t)a’(t)dt+/ P(s,y)ds

(v)

Gl - [ " P(s,y) ds

otteniamo

o[ Plawas] = 0,600 = 96l ) + AGlal).0
a(y)

Ora 0,G(w,y) = —P(w,y) mentre 0,G(w,y) = / 0y P(s,y) ds dunque otteniamo

—P(a(y),y)d/(y) —i—/ 0,P(s,y)ds

da cui

GyF:/ 0,P(s,y)ds
a(y)

Abbiamo dunque mostrato che F' € C' dunque 9, F dz + 9,F dy & una forma esatta da cui

/wD 0, Fdx+0,Fdy] =0

o,Fdy= [ 8,Fdy+ / 0, F dy
RL

+0D —Ya

Oy F(z,y) = / 0,P(s,y)ds = / O, F'dy =0
a(y) gl

e

da cui la tesi

Con una dimostrazione analoga si prova che

Lemma 14.2. (a) Sia Q C R? un aperto e Q € C1(Q). Se D ¢& normale rispetto a x allora

/MDQdy://Daerxdy

(b) La stessa formula vale se D é normale rispetto a y
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Teorema 14.3 (di Gauss-Green). Sia Q C R? un aperto e P,Q € C*(Q2). Se D tegolare allora

/m Pde+Qdy = //D 0,Q — 0,P) dz dy

Dimostrazione. Segue applicando i lemmi.
Considerando D come unione di domini regolari e poi osservare che i cammini che ho aggiunto
(per dividere il dominio) si cancellano

Corollario 14.4. Sia D C R? un dominio regolare

1
Area(D):/ xdy:—/ ydmz—/ xdy —ydx
+OD +0D 2 J+op

Dimostrazione. Segue direttamente dal teorema precedente.
Per la prima uguaglianza usiamo Q(z,y) = = e P(x,y) = 0 mentre per la seconda P(x,y) = —y

e Q(r,y) =0

Corollario 14.5 (Teorema della divergenza in R?). Sia Q C R? un aperto e F = (Fy, F) €
C1(Q,R?).
Sia D C Q un dominio normale allora

[raDF-nds://Ddiv(F)

dove div(F) = 0,F + 0,F» e s é lascissa curvilinea

Dimostrazione. ds é’elemento di lunghezza, ovvero se 7 : [a,b] — 0D ¢& una parametrizzazione
poniamo ds = |y/(¢)| dt

[ ponas= | b FiG0) - S0+ BO0): T ol a-

[y ()] ()

- / F (/) (1) — Fa(r(£)'(1)] dt = / IRy R

—F =P
Poniamo { 2 dunque per il teorema precedente, la tesi

F=qQ
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15 Superfici nello spazio

Specializziamo quanto abbiamo visto nella sezione precedente nel caso di ipersuperfici in R3

Definizione 15.1. Sia D C R? un dominio e ¢ : D — R3 regolare ed iniettiva, poniamo
Y =p(D).
Se f: 3 — R ¢ tale che f o ¢ ¢ integrabile su D poniamo

/Zfda = /Df(ﬁp(u,v)) |0, v) A @u(u,v)| dudv

Se F': ¥ — R3 & un campo di vettori, poniamo il flusso di F attraverso ¥ come
©u(u, v) A py(u,v)
F-ndo = F W )| dudv
> W

Osservazione 101. @, A p,| = ’JA@‘ ¢ chiamato elemento d’aria.

11 vettore ¢, A @, & ortogonale al piano tangente alla superficie

Definizione 15.2. Data una superficie ¥ = ¢(D) definiamo il suo bordo come la curva
0D = p(0D).

Definizione 15.3. Dato (3, n) superficie orientabile in R3. Definisco 1'orientazione positiva
7: 0¥ — R3 con 7 campo tangente unitario tale che 7 A n “punta" sempre “fuori” da .

Osservazione 102. Se ¥ = ¢(D) allora ¢ definisce un’orientazione canonica della curva 0%.
Infatti ¢ induce un’orientazione su ¥ data da

pu(u, ) A po(u, v)
|fu(u, V) A oo, )|
Teorema 15.1 (di Stokes). Sia ¥ C R? una superficie orientabile con bordo 0% di classe C*

e U CR? aperto.
Sia F = (F'F? F3): U— R3¢ un campo di vettori C* e w = Ftdx + F?*dy + F3dz allora

/ cu:/rotF-ne do
o+% b

n(u,v) =

dove
€1 €9 €3
T’OtF:“V/\F”:“ % g_y % ”
F' F? F3
Dimostrazione. Supponiamo Y = (D) con ¢ € C2.
Scriviamo
F(x7 y’ 2) - (X<a:'7 y7 z)? Y(l’7 y7 2)7 Z<x7 y7 z))
e

Y3 o(u,v) = (x(u,v), y(u,v), z(u,v))
Inoltre, sia w(x,y,z) = X dz + Y dy + Z dz la 1-forma associata a F’; con tale scelta abbiamo

[
oty oty

Yu 2u

v Z’U

Ly, Ly,

+ (Xz _Z:L‘) N

Yu ] du dv

v yv

/DrotF-(sou/\%)dudv :/D [(Zy -Y)

+ (Y, — X,)

v x’l}

107



Sia
¢ty =poy: "D —-R>  @(t) = | ylu(t),v(t))

dove (t) = (u(t),v(t)) & la parametrizzazione positiva di 0D

[ o= [ (301G 2660) - #00at =
_ /0 (Xt + Vi + Zo) el (1) + (Xig + Yoo + Zo) () df =
= /(%D (Xzy + Yy, + Z2z,) du+ (Xz, + Yy, + Z2z,) dv
_ /D (Xz,+ Yo+ Z2,), — (Xau+ Yya+ Z2,),) dude

dove 'ultima uguaglianza ¢ il teorema di Gauss-Green in R2.
Continuando a svolgere i calcoli otteniamo

/ w :/ Ou(Xxy) — 0y(Xxy) + 0u(Yyy) — 0w(Yyu) + 0u(Zzy — 0y(Z24) =
oty D
—/ XoTyy + Xyyuy + X, 2,2, + Xy, — (Xpxyx, + XYy + X, 2,24 + Xar,) + ...
D

dove abbbiamo usato il teorema di Cauchy-Swartz. Una verifica diretta mostra adesso la tesi [
Facciamo alcune precisazioni

e Il caso p € O si fa per approssimazioni: nella tesi non compaiono le derivate seconde ma
solo le prime.

e Data ¥ orientabile e compatta, posso sempre trovare ¢; : D — R? tali che ;(D)N ¢;(D) = 0
per i # j e con X = |Jpi(D).

In tal caso
/TOtF ‘n = Z/ rotF - [(i), N (¢i),) dudv
) — Jp

[
oD 9% 0i(D)

i

dunque non é restrittivo supporre ¥ = ¢(D)
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15.1 Superfici di rotazione

Proposizione 15.2. Sia ¢ la parametrizzazione della superficie ottenuta dalla rotazione attorno
a z di una curva nel piano (x, z) allora

Jp =rVr? 4 27

dove r indica la distanza dall’asse z

Dimostrazione. Parametrizziamo la superficie come

r(t) cos 6
o(t,0) = [ r(t)sind

2(t)

otteniamo
r'(t) cos —r(t)sind
Oyp(t,0) = | r'(t)sind Opip(t,0) = | r(t)cosb
2 (t) 0
da cui
—r(t)z'(t) cos b
Op N Opp = | —r(t)2'(t)sind
r(t)r'(t)
ovvero

10,0 N Ogip| = rV/17? 4 22

O

Esempio 15.3 (Superficie del toro).

Il toro ¢ il solido ottenuto ruotando una circonferenza nel piano (x,z) di raggio R e centro
(a,0).

Ora r(t) esprime la distanza tra un punto della circonferenza e l'asse z, r(t) = a + Rcost da
cui ottentamo

z(t) =(a + Rcost)cosf
y(t) =(a + Rcost)sinf
2(t) =Rsint

dove (t,0) € [0,27] x [0, 27].
Da cui seT ¢ il toro otteniamo

2 27
H*(T) = / / (a+Rcost)\/(Rsint)2 + R2cos?tdf dt = 4n*aR
o Jo
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16 Equazioni differenziali. Teoria

Definizione 16.1. L’equazione differenziale ordinaria di ordine k in forma implicita é una
scrittura della forma

F (2,y(),y'(2) ...,y"(2))

dove
ezc[]CR
e FIx (R") - R"
e l'incognita ¢ la funzione y : I — R™.

Se I’equazione precedente, puo essere scritta come

y B (@) = f(z,9/(2),...y"* D) (4)

diremo che é messa in forma esplicita

Osservazione 103. Possiamo trasformare ’equazione (4) di ordine k£ in un equazione di ordine
L.
Ponendo

Y(2) = (y(@),y/ (), 5" V()
otteniamo che I'equazione (4) diventa

Yi(z) = f(z,Y(z))

Stanti di questa osservazione, possiamo considerare solamente equazioni differenziali del primo
ordine

Notazione. Sia zyp € R e a > 0 allora poniamo 1,(z¢) = (a — xg, a + zo).

Setting generale. Fissato (xg,150) € R x R" e sia f : I,(z9) X B(yo,7) — R" allora
consideriamo il problema di Cauchy

{wwzﬂ%wm

3/(300) = %Yo

(5)
Definizione 16.2. La formulazione integrale del problema di Cauchy (5) ¢ l'equazione
va) =+ [ ity de ©)
zo

Osservazione 104. y risolve (5) se e solo se y risolve (6)

110



16.1 Teorema di Cauchy e sue conseguenze

Teorema 16.1 ( di Cauchy). Se f (come sopra) é una funzione continua & lipschitziana in y
0vvero

3L |f(z,01) = f(z,92)] < Llys — 92|  Vz € (20— a,70 + a)
allora 36 > 0 ed esiste una ed una sola funzione y : Is(xg) — R™ derivabile nell’intervallo di

definizione e soluzione del problema (5)

Dimostrazione. Mostriamo che (6) ha un’unica soluzione.
Definiamo

F: C(s) = C(ls)  F(y)(z) =yo+/$f(t,y(t))dt

risulta evidente che y € soluzione del problema integrale se e solo se y € un punto fisso di F' .
Consideriamo
Xos ={y € CUs) = lly = wollox <7}

tale spazio ¢ uno spazio metrico completo (con la norma indotta da C(Is)). Cerchiamo ¢ in
modo che Fx, ; risulti una contrazione

e Proviamo che F(y) € X, s per ogni y € X, 5. Ora

[F'(y)(2) = ol =

A:ﬂummd4éﬂﬁ

dove M = sup|f(x,y)|.

Dunque affinche ||F(y)(x) — yo|| < r deve accadere § < {7

e Mostriamo che € una contrazione. Sia y1,y2 € X,

|E'(y1)(2) = F(y2)(2)] =

/mﬁwwﬁﬁ—f@m@md4S/ﬁU@wﬂD—f@m@Mhﬂé

0
<L () = ga(t)] dt < Lofjyr — gl
Zo

dunque se vogliamo che sia una contrazione L) < 1 ovvero § < %

Per 6 < a,5; ed < % ha F' é una contrazione e dunque ammette un unico punto fisso; tale

punto fisso & I'unica soluzione del problema (5)

Corollario 16.2. Siay : (xg—0d1, 20+ 02) = R la soluzione massimale del problema di Cauchy.
Allora si verifica una sola delle sequenti opzioni

052:a

e lim y(x)=yotr

{E*)(sz
Analoghe opzioni valgono per 6,

Dimostrazione. Supponiamo, per assurdo che d, < a e che [ = liI%l y(z) e (yo—r,y0+7r) .
Tr—02

Ora possiamo estendere la soluzione “ripartendo” con condizioni iniziali (zg + d,1) contro la
9
massimalita di y O

Corollario 16.3. Se 01,605 sono i tempi massimale di esistenza. Allora 61,0, < min {a, B
ovvero non compare la dipendenza da L
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Corollario 16.4 (Teorema dell’asinto). Sia f : (g — a,xo+ a) x R" — R"™ allora

h<a = lim |y(z)| = £o0
JI—)CIZ()-HSQ

h<a = lim |y(z)| = +o0

CC*)'Z'O*(SQ

Proposizione 16.5 (Studio delle simmetrie). Sia f : R — R" — R"™ una funzione che soddisfa
le ipotesi del teorema di Cauchy-Lipschitz in un intorno di (0, ).
Consideriamo il problema

{u’ = f(t,u)
u(0) = «

allora
(a) Se f(t,x) = —f(—t,x) allora la soluzione u ¢é pari
(b) Se f(t,z) = —f(—t,x) eu(0) =0 allora la soluzione u & dispari
Dimostrazione. (a) Sia v(t) = u(—t) allora
V(t) = —u'(=t) = —f(=t,u(=1)) = f(t,u(=1)) = F(t, (1))

allora v'(t) = f(t,v(t)) con v(0) = a. Si conclude per unicita della soluzione.
I punto (b) & analogo

Osservazione 105. Sono necessarie le ipotesi di unicita infatti

{u’(t) = 2/[u]
0

allora F'(t,x) = \/|z| soddisfa le ipotesi di b ma la soluzione

u(t):{o set <0

2 set>0

non ¢ dispari
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16.2 Dipendenza continua dal dato iniziali

D’ora in poi denoteremo con y(z;yo) la soluzione del problema di Cauchy (5)
Supponiamo che valgano le condizioni di esistenza ed unicita allora

Teorema 16.6. Sia y; € B(yo, ) allora

[y (x5 90) =y y) < Clyo =l Vo € I5(xo)
dove & e c dipendono da f (ovvero da M e L)

Dimostrazione. Ricordiamo che la forma integrale del problema ¢ data da
y(xyi) = ys +/ f(s,y(s;y;))ds per i = 0,1
0

dunque otteniamo per z € I3

ly(@;90) — y(@;91)] <lyo — il + /z [F(s,y(s:90)) = f(s,4(s;1))] ds <

<l|yo — y1| + Lgsulp ly(s;90) — y(s;11)]
sEe 5

Passando al sup per x € I5 otteniamo
ly(z;90) = y(@; y)ll e < Yo — vl + Lo [[y(x;90) — y(@;91)]] o

Se § < % abbiamo

y(z;90) — y(@591)| e < Yo — v

1—Ld

Osservazione 106. Dall’equazione 3y’ = f(x,y) otteniamo

Y (z590) = v (@390 oo = [1f (@, y(z590) — f (@, y(z; )| e < Ly y0) — y(@;y1)|| e < eLlyo — y1]

dunque la convergenza ¢ anche in C* ()

Lemma 16.7 (di Gronwall). Sia v € C° (I5(x)) e siano o, 8 > 0 tali che
[
zo

v(z) < aePlz—ol

0<wv(x)<a+p Yz € Is

allora

Dimostrazione. Guardiamo il caso x > 0 e poniamo

Osserviamo che u verifica uv/(z) = fv(x) dunque
W< Bu(z) = W —pu<0 = e Pl — gy) = [e‘ﬁ(x_xO)u], <0
Ovvero la funzione e #@=%0)y & decrescente, da cui
Vo >xg e Py () < u(zg) = o

Poiche 0 < v(z) < wu(x) si ha la tesi O
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Ripercorrendo la dimostrazione del teorema e usando il lemma ottengo

Teorema 16.8. Nelle ipotesi precedenti si ha

ly(zi90) — y(iy)| < " yg — | Vz € I

Dimostrazione. Ragionando come prima si arriva alla stima

(o) — y(asy)l < lyo — wil + L / ly(s,90) — y(s;91)] ds
o

e si conclude con il lemma di Gronwall dove a = |yg —y1|, 8 = L e v(x) = |y(z;90) — y(x; y1)|
Ll

Osservazione 107. Con un po’ di attenzione si vede che c¢’¢ dipendenza continua (lipschitz) anche
dalla coppia (zg,yo) ovvero c¢’é dipendenza continua delle soluzioni rispetto ai dati iniziali
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16.3 Teorema di esistenza

Iniziamo ricordando un teorema di compattezza per funzioni continue su un compatto

Teorema 16.9 (di Ascoli-Arzela). Sia K uno spazio metrico compatto.
Sia (fu)n C C(K) tale che

1. sup | fu(@)| < 00

2. Le f,, sono equicontinue: Ve > 030 >0 d(z,y)<d = Vn |fu(x)— f(z)|<e
Allora esiste f € C(K) e (ng)x tale che f,, — f in C(K) per k — +o00

Dimostrazione. Poiché K & compatto ¢ separabile (ammette un denso numerabile)

X = U X,, con X, finiti
n=1
infatti dato n la famiglia {B (x, %)}
coprimento finito {B (:L‘, %) }xeX .
Ora Vz € K esiste 2’ € X, con d(z,2') < + dunque X ¢ denso in K

ek ¢ un ricoprimento aperto e dunque esiste un sottori-

Fissiamo un’enumerazione di X = (z,,),.

Per 1 la successione n — f,(x;) ammette una sottosuccessione fle)(xl) che converge a ;.
Applichiamo ora lo stesso ragionamento a fél)(:cz) e cosl via ...

Sia g = f,gk) allora gx(x;) — y; per ogni z; € X.

Mostriamo che g ¢ di Cauchy.
Dato € > 0, esiste 0 tale che valga la 2. Consideriamo 7 tale che
Sia x; € X5. Poiché gi(z;) converge ¢ di Cauchy ovvero

< 9.

3l

k., Va, € X ge(x) —ai(x)| <e Yk 1> k.,

Sia k. = max; k. ;
Fissato x € K esiste z; € X5 tale che d(z,z;) < % < 0 dunque

lgr(x) — gi(2)| < |gr(x) = gr(x;)] + |gx(xs) — qu(@)| + gi(x;) — gu(x)] < 3 VE, I > k.
L]

Osservazione 108. Se f, : R — R sono tali che f, sono equilimitate ed equicontinue su Br
per ogni R > 0.
Allora esiste una sottosuccessione f,,, e una funzione f: R"™ — R continua tale che

fn. = f per k — +oo

uniformemente in ogni compatto K C R"

Teorema 16.10 (di Peano). Sia f : (xg — a,z0 + a) X B.(y9) — R" una funzione continua
e limitata. Allora esiste una soluzione al problema di Cauchy (5) definita in x € I dove
6 =min{a, 75} con M =||f||,
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Dimostrazione. Si approssima f con funzioni localmente lipschitziane in y. Possiamo prendere
ad esempio

fe(z,y) = inf ){f(fv, z) +kly — 2|}

z€B(yo,r

Osserviamo che f(z,z)+k |y — z| & una funzione k-lipschitz; essendo le funzioni lipschitz stabili
per passaggio al limite si ha f; lipschitz.

Per il teorema di esistenza ed unicita esiste un’unica y : Is, — R™ (con d; — J) soluzione del
problema

{y’ = fu(z,y)

y(wo) = yo

Osserviamo che le y; sono equilimitate, poiché v, = fr(z,yx) < f(x,yx) le y;, sono equilimitate
si ha g, equilipschitz e di conseguenza equicontinue.

Per Ascoli-Arzela esiste dy : Is — R™ tale che y;, — y uniformemente e a meno di sottosucces-
sioni.”“ Ora le y; verificano

M@mefﬁ@%@ms

e passando al limite in k otteniamo

ym=m+/3@umw

e dunque y € soluzione del problema di Cauchy O

Osservazione 109. In generale sotto le ipotesi del teorema di Pean la soluzione nob é unica:
dipende da come approssimiamo f.

Un altro modo potrebbe ssere utilizzare i polinomi e usare il teorema di Stone-Weistrass (i
polinomi sono densi nelle funzioni continue)

Esempio 16.11 (Baffo di Peano). Consideriamo il problema

%mwnwmm

y(0) =0

allora al variare di xo > 0 abbiamo che tutte le funzioni della forma

0 sex < xg
(x —x0)? sex > mg

sono soluzioni.
Dunque non c’é unicita ma pero abbiamo esistenza
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Proposizione 16.12. Supponiamo che |f(x,y)| < a(x) |y| + b(z) con a,b funzioni continue e
limitate. Allora ho esistenza globale delle soluzioni

Dimostrazione. Se consideriamo il problema in £ = I5 x R™ e posto A = supa(z), B = supb
ottengo

()| < yo + 268 + A / ]

Ora, per Gronvall si ha
ly(x)] = (yo + 26B)e* ! < 40

dunque ho esistenza globale della soluzione
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17 Sistemi lineari

Consideriamo il sistema

Y'(t) = A@®)Y (t) (7)
y(t)
dove A: I CR — M(n,n) continua e Y = : é una funzione vettoriale incognita
yn(t)
Osservazione 110. Consideriamo M (n,n) con la norma operatore ||M|| = max,ecp(o,1) |Mz|

Osservazione 111. In questo caso siamo nelle ipotesi di esistenza ed unicita e anche di esistenza
globale

Proposizione 17.1. Le soluzioni dell’equazione y'(z) = A(x)y(x) sono uno spazio vettoriale
di dimensione n.
Una base ¢ data da {y,...,y,} dove y; é soluzione del problema di Cauchy

{y’ = A(z)y(z)
y(0) = e

Dimostrazione. 11 fatto che I'insieme delle soluzioni formi uno spazio vettoriale ¢ una semplice
verifica.

Per ogni yo = ((40); ;- - -, (¥0),,) abbiamo

n

y(@) =Y (), vil)

i=1
¢ I'unica soluzione del problema con dato iniziale g O

Proposizione 17.2. Le soluzioni dell’equazione y'(z) = A(z)y(x) + b(z) formano uno spazio
affine di dimensione n.
Se y(x) ¢ una soluzione allora vale

y(x) = yp(r) + yo(z)

dove y,(z) & una soluzione particolare mentre yo(x) é una generica soluzione dell’equazione
omogenea associata

Dimostrazione. Se y; e yo sono soluzioni dell’equazione allora
(h1(z) = 1a(2)) = A2) (1(2) — y2(2))
e dunque la loro differenza risolve il sistema omogeneo associato O

Osservazione 112. Le equazioni lineari di ordine k£ > 1 rientrano in questo caso.

Se

E
—

y V(@) =) ai(x)y(z) + b(w) (8)

i

I
o

con y,a;,b : I — R allora posto Y(z) : I — R* con Yj(z) = y"Y(z), otteniamo che il
sistema (?77) ¢ equivalente al sistema

Y/(z) =Y
Yi(x) = Y10 aiYiq + b(x)
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che puo essere scritto nella forma

dove

ap ap ... Qp—q
17.1 Matrice Wronskiana
Definizione 17.1. Siano Yi(t),...,Y,(t) soluzioni di (7) allora la matrice
W(t) = (Yi(t) ... Ya(D)

prende il nome di matrice wronskiana. Tale matrice soddisfa

Osservazione 113. Sia ty € 1
Y1, ..., Y, soluzioni linearmente dipendenti = det W (ty) =0
Osservazione 114.
det(W(tp)) =0 = Yi,...,Y, linearmente dipendenti

Dimostrazione. det W (ty) = 0 allora Yi(to), ..., Ya(to) sono linearmente dipendenti quindi

AL A0 D AYite) =0

Ora Y (t) = >_ \;Y;(t) € una soluzione di (7) con Y(ty) = 0 dunque per unicita Y (¢) = 0 per
ogni tempo ¢t

Corollario 17.3.

{Y1,...,Y,} base dello spazio delle soluzioni <  det (Yl(to) Yn(to)) =0 pertyel

Proposizione 17.4. Sia W(t) la matrice wroskiana per il sistema (7). Posto w(t) = det W ()
st ha
w'(t) = a(t)w(t) con a(t) = Tr(A)

Dimostrazione. Sia ®(M) = det M allora abbiamo visto che
d¢(M)[H] = Tr(HH ") det M
dunque

w'(t) :% (W (2))) = dp(W () [W'(1)] = Tr (W ()W (t) ") det W (t) =

=Tr (AW ()W (t)7") det W (t) = tr(A)w(t)
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17.2 Esponenziale di matrici e caso a coefficienti costanti

Definizione 17.2. Sia A € M (n,n) allora definiamo ’esponenziale della matrice A come
la funzione

e: M(n,n)— M(n,n) et = T
k=0
Osservazione 115. Poniamo "
fe(A) T
allora otteniamo
14"
ruay < 195
Ora .
k=0

dunque per il criterio della convergenza totale (nello spazio M (n,n)) otteniamo che le somme
parziali delle fj convergono uniformemente sui compatti di M (n,n)

Proposizione 17.5. Valgono le sequenti propieta

(i)

(i)

dove I ¢ la matrice identica

(iii)

det e? = "™

(iv)

A
)\]_ 61

Dimostrazione.

(i)

A+ B &Lk AB gL Al B > Al
D I N M () e R DI R B DD B

k=0 ! k=0 i=0 i=0 j=0
dove abbiamo usato il cambio di variabili j =k — 1
(i) Siragiona come in R
(iii) Si usa che det(I +¢cA) =1+ etr(A) + o(e).

(iv) Verifica per esercizio
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Teorema 17.6. La funzione x — e% ¢ differenziabile e si ha

d
g = At
Dimostrazione. Alwth) _ A Ah
d Ar __ e —e” _ Ax € — I
e e
Ora ko k kpk
X, Ak  Arnt
Ah _ — =
e —k X —I—i—hkz: o = A+ O(h)
=0 =1

da cui la tesi

Corollario 17.7. Il sistema lineare omogeneo a coefficienti costanti

ha come soluzionne

Corollario 17.8. La soluzione di

y(o) = Yo
é data da N
y(x) = eAMe=20)y +6A””/ e %b(s) ds

zo

Dimostrazione.
Y (z) = Aer @0y 4 AT /w e b(s) ds + ee b(z) = Ay(x) + b(x)
o

e y(zo) = o
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17.2.1 Calcolo dell’esponenziale di matrici

Osservazione 116. Se A = MCM ™! allora e = Met¢ M1

Dimostrazione. Per induzione su k si prova che
AF = (MCM™)" = MCF M

allora o o
=tk A = tkC
! =2 M !

k=0 k=0

M~ = Me“ M

Sfruttando la forma canonica di Jordan: A = MCM~"! dove
s
B, ’
C= dove B; =

S

data la struttura a blocchi

etBk

dunque basta capire come é fatto I’esponenziale di un blocco di Jordann.

Sia B = Al + N dove N ¢ la matrice di tuti zeri tranne uni sulla sovra-diagonale principale.
Poiché \I e N commutano si ha

otB — Gt IN _ AT N (o tN Ztk o
k=0 ’

La serie in realtd ¢ una somma finita infatti se NV ha taglia m x m si ha N' = 0 dunque

At tet =1t

€ a—ni€

te)\t

e)\t

Osservazione 117. Attenzione la forma canonica vale per matrici su C
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17.3 Classificazione dei sistemi 2 x 2
Consideriamo il sistema

cona,b,c,d e R

' = ax + by
y =cx+dy

sia A = (Z Z) la matrice del sistema e supponiamola invertibile.

Il polinomio caratteristico di A ¢ dato da A\? — tr(A)\ + det A.

Studiamo il comportamento del sistema al variare della forma di Jordan

e )\ < )\, autovalori reali distinti. Se vy, vy sono gli autovettori. La soluzione generale é

della forma
Aot

c1e™Mtuy + coe™t,
Allora si possono verificare 3 casi

— Se A1 < A9 < 0 allora abbiamo un nodo stabile
— Se 0 < A1 < Ay allora si parla di nodo instabile

— Se \; < 0 < )y allora si parla di sella
e Un unico autovalore A
— se b =c = 0 allora ho un nodo a stella la soluzione ¢ della forma
()
y(t) Yo

che puo essere instabile (A < 0) oppure stabile (A > 0)
— (b,¢) # (0,0) allora & un blocco di Jordan di taglia 2. Le soluzioni sono del tipo

z(t)\ (e + coteM
y(t)) cpet
in questo caso si parla di nodo degenere (stabile o instabile)

e Due autovalori complessi coniugati.
Sia A = a + i/ un autovalore e h € C? un autovettore corrispondente.
Allora in questo caso h é 'autovettore corrispondente a .

Posto 1 1
§:§(h+h) nzé(h—h)
si ha
AL = o — b
An=al+pn

dunque nella base {£,n} abbiamo (g _ozﬁ

Cerchiamo dunque delle soluzioni della forma

¥ =ar — Py
Yy —ax+ Py
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Introducendo le coordinate polari otteniamo che il sistema (9) ¢ equivalente a
cos f o~ sinf\ , (cos@ v sin 6
W\ sing P\ cost ) =P \sino p cos 6

e . 0 —sind . q o .
Ora poiché i vettori 57 o ") sono ortogonali si ha che il sistema ¢ equivalente
sin cosf

p=ap o )P = poe
0'p=Bp 0(t) = B(t + to)
da cui abbiamo i seguenti casi

—a=0 = p(t) = po dunque le orbite sono cerchi. Si parla di centro
— «a < 0 i parla di fuoco stabile

— «a > 0 si parla di fuoco instabile

Riassumiamo la catalogazione. Posto

p:TT(A):)\l—f—/\Q
g=det A=)\ -\

si possono verificare le seguenti situazioni

Autovalori distiti Autovalori coincidenti | Autovalori complessi
p? —4qg >0 p?—4g =0 p? —4qg <0
punto di sella nodo a stella centro
(autovalori di segno opposto: ¢ < 0) (diagonalizzabile) (p=0)
nodo nodo degenere fuoco
(¢ > 0)

Tabella 1: Classificazione dei sistemi 2 x 2
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Figura 1: Diverse orbite a seconda dei valori di p = Tr(A) e ¢ = det A
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18 Sistemi autonomi

18.1 Sistemi autonomi
Sia Q C R™ un aperto e F' € C*'(Q, R) localment lipschitziana.
Consideriamo il sistema

{y' =Fly) ()

y(to) =p (C.1.)
diremo che tale sistema ¢ autonomo: F' non dipende dal tempo

Proposizione 18.1. Per ogni punto p € 2 passa un’unica orbita, ovvero, se Y1,Ys soddisfano
(%) e sono tali che Yi(t1) = Ya(ts) = p allora Ya(t) = Yi(t + t1 — to)

Dimostrazione. Poniamo Yy = Yi(t 4 t; — t5) allora Ys(ty) = p = Yi(t,) allora Ya(t) = Yi(2)
infatti sono due soluzioni con le stesse condizioni iniziali

Corollario 18.2. Se y ¢ soluzione di (x) con y(t1) = y(t2) allora y ¢é peridica

Proposizione 18.3. Sia o € C*(Q,R) con ¢ > 0 allora i due sistemi
y=Fly) v =oF(u)

hanno le stesse orbite

Dimostrazione. Sia y ¢ soluzione di (x) con y(0) = p.
Sia h tale che h'(t) = ¢(y(t)) con h(0) = 0.
La funzione u(t) = y(h(t)) ¢ tale per cui

u'(t) =y (RN () = F(y(h(6)e(y(h(t)))
Poiché u(0) = p si conclude per unicita

Osservazione 118. Se y ¢ soluzione di y' = F(y) allora u = y(—t) ¢ soluzione di v’ = —F(u)
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18.2 Integrali primi
Definizione 18.1. Sia V € C*(, R) si indica con

V(p) =VV(p) - F(x)

/
_F .
Osservazione 119. Sia y(t) una soluzione del problema {y(O) ) allora V(p) = SLy(t)
y(0) =p =0

Definizione 18.2. & si dice integrale primo di ¢/ = F(y) se £ = 0 per ogni punto p €

{$/ = f(l',y)
y =g(z,y)

si dice esatto se lo ¢ la forma gdx — f dy

Definizione 18.3. Il sistema

Proposizione 18.4. Un sistema esatto ammette un integrale primo

Dimostrazione. Se w esatta allora esiste una funzione £ tale che 0,€ = g e 9,€ = —f. Allora
s we (N
&E=V¢E g) = 9f —fg=0

Esempio 18.5 (Pendolo semplice). L’equazione differenziale che descrive il pendolo semplice

€
" _

¢’ = —ksiny dovek:%

con @ l’angolo che il pendolo forma con la direzione verticale e l la lunghezza del filo.
Tale sistema risulta equivalente a

o'=1

I' = —ksingp

Ora la forma —ksinpdy — I dI ¢ esatta e una sua primitiva ¢ la funzione
1,
E(p,I) = 5] + k(1 — cosp)

per la proposizione precedente £ & un integrale primo. Le traiettorie sono E(p, I) = cost
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18.3 Stabilita di sistemi

Notazione: con ¢,(t) denotiamo la soluzione del sistema

{y’ = F(y)
y(0) =p

Definizione 18.4.

po € (1 sidice punto stazionario per il sistema (10) se F'(Fp) = 0.

Un punto stazionario P si dice iperbolico se Re()\) # 0 per ogni autovalore A di D f(F)

Un punto stazionario F si dice stabile se

VR>0 3Ir>0 Vpe B(Py,r) |pp(t)— Bl <R Vit

Un punto stazionario F si dice asintoticamente stabile se ¢ stabile e

Ir>0 Vpe B(R,r) lim ¢,(t) =F

t——+o0

Definiamo il bacino di attrazione del punto P, come l'insieme

Qp, = {p SO tl}gloo%(t) = Po}
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18.4 Funzioni di Lyapunov

Definizione 18.5. Sia P, un punto di equilibrio per il sistema ¢’ = F(y) (cioé¢ F(Py) =0 ).
V' ¢ una funzione di Lyapunov vicino all’equilibrio Fj se ¢ continua

(i) V(Fy) =0e V(z) >0 perx+# B
(i) V(z) <0 per ogni =

Proposizione 18.6. Se Iy ha una funzione di Lyapunov allora e stabile.
Inoltre se vale V(x) < 0 per ogni x # Py allora Py é asintoticamente stabile

Dimostrazione. Senza perdita di generalita supponiamo Py = 0 e B(0, R) C .
Sia

m = min V(z) >0

|z|=R

Fissato 0 < & < m, scelgo 1y tale che B(0,7) C {x : V(x) < ¢} (posso farlo per la continuita
di V e poiche V(0) = 0).
Fissato P € B(0,r) vogliamo provare che pp(t) € B(0,r) per ogni t > 0.
Poniamo

Y(t) = V(pp(t))

allora

U(t) = VV(er(t)@p(t) = VV(ep(t)) - Flep(t)) = V(er(t)) <0
<

dunque 1 ¢ decrescente da cui ¥(t) < (0) = V(p) < e.
Poiché € < m si ha p,(t) € 0B(0, R) e dunque |¢p(t)| < R per ogni t > 0.

Andiamo a mostrare il secondo punto.
Sia 1) come sopra, 1’ <0 e
co= lim (t)

t——+o0

Mostriamo che ¢y non pud essere positivo.
Se per assurdo ¢y > 0 allora prendo ¢ con B(0,9) C {z : V(x) < ¢}
Poiche 1 decrescente, 1(t) > ¢o da cul p,(t) ¢ B(0,9).
Sia
o= max V(z) <0
o<|z|<r

Abbiamo visto che ¥/(t) = V(pp(t)) < o da cui ¥(t) < (0) + ot il che ¢ assurdo infatti poiche
o < 0 esiste ¢t con ¥(t) < co.
Dunque ¢y = 0 e poiché V' > 0 si ha ¢(t) — 0, da cui pp(t) — 0

Proposizione 18.7 (Condizione per l'instabilita). Se I3W € C1(Q) tale che
o W(P) =0 ed 3P, — Py con W(Pg) >0
° W(w) > 0 per ogni x # B

allora Py € un punto instabile

Dimostrazione. NON MI TORNA
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Per vedere la stabilita di un punto stazionario possiamo, sotto opportune ipotesi, studiare
la stabilita del sistema linearizzato

Teorema 18.8 (di linearizzazione o di Hartmon-Grobman).

Sia f: R* — R™ di classe C' e py un punto stazionario iperbolico.

Allora esiste U intorno di p ed un omeomorfismo ® : U — R™ che mappa le traiettorie del
sistema y' = f(y) in quello del linearizzato Y' = D f(p)Y .

Piu precisamente: ®(p) =0 e

Y<t7 ¢(y0)) = (I)(y(ta ?/0))

y = fy)

dove y(t,yo) € soluzione di
yip) =y €U

Y
eY (t,Yy) e soluzione del sistema {

Dimostrazione. Omessa, deriva dal teorema delle contrazioni

Teorema 18.9. Siano ()", autovalori di A = DF(0)

(i) Re(N) <0Vi = 0 asintoticamente stabile
(17) IAm Re(Am) >0 = 0 instabile

Dimostrazione. (i) Mostriamolo solo nel caso di autovalori reali semplici.
Sia B matrice invertibile tale che BAB™ = J = diag(\1, ..., \,) e sia z(t) = By(t) allora

t' = By = BAy+ BRy = BAB™' (By) + BRB™' (By) = BAB 'z + BR (B 'x)

ovvero ) i
' = Jx + R(x) con R = o(|z|)

Si verifica che V (z) = % |m|2 é un’opportuna funzione di Lyapurov su un opportuno intorno di
0.
r' = Jx+ R(x)

Sia pp(t) la soluzione del sistema
z(0) =p

d - N , - , -
—V((t) =a (Jm + Rx) =Y Na? +aRe < —plaf + 2R(x)

con A; < —p < 0.
Ora zR(z) = o(|z?|) dunque ¢ possibile scegliere un intorno di 0 tale che

—p|2?| + 2R(x) < —g 2]

Da cui su tale intorno vale V < 0 e dunque 0 ¢ asintoticamente stabile.

Dimostrazione. (ii) Supponiamo sempre che gli autovalori siano reali semplici con
A< A< - <A <0< A <o <\

dunque possiamo applicare il criterio d’instabilita al sistema 2’ = Jx + ﬁ(x) usando la funzione

2W:—fo—|— Z 7

i<k i>k+1
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Teorema 18.10. Supponiamo che Re(X;) <0 e Re(\;) =0 = \; semplice.
Allora 0 ¢ stabile (centro) ma non asintoticamente per il sistema lineare.

Dimostrazione. Supponiamo adesso A\, = 8 autovalore semplice. Il suo blocco di Jordan reale

e
0 —1
=53 7))
Andiamo a calcolare e

thJ ]tJJJ o o PITEIHTE (cos(Bt) —sin(ft)
Zﬁh 252 +252 o 2+ 1) (sin(ﬁt) —cos(ﬁt))

h=0

tJ

Il sistema non & asintoticamente stabile infatti se v & autovettore relativo a i3 allora e!4v /4 0

Osservazione 120. Nel caso di autovalori con parte reale nulla, il sistema non lineare puo avere
comportamenti differenti.
Ad esempio, possiamo consideriamo il sistema

v = —y— kx(2? +y?)
y =z —ky(z® +y°)

allora la funzione

1
Vizy) = 5 +7)
& una funzione di Lypauniv con V = —k(z% + y*) dunque 0 ¢ asintoticamente stabile se k > 0

mentre ¢ instabile se k& > 0.
Se consideriamo 1l sistema lineare associato:

si vede che 0 é un centro

Teorema 18.11. Se Re()\;) < 0 e esiste A\, autovalore multiplo con Re(\;) = 0 allora 0 é
wnstabile per il sistema lineare

Dimostrazione. Sia A\, = 1 autovalore multiplo, allora il suo blocco di Jordan ¢é della forma

e dunque e’** ha componenti che tendono a +oo per t — +o00
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18.5 Insiemi limite

Definizione 18.6. Data una soluzione y(t) con y(ty) = vo

e Se ¢ definita su [tg, +00) si dice w-limite 'insieme di “accumulazione" di y(t) per t — +o0.
7 € w-limite < 3(t,), t, — +o0 con y(t,) =7
e Se ¢ definita su (—o0,ty] si definisce in modo analogo I’ a-limite come linsieme di
“accumulazione" di y(t) per t — —o0.
Proposizione 18.12. Sia L l'w-limite di y(t) allora

1. L chiuso

Y = fy)
3/(0) =%

2. L ¢ wvariante: Yy, € L consideriamo vy la soluzione del sistema { allora

y(t) € L per ognit >0
3. se L ¢é compatto allora é connesso

Dimostrazione.

1. Sia g é un punto di accumulazione per L allora esiste una successione (y,,) tale che

1
Y, — 7y cony, € L e |yn—@\<5

Poiche y,, € L allora Jy(t,) tale che |y(t,) — ya| < +.
Con tale costruzione si ha y(t,) — 7 ovveroy € L

y' = r)

y(0)=yo €L

Poiche yy € L esiste (t,) tale che y(t,) = yo -

Ora poicheé si ha dipendenza continua dai dati iniziali allora vale y(t, +t) — (t) e quindi
y(t) € L per ognit >0

2. Sia g(t) la soluzione di

3. Supponiamo per assurdo che L non sia connesso: Uy, Uy aperti disgiunti tali che
L:L1UL2 con leLﬂUl

Poiché Ly, Ly sono compatti disgiunti si ha dist(Ly, Ly) = 0 > 0.

Sia 5

Y= {y > dist(yy, L) = 5}
Sia (t,) con t, — 400 tale che y(t,) € X, poiché¢ ¥ compatto, 3(¢,,) tale che y(t,, ) —
y e .
Abbiamo dunque provato che 57 € L NX il che ¢ assurdo infatti LNYX = @ (L, dista 0 e
Ly dista 9) O
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Definizione 18.7. Sia v : [0,1] — R? una curva regolare ed iniettiva. S = ~([0,1]) si dice
sezione locale del flusso se f(y) non ¢ mai ortogonale ad S per y € S

Lemma 18.13. Sia S una sezione locale e y(t) soluzione.
Sia {t; <ty <--- <ty} tali che x; = z(t;) € S. Allora x; & monotona in S ovvero v~ '(z;) ¢
monotona in [0, 1]

Dimostrazione. Dal disegno: R? \ A ¢ invariante quindi 3 non puo stare tra z; e

Teorema 18.14 (di Poincaré-Bendixan). Sia n = 2.

Sia L linsieme limite compatto di x(t). Supponiamo che L non contenga punti stazionari
(ovvero f(x) # 0 per x € L) allora L é un orbita periodica (non costante). In tal caso L si dice
ciclo limite di x(t)

y = fy)
y(0) = yo
Sia L P'w-limite di y(¢) allora per la proposizione precedente y(t) € L ovvero L C L

Dimostrazione. Fissato yy € L sia y(t) la soluzione del problema {

Preso 2y € L sia S una sezione locale in z.

Poiché zy € L esiste una successione (t,) tale che t, — 400 e y(t,) — 2. Poiché z € S, in
particolare esiste t/, — +oo con y, = y(t)) — 2o tale che y,, € S.

Per il lemma g, € monotona su S. Proviamo che v, = zy per ogni n.

Se per assurdo y,, # Yy, € L allora

Yn € L = 3(7}) LE(Tk) — Yn

Ym € L = H(O'k> ZE(O’k) — Um

inoltre posso supporre che Yk si abbia z(7x), x(0x) € S, dunque (¢) non interseca S in maniera
monotona. Il che ¢ assurdo.

Mostriamo ora che L = L. Per assurdo L\ L # (.

Poiché z(t) non interseca y(t) si ha L\ L sta tutto fuori o dentro da L.

Supponiamo per assurdo zy € L\ L # 0.

Posto z(t) la soluzione del problema con z(0) = 0, z(t) ¢ un’altra orbita periodica: L deve stare
fuori da I'm(z(t)) e contenere I'm(y(t)) il che & assurdo

Corollario 18.15. Sia K C R™ un insieme compatto e invariante per y' = f(y) senza punti
stazionari. Allora K contiene un orbita periodica

Dimostrazione. Basta prendere L' 'w-limite di y(¢;yo) per un qualunque yy € K

Osservazione 121. K si dice invariante per ¢y = F(y) se f(y) - ne(y) < 0 per ogni = € 0K

Esempio 18.16. Consideriamo il sistema

{x’:x—y—x(:c2+y2

~—

V=r+y—y@®+y?)
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allora (0,0) ¢ l'unico punto stazionario ed é un fuoco instabile. Infatti

D(0,0) = G ‘11)

che come autovalori \y =1+17 e =1 —1.
Consideriamo l’insieme

K =B(0,R)\ B(0,e)

dovee <1 e>1.
Mostriamo che K ¢ invariante infatti 0K = 0B(0, R) U dB(0,¢) Sul primo bordo la normale
esterna ¢ (z(t),y(t)) mentre sul secondo é (—z(t),—y(t)) da cui

sudB(0,R) f-n=R*—R'<0

sudB(0,e) f-n=¢e"—e2<0

dunque per il corollario esiste un orbita periodica.
In realta, in questo esempio e facile trovarla infatti passando in coordinate polari il sistema

diventa
p=p—7p’
0 =0

e dunque l'unica orbita periodica si ha per p(t) =1 e 0(t) =1
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18.6 Dinamica di popolazione

Esempio 18.17 (Una popolazione in competizione). Possiamo modellare la dinamica di una
singola popolazione con risorse limitate come

2'(t) = kx — ca?

dove il termine quadratico modella la competizione per le stesse risorse.

Nel modello precedente si ha che x(t) = £ ¢ una soluzione stazionaria stabile, mentre z(t) = 0
¢ una soluzione stazionaria instabile.

Le soluzioni sono

Esempio 18.18 (Due popolazioni in competizioni). Analogamente all’esempio precedente pos-

stamo scrivere
! k _ _
' = (k1 — anz — apy)r
/
Y = (ky — a1z — axny)y
dove tuti i coefficienti sono positivi (k; ¢é il tasso di crescita mentre gli a; ¢é il tasso di competi-
zione).
Cerchiamo i punti stazionari

a k
=0 & k—-aur—apy=0 <& y:—ix%——l rettalR,
12 12

a k
Y =0 & y=-—2z+-2 retta Ry
22 A22

Studiamo le orbite nel primo quadrante (le popolazioni sono positive) Andiamo a analizzare vari
cast

e Le due rette non si intersecano nel quadrante.
Studiando la matrice jacobiana

. k1 — 2an7 — a2y —a2x
J(@,y) = ( —a1y ko — ag1x = 2a2y

st trova la natura det punti stazionari

— O ¢ un nodo instabile
- P = (%,0) ¢ un nodo stabile

a

- P = <0 ﬁ) e una sella.

7 a2

Otteniamo una ritratto di fase come in figura ovvero tutte le soluzioni tendono a Py ovvero
sopravvive solo la prima popolazione
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o Le due rette si intersecano in Ps; con % > (% allora studiando la matrice Jacobiano
ottentamo

— 0 ¢ un nodo instabile
— P, P, sono nodi stabili

— P35 ¢ una sella

Otteniamo un ritratto di fase come in figura ovvero sopravvive solo una popolazione

!
i

Le due rette si intersecano con % < 0% allora studiando la matrice Jacobiana st ha

Y

e 0 nodo instabile Py, P, selle

o P; nodo stabile

Ottenniamo un ritratto di fase come in figura ovvero le due popolazione convivono
Y
1 /
X
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Esempio 18.19 (Modello preda-predatore). Consideriamo un modello dove le prede x(t) hanno
cibo e spazio in abbondanza (non competizione con se stesso) e i predatori y(t) in assenza di
prede calano di numeri. Dunque abbiamo

{w’ =(a—by)x
Yy = (—c+dx)y

Cerchiamo i punti stazionari

S e

Yy=0 & y=0o0y=

IS

dunque abbiamo due punti stazionari

o= 7= (53)

scrivendoct la matrice Jacobiana del linearizzato otteniamo

_(a—=by —bx
J(z,y) = ( dy —c+ da:)

dunque si ha che (0,0) & una sella.
Osserviamo, inoltre, che in P non vale il teorema di linearizzazione (infatti la J(P) ha auto-
valori immaginari puri). Dunque cerchiamo un integrale primo cioé

V:(0,+00)* = R %V(m(t},y(t)) =0
%V(x(t), y(t)) = VV(x(t),y(1) - (2", ¢) = Valz,y) ((a = by)x) + Vy(z,y) (—c + dx)y) = 0

Dividendo per xy otteniamo

%(%—b)Jr%(—ngd)x:O

Ad esempio possiamo porre

Velz,y) = —g +d = V=—clogz+dzx+ f(y)

Vy(z,y) = —g +b = V=—alogy+by+ g(x)
Dunque
V(z,y) = dx + by — clogx — alogy

¢ un integrale primo.
V' e coerciva nel quadrante con minimo in P dunque P ¢ un centro

Esempio 18.20 (Preda-Predatore piu realistico). Introduciamo al modello precedente la com-
petizione ottenendo

¥ =(a—by—ex)x
Y = (—c+dx —dy)y
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Andiamo a calcolare © punti stazionari
=0 & x=0o0a—by—cx=0 retta R,

Y =0 & y=00 —c+dx—dy=0 retta Ry

Sia P il punto d’intersezione delle due rette e P il punto in cui la retta Ry interseca l’asse delle
x.
Studiando il Jacobiano

_ (a—2ex — by — by —bx
J(z,y) = ( dy —c+dr — 25y>

st prova che O,Q sono selle mentre P ¢é un fuoco stabile (la V' precedente & una funzione di
Liapunnov) ottenendo un ritratto di fase come in figura
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19 Appendice

19.1 Funzioni armoniche

Definizione 19.1. Sia A un aperto di R" e f: A — R differenziabile 2 volte in A.
f si dice armonica in A se

Af(z)=tr (V’f(z)) =0in U

Proposizione 19.1. Sia A un aperto limitato di R™ e sia f : A — R con f € C°(A) N C?(A)
e armonica in A. Allora f assume minimo e massimo su OA

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che

(o) = max f(x) > max f(z)

€A r€0A
dunque esiste € > 0 con

f(wo) > max (f(x) + |z — o)

Sia g(z) = f(z) + ¢ |x — xo|*, per Weistrass g ammette massimo ;.
Dall’ultima disuguaglianza x; € U dunque Vg(z1) = 0 e D?*g(x;) < 0.
Ora

0> D2g(x1) = D f(a1) + 2¢1d

Ora applicando 'operatore traccia
0> Ag(z1) = Af(z1) +2en >0

Abbiamo dunque un assurdo. O

19.2 (DA SISTEMARE) Funzioni omogenee

Definizione 19.2. Una funzione f: R" — R si dice a— omogenea se
flte) =t*f(x) Vt>0

Osservazione 122. La norma é 1—omogenea

Teorema 19.2.
f differenziabile e « — omogenea <  Vf(x) -x=af(x)

Dimostrazione. Sia F(t) = % definita per ¢ > 0.
F ¢ derivabbile e vale

P =5 (P) = o (9Gao) -t = afea)

Allora abbiamo

f(tz) =t“f(x) <& Fcostante <« F'(t)=0 Vit < Vf(r) z=af(x)
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19.3 Funzioni Lipschitz
Definizione 19.3. Una funzione f: (X,d) — R si dice L-lipschitz con L € R se

[f(z) = f(y)l < Ld(z,y) Vao,ye X

Osservazione 123.
f & L-lipschitz &  f(z) < f(y) + Ld(z,y) Vz,ye X

Dimostrazione. = ovvia
< se la condizione vale per ogni coppia (z,y) vale anche per la coppia (y,z) da cui la tesi

Lemma 19.3. Siano (fa)aca funzione da X a valori in R L-lipschitz(A é arbitrario)

f(z)=inf fo(x) = f L-lipschitz

acA

Dimostrazione. Dall’osservazione precedente abbiamo f,(z) < fo(y) + Ld(z,y).
Ma f(x) < fo(x) dunque f(z) ¢ un minorante per {f,(y) + Ld(z,y)} quindi

fla) < inf fo(y) + Ld(z,y) = f(y) + Ld(z,y)

la tesi segue dall’osservazione precedente

Definizione 19.4. Sia (X,d) uno spazio metrico e a € X. Poniamo f,(z) = d(x,a) (1-
Lipschitz).
Definiamo distanza dall’insieme A C X come

da(x) = inf d(z, a)

a€A

Osservazione 124. Per il lemma precedente d4(z) ¢ una funzione 1—lipschitz

Esercizio 19.4.

dA<.l’):O & xeA
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19.4 Una costruzione alternativa della scala del diavolo

. Consideriamo la successione di funzioni definita come segue.

S

Wim @mmmm——
PRy

&
=
G
S~—
=

gy~

]

Ot - -
ot ==

Gl mm e

RS e

©l~
Clogmmm e mm e m— e —

(c) fo

Si puo dimostrare che f,, tende uniformeemnte alla scala del diavolo dunque la scala del diavolo
¢ continua

141



19.5 Misurabilita secondo Jordan
Definizione 19.5. Poniamo
m’ = inf {m(P) : E C P con P plurirettangolo}

my« =sup{m(P) : P C E con P plurirettangolo}
Un insieme E si dice misurabile secondo Jordan se m¥(E) = my (E).
Osservazione 125.

E misurabile secondo Jordan = F misurabile secondo Lebesgue

Infatti
my+(E) <my(E) <m*(E) <m5(F)

Le prossime 2 osservazioni ci mostrano che il viceversa non ¢ valido

Osservazione 126 (Razionali ingrassati). Fissiamo un’enumerazione del razionali.
dn)neN
€ €
A = U (qj o1 T 2j+1>
jEN

allora A, é un aperto dunque é Lebesgue misurabile e vale

€ gy
§<m(AE)§;§:5

Osserviamo che A, é un insieme denso dunque non é Jordan misurabili infatti
m5 (A:Na,b]) =b—a Ya<b
my « (AE) =m (As)
Osservazione 127. Esistono insiemi Lebesgue misurabili ma non Jordan misurabili.

Sia £ = QnN0,1] allora m; (E) = my(E) = m*(E) = 0 ma m}%(E) = 1.
Dunque F ha misura di Lebesgue pari a 0 ma non ¢ Jordan misurabile
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19.6 Spazi L'

Teorema 19.5. Siano f,g: X — R integrabili allora
o [+ g ¢éintegrabile
e c- f ¢ integrabile per ogni c € R

LNX, 1) ={f: X — R integrabili}

In particolare ['insieme

¢ un R-spazio vettoriale

Definiamo su £'(X, 11) la seguente relazione di equivalenza
f~g9g < f—g=0quasi ovunque

e poniamo

L= £1<X,;L)\ ~

che é uno spazio vettoriale.

Poiché vale

f =0 quasi ovunque = /(f‘i‘g)d/i:/gdu
X X

allora su tale spazio vettoriale ¢ ben definita la funzione

[rxm-r (= s

Proposizione 19.6. La funzione

11l = /X £ du

¢ una norma su L' (X, j1) che rende lo spazio (L'(X, p), ||||;:) & Banach

Dimostrazione. 11 fatto che la funzione ||-||;, sia una norma ¢ ovvio e segue dalla proprieta del
valore assoluto.

Mostriamo che lo spazio ¢ completo, cioé che ogni successione di Cauchy € convergente.

Sia (fy) una successione di Cauchy in L! allora

1
VkeN SmeN lIfi-fill< g Vij=m

Definiamo la funzione
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tale funzione ¢ positiva e integrabile infatti

/g— S k@)~ Fois @] = 32 @)~ frns @) €3 5 = 1

X k=1 k=1 k=1

In particolare ¥ “per quasi ogni" = € X si ha g(z) < oo, sia z € X tale che g(z) < co allora

2

Per ogni j > [ > k vale

@) = @] < D @) = forr ()] < 9lo) 221 )Y 5 = o)
i=l i=l i=k

Abbiamo dunque provato che (f,, (z)), € una successione di Cauchy in R e dunque

Frn () 2255 f(2)

e integrando la disuguaglianza di sopra otteniamo

1
e = JIl < = gl
dunque abbiamo che f,, — f in L' e dunque anche f,, — f in L' infatti
Ve>0 3n.:||fi—fill<e Vi,j>n.

e inoltre

Ve k. ||fu, —fll<e VI>k.
In particolare scegliendo j = n; ottengo
i = I < i = falll + 1oy = FIl < 26 Vi > max {ne, ng. }
O

Ragionando come sopra e osservando che se f,, — f in L' allora (f,) ¢ di Cauchy otteniamo

Corollario 19.7. Se
fo—=finLl' = 3 tfa, — f(x) quasi ovunque

Inoltre
Jg € L' positiva  |fn, | <g

Osservazione 128. 11 corollario € una “specie" di viceversa del teorema di Lebesgue

Osservazione 129.
fo— fin L' %  f, — f quasi ovunque

Prendendo la funzione

f(2) {lsexe[izk %} dove 2F < ¢ < 2k _ 1

2k 9 Qk
0 altrimenti

otteniamo
| fill = iJr33>00\7vero fi = 0in Ll([O, 1)

ma f;(x) 4 0 per ogni z € [0, 1]
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19.7 Non so dargli un titolo

Proposizione 19.8. Esistono sottoinsiemi di un insieme di misura positiva non misurabili

Dimostrazione. Sia E con m(E) > 0, poniamo
Ej=En[,j+1)

dunque

E:U@

jez
ora poiché F ha misura positiva esiste j con m(E5) > 0. Poniamo E tale insieme.

Consideriamo su E la relazione z ~ y se x —y € Q. Sia V Dinsieme che contiene uno ed un
solo rappresentante per ogni classe di equivalenze (A.C.). Abbiamo dunque

EC U V+q

qum[, 171}

e tale unione ¢é disgiunta. Se per assurdo V fosse misurabile avremmo

mE)< DY mV+g= > mV)=+oo

qe@“[flvl] qum[flrl]

dunque

m| |J V4| =14

il che ¢ assurdo infatti tale insieme ¢ contenuto in [; — 1,5 + 2] e dunque deve avere misura
minore o uguale a tre.
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19.8 Prodotto vettoriale

Sia {ey, e, €3} la base canonica di R3

Definizione 19.6. Siano u,v € R? allora definiamo il prodotto vettoriale come
€1 €2 €3

UNV = U1 U2 Uuz| =
V1 Uy Us

Uz U3 us Uy U U2

U1 U2

e+ e + €3

Vg Vs V3 V1

dove la seconda scrittura ¢ un’espressione formale (serve solo per ricordare I'espressione a destra)
mentre

a b
d

‘:ac—bd

Osservazione 130. 11 prodotto vettoriale cicla sugli elementi della base canonica ovvero
e1 N\ey =eg ey Neg = e es\e; = ey
Proposizione 19.9 (Propieta del prodotto vettoriale).
(i) Antisimmetria: u/\v = —v A u.

(i1) Lineare: (Au+ pw) Av = AuAv+ pw Av.
L’analoga proprieta vale anche per il secondo termine

(i) uANv=0 <& wu,v linearmente dipendenti.

(iv)
wr wz ws
UNV-W = |U] Uz U3
V1 V2 Vs

Dunque vale u Av-v=0euAv-u=0
(v) Se u,v sono linearmente indipendenti, {u, v, u A v} formano una base di R3.
(vi)
(uAV)Aw=(u-w)v—(v-w)u

(vii) Siano t — u(t) et — v(t) funzioni di classe C' allora

S Jut) A vl)] = o/ (6) A (t) +ult) Ao/ (1)
(viii) 2
\u/\v]2 _ Z:}L Z;} _ ]u\2 ‘,U‘2 — (u- U)2 — \u’Z ’U’2 [1 _ (’ZHZ’) ]

Dimostrazione.
(i) Scambiando due righe di una matrice, il determinante cambia segno

(ii) I determinanti di matrici 2 X 2 sono lineari nella prima riga
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(iii) u Av =0 se e solo se i 3 determinanti della definizione si annullano.
Tali determinanti sono i determinati dei minori della matrice (Zl 22 Z?’)
1 U2 U3
Dunque u A v = 0 se e solo se la matrice di sopra ha rango minore o uguale a 1 dunque
la tesi

(iv) Banale verifica
(v) Dalla proprieta precedente u A v é ortogonale a u e a v

(vi) Verifichiamo la relazione sui versori della base canonica ovvero posto

u=e
V=€
w = €

mostriamo che vale la tesi

— se i # j # k allora
(eiNej)Nep==xe, Nep =0

e banalmente anche il membro di destra vale 0

— Se ¢ = j # k allora poiche e; A e; = 0 allora il membro di sinistra si annulla.
Banalmente si annulla anche il membro di destra.

— In modo analogo proviamo che tutti i prodotti vettoriali tripli si annullano tranne il
caso
(Gi AN 6]') A €; = +1
Mostriamo il caso 7 = 1, j = 2 gli altri sono analoghi
(e1 Nex) Nea =ez3 Neg = —e
Mentre il membro di sinistra vale
(61 : 62) €2 — (62 : 62) €1 = —€

In maniera analoga, gli altri casi

Mostriamo che la proprieta vale, usando la linearita del prodotto vettoriale e scalare.
Siano u = Y wie; , v =Y vje; e w = Y wiey, allora

(uAv)ANw = Z wvjwy (e; AN ej) N ey = Z wivjwy [(€; - ep) e; — (e - ex) e1] =
1,5,k 1,5,k

. ((Z u> . (Z wkek» Z-((Z %) | (Z wkk>) 3= ) )

(vii) Sviluppiamo in serie di Taylor u, v ottenendo
u(t +e) =u(t) +eu'(t) + o(e) per e = 0
v(t+¢e) =v(t) +ev'(t) + o(e) per e = 0

Dunque usando la definizione di prodotto vettoriale otteniamo
u(t+e)Av(t+e) =ut) ANv(t) + e (W(t) Av(t) +u(t) AV'(t)) + o(e) per e = 0

Da cui la tesi
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(viii)
|u/\v]: u-u U-v

u-v vV-vU

Dimostrazione. Sia u =) u;e; e v =) vje; allora

2
E uvie; \Nejl = ( E u;v;e; N\ ej> ( E UpVEER N\ ek> =
i?j 17-7 h’k

lu Av|® =

= U; Up ViU (€4 €i) (€En Ck
Do (ei Aej) - (en Aer)]
1,5,h,k

Osserviamo che se

— ¢ = 7 allora il termine si annulla

— h =k allora il termine si annulla

—i#j,h#ke{ij}+#{h, k} allora il termine si annulla

dunque possiamo scrivere la sommatoria precedente come

D M) —wvjugv] =Y [(us0)* = wogugor] = |uf* [ = (u-0)?

i#] 1,J
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19.9 Disuguaglianza isoperimetrica

Teorema 19.10 (Disuguaglianza isoperimetrica). Tra tutti i domini di R? regolari con bordo
di lunghezza finita, il disco é quella di area massima

Dimostrazione. Possiamo supporre senza perdere di generalita che D sia diffeomorfo ad un di-

sco (se ha un buco, lo tappo aumentando area e diminuendo la lunghezza).

Sia 7(s) una parametrizzazione per lunghezza d’arco di +0D con L(vy) = 27; dunquey : [r, 7] — 9D.
Dimostrare il teorema equivale a dimostrare Area(D) < 7 e vale I'uguaglianza per D disco.

100) = [ W@l ds= [ WP ds= [ [Py 2] ds
dove abbiamo usato che |y/(s)| = 1.

1

Arca(D) = / ")y (s) — y(s)2'(s)] d

Poniamo z(s) = x(s) + iy(s) dunque sviluppando la funzione in serie di Fourier otteniamo
z(s) = Z cre'®
keZ

Cerchiamo di esprimere L(7) e Area(D) in funzione dei ¢

Z(s) =1 Z kcye'®s

keZ\{0}
dunque
L(y) = / i (Z kckeik3> (—@Z hc_he_ihs> = Z hkck@/ ek g = 27TZ k* |ck|2
=T \k#£0 h#0 h,k£0 -7 k#0
Ma poiché L(vy) = 1 allora Z ke =1
k#0
1 " j . ths 1
Area(D) = 3 /_ﬂ Im (Z@e”“) (zz hepet > ds =2nIm <z§ Zk |ck|2> = TZIC [k
k h#0 k#0 k0

dunque

Area(D)r Y klel> <7 ) |kl <7 kPP =7

k0 k=0 k0

inoltre se le disuguaglianze sono uguaglianze allora dalla prima otteniamo ¢, # 0 per k < 0
mentre dalla seconda otteniamo ¢, = 0 per ogni |k| = 1.
Dunque se Area(D) = 7 allora z(s) = €' ovvero parametrizza una circonferenza O
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19.10 Funzioni armoniche (in dimensione 2)

Lemma 19.11. Se u € C*(U) con u(0,0) = 0 allora

lim — // u(z,y)de dy = cVu(0)
r—0 74 B(0,r)

Dimostrazione. Sviluppiamo u con Taylor vicino a 0 ottenendo

2 2
w(x,y) = u(0,0) + uz(0,0)2 + uy(0,0)y + 1z (0, O) 5 + Uy (0, O)xy+uyyy2 + o(z? + y?)

Osserviamo che per simmetria si ha

// xdmdy:// yd:pdy:// rxydedy =0
B(0,r) B(0,r) B(0,r)

1
// l'dedy:// ydedyz—// (? +y?) dady = Zp*
B(0,r) B(0,r) 2 B(0,r) 4
// o(r?)dz dy = o(r?)
B(0,r)

infatti w = o(z? + y?) se Ve > 0 esiste r > 0 tale che w(x,y) < e(z? + y?).
Dunque otteniamo

inoltre

Inoltre

1 1
- // w(z,y)dedy = —4um(0)zr4 + uyy(())L"4 +o(r") — zAu(O, 0)
T B(0,r) r 8 8 8

Esercizio 19.12. Mostrare che vale la generalizzazione del lemma.

. 1
1m
r—0 rnt2

/ u(z)de = ¢, Vu(0)
B(0,r)

Teorema 19.13. Sia Q C R? un aperto e u € C*(Q). I sequenti fatti sono equivalenti
(i) Au=0 su A
(ii) Per ogni Py € Q) e per ogni r tale che B(Fy,r) C  vale

1
— u=u(Ry)
27r JaB(py,r)

Dimostrazione. Mostriamo che (i)=-(ii). Senza perdita di generalita suppongo Py =0

1 1 27
o(r) = —/ u=-— u(rcos @, rsin @)y do
211 JaB(0r) 2ry Jo

oy 1 cos 6 1 B
o' (r) = 27TVu(rcosé’ rsin ) (sm&) df = 27 Jomon, Vu-n= // o div(Vu)dxdy =0
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Otteniamo dunque che ¢ ¢ costante.
Poiché lim ¢(r) = u(0,0) si ha la tesi.

Mostriamo che (ii)=-(i) ovvero che Au = 0 in ogni punto 5.
Senza perdita di generalita posso supporre Py = 0 e u(Fy) = 0.

Poiche )
— u(z,y)dedy =0 Vr ammissibile
27r Jap(o,r)

Otteniamo che
/ u(z,y)dedy =0
B(0,r)

infatti posso integrare su circonferenze (su cui U'integrale si annulla).
La tesi segue dal lemma precedente
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19.11 Rotore e nabla calcolo

€1 €2 €3
rotlh’ = (91 82 83 =€ ((92F3 — 83F2) + e9 ((93F1 — 81F3) + e3 ((91F2 — 82F1)
o Fy, Fy

Sia ¢ € C? allora
rot (Vy) =0

infatti posto F; = 0;p si ha
rot (V(,O) = €1 (8263(,0 — 8382@) + €9 ( . ) + €3 ( . )

Ora i termini dentro le parentesi tonde sono nulli per Cauchy-Swartz

div(rotF) =0
infatti
diU(TOtF) = 81 (82F3 — 63F2) + 82 (83F1 — 81F3) + 83 (81F2 — 82F1) =0

dove abbiamo usato Cauchy-Swartz

Osservazione 131. Sia F: Q — R3 un campo C! con € semplicemente connesso
rotF' =0 = F=VG

infatti rotF' = 0 equivale a chiedere che la forma F} dx + F,dx + F3dz é chiusa.
Controesempio a divG = 0 = 3F campo con G = rotF Sia

x Yy =z
¢=(5 1 )
allora si prova, con un semplice conto, che divG = 0.
Supponiamo per assurdo che esista F' con rotF = G.
Sia
S, = {(x,y,z) ER? : ?+y*+27=1, 2 < a}

47?2// G-neda:// rotF-nedaz//F-Tds
a a Y

dove abbiamo usato per 'ultima uguaglianza il teorema di Stokes.
Ora per a — 1 il termine di destra tende a 0 il che ¢ assurdo

Osservazione 132. Se F' e F sono potenziali vettoriali di G' (rotF = rotF = G) allora F =
F+ Vo
Proposizione 19.14. Sia G : Q — R? un campo C* con Q = I, x I x I3 allora

divG=0 = 3JFeC?® G=rotF

Dimostrazione.

(Z) G1 = 0o F5 — 0515
G=rotF & (ZZ) Gy = 63F1 — 81F3
(Z'LZ) Gg - 81F2 - 82F1

Supponiamo F; = 0 allora
Fy(z,y,2) — F3(wo,y,2 / O Fs(t,y, 2 / Gy (t,y, z) dt dalla (i)
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dunque posto f(y, z) = F3(xg,y, z) ottengo

F3(x7y72) = _/m GQ(tvyv Z) dt — f<y7z>

Analogamente usando (i) ottengo
FQ(x7y7Z):_/ G3(t,y,z)dt—g(y,z)
zo

Supponiamo adesso f = 0 e sostituendo nella (i) otteniamo

Gl = _82 / GQ(tv Y, Z) _83 / G3(t> Y, Z) dt—a&g = / [_aZG(tv Y, Z) - 83G3(ta Y, Z)] dt—a&g

Zo zo zo

Sfruttando che divG = 0 otteniamo
Gl(xv Y, Z) = / 81G1(t7 Y, Z) dt - 839 = G1($a Y, Z) - Gl(J:O;y; Z) - 839
o

dunque basta prendere 039 = G1(x0,y, z) ovvero
9y, z) = / G1(wo,y,5) ds
20

Riassumendo il campo
F1 - O
= / Gs(t,z,y)dt — / G1(xo,y,s)ds

o 20

F3 = —/ Gg(t,y, Z) dt

zo

soddisfa rotF = G
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19.12 (DA SCRIVERE) Misura di Hausdorff
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20 Esercizi

Esercizio 20.1. Studiare al variare di o € R la continuita in (0,0) della funzione

T S (may)#(()?())
r.y) = 4 @+y?)
f@:9) {o s (z.5) = (0.0)

Se la funzione é continua allora deve essere continua anche la sua restrizione lungo la curva
y(t) = (t,t). Ma fory(t) =272,
Abbiamo provato che se a > 1 allora la funzione non é continua.

Per mostrare la continuita per o« < 1 basta trovare una funzione g(t) con %in&g(t) = 0 tale
—

che
) <9 (Ve +v)

Da (z —y)? > 0 seque che zy < 1 (2? + y?) dunque
1 $2+y2 1 2 2\ 1—a
< - 17 -
|f($,y)| — 2(1,2_|_y2)04 2 ( )

$2(1—a)

Ponendo g(t) = —5— si ha la tesi

Esercizio 20.2. Discutere sulla continuita in O delle funzioni

_ a2l

gl (z,9)
x _ -
9(r.9) = 5

f(l',y):m

Esercizio 20.3. Trovare il parallelepipedo di superficie massimo con volume 1

Dimostrazione. 1L probblema si riconduce a trovare il minimo della funzione
fla,y,2) = 2(zy + 22 + y2)

con i vincoli x,y,z > 0e xzyz = 1.
Tale problema € equivalente a trovare il minimo della funzione

1 1
g(z,y) =ry+ —+—conz,y >0
Ty

Osserviamo che
limg(z,y) =limg(z,y) = lm g(z,y)=+oo

(z,y)—=+o00

dunque per Weistrass tale minimo esiste.
Sia (xg,yo) un punto di minimo allora

Yo = %
Vg(zo, ) =0 = D
To = y_2

duque il minimo si ottiene per x = y = 2z = 1 ovvero se il parallelepipedo ¢ un cubo unitario

Esercizio 20.4. Sia f(x,y) = ax + by + ¢ con a®> + b* # 0. Trovare il massimo ed il minimo
sul disco unitario.
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Dimostrazione. Per Weistrass, massimo e minimo esistono sempre.
Sia (z9,yo) il punto di massimo, ora tale punto non puo stare nella parte interna del disco in
quanto il gradiente sarebbe non nullo.
Dungque il massimo (come il minimo) appartengono alla frontiera del disco. Sia y(t) = (cost,sint)
per ¢ € [0, 27].
Sia

g(t) = foy=acost+asint

dunque se tq € il punto di massimo abbiamo

cost cost b\ cost a
0=g¢'(to) = (b —a) (sinto> = (sinto> < (—a) ~ (Sinto) | (b>

dunque

v(t) = (\/a2b+b2> Y(ts) = (:\/a2b+b2>
Va2+b2

Vab?
dove 7y(t;) punto di massimo e 7y(t3) di minimo
Esercizio 20.5. Studiare la continuita al variare di o, B € R della funzione

2P se (ay) # (0,0)
zy) = 4 TF
fey) {O se (z,y) = (0,0)

Dimostrazione. Osserviamo che f ¢ omogenea di grado v = a + [ — 2.
Andiamo a distinguere vari casi

e a < 0 allora f non ¢ limitata in un intorno di 0 dunque non ¢ nemmeno continua.
Similmente se 5 < 0

e ~v > ( allora usando

2| < Va? +y?

otteniamo ,
(z* +9°)2 (@* +9°)* 2 2\3
[z y)] < pEae = (a*+47)?
dunque se v > 0 il termine a destra tenda a 0 per \/z2? + y?> — 0 da cui f(x,y) — 0 per
(z,y) = (0,0)

e v < 0 allora calcolando il limite lungo la direzione (1,1) otteniamo

e’ [isey=0
f(t,t):H —>{28€7 per t — 0

2t2 +oo se v <0
e in entrambi i casi la funzione non é continua in 0
Esercizio 20.6. Studiare la continuita al variare di o, B € R della funzione

am se (z,y) # (0,0)
x,y) = { [+l
f@y) {0 se (z,y) = (0,0)

Dimostrazione. Distinguiamo alcuni casi
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e 3 =0 allora

Ty 2
| <ol < (V) 0

+1

Similmente o = 0

e 3 <0 allora
zylyl™”
ly| 7 | + 1

2-23
<lellyl'™ < (V2 32) =0

Similmente per a < 0

. a B
e o, > 0 allora Poniamo u = z2 e v = y2 ottenendo

2 2
_ Jul= ol?
|f(:13,y)|— U2—|—U2

e usando l'esercizio precedente

Esercizio 20.7. La funzione

_ eyl
f($7y) - $4+y2

¢ estendibile con contininuita in (0,0).

Dimostrazione. Osserviamo

341
2
@il i (V)
flay)| < o2 T < = a2+

(x2)2+y2 7u2+y2 — u2—|—y2

dove = ¢ il cambio di variabile 22 = u
Esercizio 20.8. La funzione

x3y3
flx,y) = e

¢ estendibile in (0,0) con continuita e 'estensione é differenziabile

2

Dimostrazione. Ponendo u = 22 e v = 2 otteniamo

uivi _ (Ve £0?)
uw?+v2 T u? 402
Ora /2% + y* < 22 + y? dunque abbbiamo f(z,y) = O(z? + y?) < o(y/2% + y?)

Esercizio 20.9 (Gateaux e Frechet differenziabile). Sia

f(@,y)] < /A

flz,y) = (Mfiym—> se (x,y) # (0,0)
0 se (x,y) = (0,0)

Allora tale funzione ¢ Gateaux-differenziabile in (0,0) ma non lo ¢ secondo Frechet
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Dimostrazione. La funzione data ¢ continua e differenziabile (per il teorema del differenziale
totale) in R\ {0} mentre non ¢ nemmeno continua in 0.
Se calcoliamo il limite lungo la parabola y = 22 otteniamo

dunque su tale parabola la funzione é costante, dunque non ha limite.
Calcoliamo la derivata direzionale lungo v = (a, b)

f(ta,tb)—f(o,o)zl( t3a2b ):l(t?’) (ﬂ) Nﬂisea,b?éo

t t \ tiat + 1202 t\ 2 att? + b2 b2

Altrimenti é identicamente nulla.
Abbiamo dunque f(tv) = O(t?) dunque f ¢ Gateaux-differenziabile in (0,0)

Esercizio 20.10. Studiare continuita e differenziabilita al variare di o € R della funzione

_ "
f(x,y) - (a:2—|—y2)

Dimostrazione. Per a > 1 la funzione non ¢ continua infatti lungo la retta y = x otteniamo

t? > 1
f(t,t):ﬁ:tz_m—) {ZLZZ Ze—al per t — 0
: =

mentre lungo la retta z = 0 abbiamo

f(0,y) =0
Studiamo la differenziabilita per o < 1

2% + 92 o

|f(z,y)] < e (z* + %)

Ora se 1 —a > 7 allora f(z,y) = O ((ﬂ +y2)1_a> =0 (x/xQ +y2> dunque la funzione &
differenziabile.

Abbiamo dunque per a < % f e differenziabile.
Per o > 1 calcoliamo la derivata direzionale lungo v = (a,b) con |v| =1 e a,b # 0 allora

1
2
+00 se a > %

lim ~( f(ta, t6) — £(0,0)) = _

1 abt? abt ab se o =
=01 t (a4 b2 [t |

Esercizio 20.11 (Derivate miste non coincidono). Sia

ZESy _ xyB

fla.y) = —3 —y

allora tale funzione ¢ differenziabile in R? ma le derivate seconde miste non coincidono
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Dimostrazione. . .
2%yl + [ay’|

2?2 4 y?
dunque in particolare f € O(z? + y?) = o(\/2% + y?) ovvero ¢ differenziabile

|fz,y)] < < 2(2* 4+ ¢

of 4’y +aly—y® _ Pz,y)

Oz (22 +12)* Q(z,y)
Ora
g@_f(m ):2<P($ay)) _ Qo,P - PovQ
Jydx 24 oy \ Q(z,y) Q2

of
y Oz

Dunque ¢ 3 funzione omogenea di grado deg(Q) — deg(P) — 1 — 2deg(Q) = 0 Osserviamo

ora

of 0 1P
dyox S ts0 ¢ N

inoltre f(z,y) = —f(y,z) dunque
af
0xdy

Esercizio 20.12. Provare che per ogni x,y,a > 0 si ha

(0,0) =1

falz,y) =2 +y° — 3axy > —a®
Dimostrazione. Sia @ = {x > 0,y > 0} osserviamo che
falw,y) = 2° +y* = 3a(a® + %) = 2*(v — 3a) +y*(y — 3a)

dunque
lim f,(2) = +o0
\zl:egoo

dunque esiste R tale che f(z) > 0 per z ¢ B(0, R).

Ora B(0, R) N Q ¢ un compatto di R? dunque per Weierstrass la funzione assume masismo e
minimo su tale insieme. Essendo la funzione differenziabile in R? abbiamo, per Fermat che i
possibili punti di massimo/minimo locale sono i punti critici ovvero (x,y) tale che

322 —3ay =0 0 a
Vi) = (0.0 = {3y3_3w20 & n=(g) en= ()

Ora g non ¢ un punto di minimo infatti per (z,y) — (0,0) si ha f(z,y) = —3xy + o(z? + y?).
Ora 'hessiano di f in x; € definito positivo dunque x; ¢ un punto di minimo.

f(z) =a*+a*—3a® = —a®
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Esercizio 20.13 (Minimo di una funzione convessa).
Sia

f(x) = Z x; log(x;)

trovare il minimo di f sul quadrante Q = {x; > 0}.

Dimostrazione. Osserviamo che f ¢ estendibile per continuita su @ ponendola uguale a 0 su
0@ infatti la funzione

p(t) = tlog(t)

¢ estendibile per continuita in ¢ = 0 ponendo ¢(t) = 0.

Studiando il gradiente di f

logzy + 1
Vi =|
logx, +1
1
si nota che f ha un minimo locale in xy = ol
1

Osserviamo inoltre che f ¢ strettamente convessa (D?f(x) > 0) dunque f ammette un unico
minimo e tale minimo ¢ f(xg)

160



20.1 Esercizi su funzioni implicite e moltiplicatori

Esercizio 20.14. f: R*> = R con f(z,y) = 2% — y°.
Osserviamo che f € C* e

2x 0

Vi@y) =|_, |+# & (z,y) #(0,0)
2y 0

dunque sono verificate le condizioni del teorema, possiamo scrivere gli insiemi di livelli come

grafico di una funzione di classe C'*° in tutti i« punti tranne per f =0

con ¢ < 0

Esercizio 20.15. Trovare massimi e minimi di f(z) =Y . xlogx; sul simplesso

S:{xeRm:inzl, xle}

=1

Dimostrazione. In un esercizio precedente, abbiamo dimostrato che f é estendibile ad una fun-
zione differenziabile e strettamente convessa su @ = {x; > 0}.

f ammette massimo e minimo per Weistrass.
Il calcolo del massimo ¢ facile infatti sappiamo che

S:{xER” : xzzn:)\iei con Zn:/\izl}
i=1 i=1

dunque se x € S
flz)=f (; /\i€i> < 121 Aiei < (Zifllaxn f(ei)) 121 Ai = igllﬁ?fnf(ei)
dunque il massimo di f viene assunto su i vettori della base canonica e vale 0.
Calcoliamo il minimo. Sia g(x) = (Z xl> — 1 allora Vg(z) = (1,...,1)" dunque sono soddi-
sfatte le ipotesi del teorema dei moltiizllicatori di Lagrange.
Risolviamo il sistema

(1ogx1+1:)\

logzo +1 =X .
v e = = =2, = -
f@) =V ). L ===
g(z) =0 : nr, =1

logx, +1=A\

\$1+.T2+....Tn:1

tale soluzione ammette come unica soluzione zo = =(1,...,1)!
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Esercizio 20.16. Tra tutti i parallelepipedi,con i lati paralleli agli assi coordinati, di superficie
assegnata, trovare quello con volume massimo.

Dimostrazione. Mostriamo il caso in cui la superfiscie sia 1.
Sia ¥ = {(a,b,c) €R? : ab+bc+ac = 1} e @Q={(a,b,c) eR3 : a,b,c >0} e

f(a,b,¢c) = abe

il problema richiesto ¢ analogo a trovare il massimo e il minimo di f su X N Q.
Il minimo di f é chiaramente 0 e viene raggiunto ad esempio pera=0e b=c = 1.

Il massimo non ¢ evidente che esista, in quanto XN non ¢é limitato, ovviamo a questo problema
grazie alla seguente osservazione

Osservazione 133. Sia Qr = {(a,b,c) € R? : 0 < a,b,c < R} un cubo di spigolo R allora

1
(a,b,c) gQR = f(a,b,C) S E
ovvero fuori da un cubo di spigolo R il valore della funzione ¢ limitato da %.

Dimostrazione. Sia max {a,b,c} > R allora senza perdita di generalita, assumo a > R.
Poiche ab + bc + ac = 1 segue

b<1
{a_ = bc< = fla,b,c)=abc<a-—-—=

1
< —
R

SHES
SHE
SHES
SHES

ac <1

Ol

Cerco i punti stazionari vincolati su >N con il metodo dei moltiplicatori di Lagrange dove
g(a,b,c) =ab+bc+ac—1

be = Ab+c) c(b—a)=Ab—a)
Vf(a,b,c) =AVg(a,b,c) - ac = Ma + ¢) o bc—a) = Ac—a)
g(a,b,c) =0 ab= Aa+b) a(c—b) = Ac—0b)
ab+bc+ac=1 ab+bc+ac=1
Dunque l'unica soluzione delle prime 3 equazioni si ha per a = b = ¢ (infatti A # 0 infat-
ti be # 0). Dunque 3a* = 1 ovvero a = % L’unico punto stazionario di f su X N Q ¢é
Py = %(17171)1E ef(PO) = ?

Tale punto ¢ un punto di minimo per la funzione vincolata infatti sia R > 3v/3 ( ovVvero se % < ?) )

Per z ¢ B(0, R) si ha f(z) < § < ? = f(Fy) dunque

sup f = max f = f(F)

£NQ ENQr
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Esercizio 20.17. Sia
C={(z,y) eR? : 2’y + " =0}

(a) Mostrare che tale espressione definisce implicitamente una funzione ¢ : R\ {(0,0)} — R
ovvero C' ¢ il grafico della funzione ¢

(b) Mostrare che ¢ ha un punto critico in x = 2 e determinarne la natura

0
Dimostrazione. Sia g(z,y) = 2%y + e**¥. Allora 8—9 =22 4 e S .

Y
Sia xg # 0 fissato allora

lim g(xg,y) = +00 lim g(zg,y) = —00

Yy—r+00 Y—r—00

dunque per permanenza del segno esistono y; e y, con g (yar ) >0eg (ya ) < 0.
Per il teorema degli zeri esiste per ogni 2y un unico yo tale che f(zq,yo) = 0.
Pongo

p: R\{0} =R o(zo) =wo

Il teorema del Dini, ci garantisce che ¢ é derivabile e vale

Oug(, ()  2wp(x) + e te(2)
ayg(xu CP(I)) 22 4 erte(y)

¢'(x) =

Ora per z = 2 il numeratore si annulla; (2) ¢ I'unico valore y tale che 2%y + ¢*™¥ = (0 mentre
il denominatore € strettamente positivo.

Abbiamo dunque ¢'(2) = 0 dunque 2 & un punto critico. Per studiarne la natura calcoliamo la
derivata seconda

o(z) = — (2<p(x) + 2z () + (pl(l,)ex-i-sé?(l’)) (mQ + ex+<p(x)) — (2x + ¢/(x>€x+90(1‘)) (2a:g0(x) + el‘-i—gp(x))

(22 + evte(@)?

Dunque calcolandola in 2 e svolgendo i calcoli otteniamo che ¢”(2) < 0 dunque 2 & un punto
di massimo

Esercizio 20.18. Dimostrare l’esistenza e trovare massimi e minimsi di

f($7y7 Zat) = |I’t—y2’|

Su

= {<x’y’z>t) ER': Va2 + 2+ V2+ 12 :l}
dovel >0

Dimostrazione. T; ¢ un chiuso infatti la controimmagine di {/} mediante una funzione continua.
Mostriamo che ¢ limitato.

(r,y,2,1) ER* = 224 <Pe2+2<P? = 2249y°+224+1* <27

dunque f é continua su 7; compatto quindi ammette massimo e minimo.
. Cha Lo

Osserviamo ora che f > 0 e poiché f (ﬁ, 75 0, 0> = 0.

Per irovare il massimo di f, posso procedere in 2 modi
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e Mostrare che D N T; ¢ un’ipersuperficie ed utilizzare il metodo dei moltiplicatori di
Lagrange per trovare il massimo di F(x,y, z,t) = xt — yz

e Passare a coordinate polari

Mostriamo il secondo metodo. Usiamo il seguente cambio di variaili

x =rcosf
= iné
y=rem dove r,p>0e6,p € [0,27]
Z = pcosp
t = psiny

Allora in questo caso i vincoli diventano
r+p=1
Poiche
f(r,0,p,0) = |rpcosfsing — rpsinf cos | = rp|cos O sin p — sin @ cos | = rp [sin(0 — vp)|
Poicheé su #, ¢ non ho vincoli il massimo € rp con r 4+ p = .

Esercizio 20.19. Trovare massimo e minimo di

fla) =2 e

su 0B(0,1)

Dimostrazione. 1l vincolo ¢ {g = 0} dove

g(x) = (Zx2> -1

osserviamo che dB(0, 1) ¢ un vincolo regolare infatti dg = 2x # 0 su 0B(0, 1).
Essendo 0B(0,1) un compatto, massimo e minimo esistono e verificano il sistema dei moltipli-
catori di Lagrange

AP =dx; peri=1,...,n
i+t =1

dunque dalle prime n equazioni otteniamo x;, A # 0 quindi

et e%i
=—peri,jel,....n
Pl L { t
Ora z; € [—1,1] e in tale intervallo la funzione h(z) = < ¢ iniettiva (vedi grafico) dunque

abbiamo z; = ;.
Ora da |z| = 1 otteniamo che il sistema ha soluzioni
$1:—<1,...71)t x'gz——(l,...,l)t
Un conto mostra che x; € un punto di massimo e x5 uno di minimo O
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Esercizio 20.20. Trovare massimo e minimo di

f(z,y,2) =2y +yz

su
M={z*+y*+2><1}n{z >0}

Dimostrazione. Scomponiamo il vincolo M come
My = M°
My ={2a>+y*+22=1}n{z >0}

My ={z?+y*+222 <1} Nn{z =0}
My = {2 +y*+222=1}Nn{z =0}

M = My U M; U Ms U Ms

Cerco i punti stazionari in ogni “pezzo”
e M, ¢ un aperto quindi basta applicare il principio di Fermat
V=0

z2>0 & y=0zr=—-2 = f(z,y,2)=0
2+t +22 <1

Dato che f assume valori positivi e negativi, massimo e minimo sono assunti su oM =

My U Ms U Ms
e Su M;. Utilizzando il metodo dei moltiplicatori di Lagrange ottengo e prendo le soluzioni
con z >0
Vf=V 1
/ I dove gi(z,y,2) == (2 +y* + 222 — 1)
g2 =0 2
Y= AT
T+z=\y
y =2z

22+t 4+ 222 =1

Ora dalla prima e la terza si ottiene A(z — 2z) = 0.
Se A = 0 allora y = 0 dunque f(z,y,z) = 0 ma abbiamo gia scartato tale soluzioine.
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Se A # 0 allora otteniamo = = 2z dunque dalla seconda - \ terza otteniamo z(3—2\?) = 0.

Poiché z > 0 si ha \2 = %

Sostituendo nella 4 equazione otteniamo
2 2,2 Lo
"+ Nz +2~Zx =1 = z=

infatti se z < 0 si ha z < 0 il che non é compatibile con M;.
Dunque abbiamo 2 soluzioni

V3 V3
:ﬁ f(Pz):_ﬁ

e Su M;. Abbiamo il sistema dato dai moltiplicatori di Lagrange

con

f(P)

V=V
d 92 dove gs(z,y,2) = 2
g2=0
allora il sistema diventa
y=0
r+z=0
y=1

che non ha soluzioni

e M3 & una circonferenza nel piano z = 0 dunque posso utilizzare il cambio di coordinate

xr = cost
Yy =sint

fIM:s(%?J) = h(t) =sintcost

ottenendo

che ha massimo per sint = cost = :I:% dunque per

Mentre ha minimo in sint = — cost = i% dunque per

P=(Z5-95:0) A= (-T505:0) )= f(R) = -

Confrontando i vari valori ottengo che il massimo € assunto in P; mentre il minimo in P,

Esercizio 20.21. Sia A € M(m,n,R) trovare massimo e minimo di

f(z) =< Az,z >= Zaijxixj

i)j

su 0B(0,1)
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Dimostrazione. Notiamo che massimo e minimo esistono per Weistrass.
9B(0,1) = g(x) = (3. 2?) — 1 dunque

Vii=> (a+ai)z;  Vglz)==
J
dunque il sistema dei moltiplicatori di Lagrange diventa

> (aij + aji) x5 = Az N (A+ ATz =X
7| =1 7| =1

dunque il sistema ¢ risolto per A ¢ autovalore di A+ AT e x autovettore di modulo 1 e assume
valore

dunque
z€0B(0,1) AGSp(A“'QAT)
min f(x) = min A
x€0B(0,1) AESp(#)

e tali valori sono assunti sui rispettivi autovettori normalizzati
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Lemma 20.22. Per ogni H € M(n,n,R) vale
det(I+ecH)=1+e¢-tr(H)+ O (%) pere =0

Dimostrazione.
lset=7
I+cH| . = 5z +5h1 dove (51 =
[ ]zy J J J {O se i ;é

Ricordando che
det A = Z )1, ( “ O, (n)

o€ESy
otteniamo che

det(I -+ €H) Z i + 5h” + Z al ,o(l)* an,o(n)

=1 oESn
o#ld

Ora ogni termine della seconda sommatoria contiene almeno 2 elementi che non stanno sulla
diagonale (infatti esiste i con o (i) # i) dunque la sommatoria ¢ un O (2) da cui la tesi. O

Corollario 20.23. Se A € M(n,n,R) con det A =1 allora
det(A+eH)=1+etr(A™'H) + O (£?)

Dimostrazione. Osserviamo che I'espressione ¢ ben definita in quanto se det A = 1 allora A ¢
invertibile

det(A+eH) =det (A(I +eA™'H)) =det Adet ] + eA™'H =det ] +cA™'H

Esercizio 20.24 (Gruppo speciale lineare).

Sia V' lo spazio vettoriale delle matrict di taglia n xXn e a coefficienti reali. Definiamo ¢ : V — R
con ¢(A) = det A.

(a) Mostrare che
SLr(n) ={AecV : ¢(A) =1}

¢ una sottovarieta di 'V .
(b) Calcolare T1O(n)

Dimostrazione. Per I'osservazione 29 basta mostrare che VA € SLg(n) la surgettivita di de(A) :
V' — R ovvero che non ¢ mai identicamente nulla.
Per il corollario precedente d¢(A)[I,] = n dunque non é identicamente nulla

Esercizio 20.25 (Gruppo ortogonale).
Sia V' lo spazio vettoriale delle matrici di taglia n X n a coefficienti reali.
Mostrare che

={AeV:ATA=1}

Dimostrazione. Sia

Sym(n {AEV AT = A}

Definiamo ¢ : V' — Sym(n) data da (A) = AT A.
Se mostriamo che di(A) ¢é suriettiva per ogni A € O(n) per l'osservazione 29 dimostro che O(n)
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2 2
: - : n“+n_n"—n. : : :
¢ una sottovarieta di dimensione n* — = infatti (Sym(n) ha dimensione @>

2 2
Calcoliamo ¢(I 4+ cH)
o(I+eH) =T +eH) (I +cH)=1+e(H" + H) +o(e)
abbiamo dunque dy/(I)[H] = HT + H.
L’applicazione di(I) ¢é suriettiva, infatti

S e Sym(n) = dy) {—S] =S

dunque O(n) ¢ una sottovarietd in un intorno di /.
Mostriamo che lo & anche in un intorno di ogni A € O(n)

W(A+eH) = (A+eH) (A+eH)=ATA+e(ATH + HTA) + o(e)
dunque dy(A)[H] = ATH + HT A.
Ora dy(A) ¢ suriettiva, infatti

S e Sym(n) = dy(I) [%AS} =S

Calcoliamo T70(n)
T;O(n)={H eV : dp()H =0} ={HeV : H =—-H}
Esercizio 20.26. Sia
C={(z,y,2) eR*: ¥+’ +2* =1, 2+’ -2z =0}
(a) C & compatto
(b) Studiare la regolarita di C

(¢) Trovare massimi e minimi vincolati a C' di
f(([E,y,Z)) = 172 + (y - 1)2 + Z2

Dimostrazione. Siano gi(z,y,2) = 2> + 1y + 2> —le g(zv,y,2) = 2> +y* —x
(a) Se g(X) =1 allora |X|=1. C' ¢ un insieme limitato.
Inoltre C' = g;'({0}) N g5 ' ({0}) dunque é chiuso (intersezioni di preimmagini di chiusi
tramite funzioni continue).

(b) C' & una curva regolare in un intorno di P € C se e solo se ( > ha rango massimo

(ovvero 2).
Ora se P = (x,y, z) allora

(gigg) - <2x2f1 gz 20Z>

2y 2z . .
2% 0 ha determinante pari a —4yz.

Se zy # 0 allora la matrice ha rango massimo , altrimenti distinguiamo i vari casi

Il minore
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— Se z = 0. Il primo minore ha determinante 2y quindi:

*x se z =0 e y =0 allora la matrice non ha rango massimo

x se z =0 ey # 0 allora la matrice ha rango massimo

— Se y = 0 e z # 0 allora dallo studio del minore dato dalla prima e terza colonna
otteniamo che la matrice ha rango massimo se e solo se x # %

I possibili punti singolari si hanno per

1
(,0,0) e (5,0,7:)

Ora (z,0,0) € C se e solo se x = 1 , mentre (%,O,z) ¢ C per nessun z.
C' ha un unico punto singolare P; = (1,0, 0)

e Trovare massimi e minimi la funzione 2 + (y — 1)+ 22 su C' ¢ equivalente a trovare quelli
della funzione h(x,y,z) = 2 — 2y infatti 2> + 9> + 22 = 1.
Utilizzando il metodo dei moltiplicatori di Lagrange otteniamo che un punto di massimo
o di minimo risolve il sistema

(0= A2z + p(2z — 1)

Vh(z,y,2) = AVgi(z,y, 2) + pVga(z,y, 2) —2 = N2y + p2y
gi(x,y,2) =0 & 0=2\z
g2(x,y,2) =0 224yt +22=1

(7? —r+y* =0
Dalla seconda otteniamo che Az = 0 quindi distinguiamo i casi

— z = 0 allora della ultime due equazioni otteniamo (z,y) = (1,0) ma y = 0 non
verifica la seconda equazione.
Dunque se z = 0 il sistema ¢ impossibile

— A = 0 allora dalla seconda notiamo che p # 0.
Dalla prima abbiamo p(2z — 1) = 0 ovvero z = 1.
Dall’ultima otteniamo y = :I:%.

Dalla penultima z = :I:%.

Il sistema dei moltiplicatori di Lagrange fornisce 4 soluzioni
1 1 1 1
Py = (11, V2) Py= 51 V=2) Pi= (=1, V2) Py= (L=, —V?2)

Per trovare massimi e minimi basta confrontare i valori di f assunti su Py, P, P3, Py e P;s
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20.2 Esercizi su serie di funzioni

Esercizio 20.27. Elenchero delle serie di potenze e i loro relativi RAC:
+o0 1 7
E PA 1 R=1 convergenza in B(0,1)\ {1}
—z
k=0

+oo

= RrR=1
+00
Y ki R=1
k=0
+oo
Z % R = +o0
k=0
+oo
Z klzF R =0, converge solo in z =10
k=0
+oo k!

z
Z T svolgimento appena completo tutto
k=0

I (k%)

z
E R svolgimento appena completo tutto
k=0

+oo
Esercizio 20.28. F(z) := Z cr2™ con raggio di convergenza R > 0 == Vr tale che 0 <r < R
k=0
+oo
F ¢ M-Lipschitz su B(0,r), con M = Z Elcg|rt.
k=0

Esercizio 20.29. Trovare il raggio di convergenza della serie

o
Z k1M
k=1

Dimostrazione. Se |z| = 1 allora il termine della serie non ¢ infinitesimo e dunque la serie non
converge, dunque R < 1.
Sia z =t € (0, 1) allora

[e'e] “+o00
Z k1R < Z ht"
h=0

k=0
dove abbiamo usato che la serie € a termini positivi.

Ora la serie di destra converge, dunque per confronto anche quella di sinistra.
Dunque R >t e poiché vale Vt < 1siha R=1

Esercizio 20.30. Trovare il raggio di convergenza della serie

o
E k1~
k=0
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Dimostrazione. Se z = 1 la serie non converge (il termine generale non ¢ infinitesimo) dunque
R < 1.
Viceversa se z =t € (0, 1) applicando il criterio del rapporto otteniamo

(k + 1)1 t9 . g2kt

k! tk? =0

dunque la serie converge, ovvero (0,1) C B(0, R) e quindi R > 1
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20.3 Esercizi sulle curve

Esercizio 20.31. La curva

(t,tsiny) te[0,1]

101> R v(t)Z{(O o

ha lunghezza infinita

Esercizio 20.32. Sia 7y : [a,b] — R? una curva regolare, chiusa, iniettiva e di classe C* allora

1—/%ﬁny@un—i%

dove il segno deriva dall’orientazione della curva

Dimostrazione. Poiché .
"ol — My 2
k(t) = —y’(m,Q - y,zy)

allora l'integrale in studio diventa

b 1.0 "ot 1 [ ",/

r —xX 2 xr — T

/ yr-ry (a:’2 +y'2>2 dt / Y22V
a (x’2+y’2)5 o Tty

/
Posto ¢(t) = (x (t)) osserviamo che essendo la curva regolare p(t) # 0, dunque possiamo

y'(t)
o) =00) (Sgts))

passare in coordinate polari
"\, ,[cosb —sin6\ ,,
(y”) =yt =r (sin@) +p( cos 0 ) 0

inoltre poiché p(a) = ¢(b) allora p(a) = p(b) e O(a) = 6(b) + 2kn dove k € Z Ora

Derivando otteniamo

y/lx/ _ x//y/ — p29/

dunque

1:/ dt = 0(b) — 0(a) = 2kn

a

Ora poiche la curva ¢ iniettiva k = %1 (si usa il teorema della curva di Jordan)
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20.4 Esercizi sulle forme differenziali

Esercizio 20.33. Discutere sull’esattezza e chiusura della forma
w(z,y) = —ydzr + sinzdy

Dimostrazione. Osserviamo che 0,(—y) # 0,(sinz) dunque w non ¢ chiusa e dunque nemmeno
esatta

Esercizio 20.34. Discutere sull’esattezza e chiusura della forma

w(z,y) = (% + %) (ydz — zdy)

Dimostrazione. Sia A = <I% + y%) yeB = (x% + y%) (—x) allora w = Adz + Bdy

1 1
T Y
dunque tale forma ¢é chiusa.
Essendo definita su z # 0 e y # 0 ovvero sui 4 quadranti é esatta (i quadranti sono semplice-
mente connessi).
Passiamo al calcolo del potenziale

1 x
Zz ) r oy
Ora F, = —2 — oz dunque ¢'(y) = 0 ovvero g(y) = c.
Una primitiva ¢é la funzione
x
Flogy)=-2+2
Ty

Esercizio 20.35. Discutere sull’esattezza e chiusura della forma
w(r,y,2) =(y—z2)de+(z+2z+1)dy+ (y—x+1)dz
Nel caso sia esatta trovare una scrittura esplicita per il potenziale

Dimostrazione. Poniamo Al =y — 2, A2=2+z2+1le A3 =y—a+1.
Richiedere che la forma sia chiusa equivale a provare 9; A" — §; A7 = 0 per 4,5 = 1,..., 3 ovvero
provare le 3 condizioni

DA — 0, A1 =0
81143 - (93141 - O
82143 — 83A2 =0

un semplice conto mostra che tali condizioni sono verificate.
Osserviamo inoltre che € ¢ definita su R3 che é semplicemente connesso, dunque la forma ¢
esatta.

Calcolare il potenziale, equivale a trovare una funzione u tale che w = dU ovvero

o U=A perj=1,...,3
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e Supponiamo che la condizione valga per 7 = 1 allora dal teorema fondamentale del calcolo:

Ulz,y,2) = U(0,y,2) + / Uty =) dt = gy, 2) + (y — 2)
0

dunque U(z,y, z) deve avere la forma
w(y —2) + 9y, 2)
e Affinché la condizione valga per 7 = 2 deve accadere
LU(x,y,2) =gy(y,2) +o=0+2+1

dunque deve accadere
9y(y,2) = 2+ 1
Ora dal teorema fondamentale del calcolo:

g(y,z) = g(0,2) + /Oy O1g(s,z)ds = h(z) +y(z+ 1)
Dunque abbiamo (affinché la condizione valga per j = 1,2)
Ulz,y,z) =x(y —2) +y(z + 1) + h(z)
e Imponendo 93U = A3 otteniamo

—z+y+h(z)=y—xz+1 = h(z)=1 = hz)=z+c

dove c € R
Dunque tutti i potenziali sono della forma
Ulx,y,2) =U(z,y,2) =2(y —2) +y(z+1)+2+c ceR

infatti essendo R? semplicemente connesso, due potenziali differiscono per una costante

Esercizio 20.36. Discutere sull’esattezza e chiusura della forma
2., .2 _ 2 20(x —
y oz o dxr+ 2z~ y) dy+

(-9 +22]"  [e—9?+22"  [@-y?*+2]

Nel caso sia esatta calcolare una primitiva

w(z,y,2) = Alde+A*dy+A* dz =

Dimostrazione. 1l fatto che sia chiusa equivale a provare 9;47 = 9; A" per 4,7 = 1,2,3 (3 con-
dizioni: una semplice verifica).

Per quanto riguarda 'esattezza, osserviamo che w é definita su
Q=R\({z=0n{z=y}) =R*\ { retta }

dunque su un dominio non semplicemente connesso.
Ora m1(€2) = Z dunque ha un solo generatore, ad esempio

v(t) = (cost,0,sint) t e [0,27]
Se proviamo che fv w = 0 allora la forma risultera esatta
2
/w = / [(sin®t — cos®t) (—sint) — 2sint cost (cost)] dt =0
¥ 0
Andiamo a determinare un potenziale ovvero cerchiamo U tale che

O;U = A per j =1,2,3
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e Supponiamo che la condizione valga per 7 = 3 allora dal teorema fondamentale del calcolo:

2xs

U(l’,y, Z) :g(yv Z) _/OZ [($—y)2+82}2 ds

Ora
2xs d T T T
=———F— = Ux,y,2) =g(x,y)+ +

[(l’ . y)? 4 52]2 ds (33 _ y)Z + 52 ( Y ) g( y) (l’ _ y)Q (l’ . y)Q 422
Poniamo -

g(x7y):g<x7y)+ 2

(z—y)
ottenendo .
U — 5 e

e Affinché valga la condizione per 7 = 1 deve accadere
(z —y)* +2° = 2z(x —y)
[(z — )+ 22

e In modo analogo, affinché valgano le condizione per j = 2 si avra g, = 0

U = g, + =A' = G, =0

Mettendo insieme i 3 punti otteniamo che un potenziale ¢ della forma

A ]

Esercizio 20.37. Sia Q CR? eu: QO — R armonica.
Mostrare che se Q) ¢ semplicemente conneso, allora esiste v € C?*(Q) tale che Vu - Vv = 0.

Dimostrazione. Osserviamo che la forma u, dz — u, dy & chiusa ovvero d,u, = 0,u,.
Ora
Oylly = Uy Op(—Uy) = —Uygy

dunque essendo armonica vale g, + u,, = 0 da cui la tesi.
Poiche il dominio ¢ semplicemente connesso, allora tale risulta esatta dunque Jv € C?(€2) con
Uy = Uy € Uy = U, da cui la tesi

Esercizio 20.38. Nell’esercizio precedente ['ipotest sulla semplice connessione é indispensabile
(se vogliamo v definita su tutto )

Dimostrazione. Consideriamo u(z,y) = log(z? + y?) allora

2z 2y
Uy = ——— Uy = —————
x2+y2 Y x2+y2
B 29% — 222 B
Ugy = m = Uy

allora Au = g, + uy, = 0 ora

uydx—umdy:2( Y dzx0 ‘ dy)

xT
$2_}_y2 $2+y2

che é chiusa ma non esatta.

x
Osserviamo che arctan (—> ¢ un potenziale su {y # 0} che non ¢ estendibile a tutto R\ {0}
)
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20.5 Esercizi integrali
Esercizio 20.39. Trovare 'area del dominio delimitato dall’asse x e dalla curva

{x(t) = ¢ —sint

y(t) =1 — cost

Osserviamo che '(t) > 0 dunque la funzione non torna indietro, dunque é un dominio regolare.
Sia vy la curva che parametrizza l'asse x da 0 a 27 e —v; la curva (z(t),y(t)) allora dal corollario
precedente

2m
Area(D):/ —ydx:/ —ydx+/ :/ ydx:/ (1 —cost)(1 —cost)dt =
+0D o 1 - 0
2

:/ (1 —cost)” dt = 3

0
Esercizio 20.40. Sia

1
D:{(x,y,z)€R3 : \/x2+y2§—,x21}
2

Calcolare Vol(D) e H*(OD)
Esercizio 20.41. Sia S = {(z,y,2) €R® : 2=2—2?—y* 2 >0} e F = {2%,9°% 2}. Calco-

lare
// F-ndo
s

dove nes > 0

Dimostrazione.

e (Calcolo diretto.
Sia D = {(z,y) € R? : 2 + y? < 2}. Una parametrizzazione di S ¢ data da

X

o: D—=S (x)—> Y
Yy 2—m2—y2

Allora otteniamo

¢w(1voa_2x) ¢y(0>1a_29) ¢x/\¢y:(2x>2y71)

Pz NPy
[Pz Ayl

//SF-nda://DF(gb)quw/\gzﬁydxdy://Dx2.2x+y2.2y+(2_x2_y2)dxdy

:// 22 +2y° 4+ (2 — 2* — y?) da dy
D

Osserviamo che la terza componente di ¢ maggiore o uguale ad 1 da cui

Ora D ¢ simmetrica rispetta all’origine essendo 23 e y3 dispari otteniamo

27 \/5
//F~nd0://2—x2—y2:/ d9/ r(2 —r?)dr =27
S D 0 0
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e Usando il teorema della divergennza.
Sia
V:{(:p,y,z) : 0§Z§2—$2—y2}

allora OV = SU S, dove S, ¢ la circonferenza centrata nell’orifgine e raggio v/2 nel piano

(z,9)
///didexdydz:// F-nda://F-neda+// F-n.do
v v s So

Il secondo integrale é nullo infatti n, su Sy € parallelo a z da cui otteniamo

2 2
// Fnedo = // 20+2y+1drdydz = /// ldzdydz = / Area(V,)dz = 7T/ (2—2)*dz =27
S v v 0 0

dove abbiamo usato che V' simmetrico rispetto a y e 2z ¢ dispari. Analogamente con 2y

Esercizio 20.42. Sia

S:{(x,y,z)€R3 cat 4yt 4t =1 zZO} e F=(1,1,1)

//SF~nda

Calcolare

dove n-e3 >0

Dimostrazione. Sia
V= {(:c,y,z) eER?: 22 +2+21<1, 2> O}

allora dal teorema della divergenza, poiché divF = 0 abbbiamo

O:///didexdydz://F-neda+// F-n.do
174 S So

Dove Sy ¢ il cerchio unitario, nel piano x,y e su tale insieme n, = (0,0, —1) dunque abbiamo

//F-ne:—// —ldedy =7
S So

Esercizio 20.43. Sia V' un aperto con bordo regolare a tratti. Sia

F:RN\{0} >R Fla,y,2) = (% z %) dove 7 = /2% +y? + 22
T T T

// Fondo — 0 se0 gV
oV 47 se0 eV

Dimostrazione. Se 0 € V si pud usare il teorema della divergenza infatti divF = 0.

allora

Mostriamo ora il caso 0 € V.

Sia U =V \ B(0,0) allora per il teorema della divergenza // F-n.do =0 ora
ouU

// F‘neda:// F‘ne—// F-n.do
U ov 8B(0,0)
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Poiché

1 1
/ F-neda:// (%,%,%)-(z,g,z> daz// —2d0:—247r52
2B(0,6) aB(0,5) N0 T roror 2B(0,5) O 0

si ha la tesi.

Esercizio 20.44. Calcolare [[; F-ndo dove F ¢ il campo di sopra e

Sy = {x2+y2+22 =a% 2>0, zcosa — xsina < O}
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20.6 Esercizi sulle equazioni differenziali

Esercizio 20.45. Sia z € R" ¢ F(x) = ¢(r)x dove r = (3 x?)%
Che condizioni bisogna imporre su ¢ in modo che divF = 0%

Dimostrazione. divF =Y 0;F;, ora
Fi=aip(r) = OF = o(r) + 2 (r)dir = o(r) + —=¢(r)

poiche g;r = %t
Da cui

divF =0 < np(r)+ r) (Z xf) =0 & npr)+¢(r)r=0

Ora n
#(r) = (1)

¢ un’equazione differenziale lineare che ha soluzione cr=" (verifica diretta).

Per Cauchy-Lipschitz tutte le soluzioni sono di questa forma con ¢ = ¢(1)

Esercizio 20.46. Sia A(t) antisimmetrica e W la matrice wroskiana

W'(t) = A(t)W (1) T _
{W(O)_M = WEOTWE) =1 Wt

Suggerimento: Derivare la relazione della tesi.

Esercizio 20.47.

1. Classificare il sistema
¥=x—y
y =51 —y
2. Scrivere, esplicitamente, le soluzioni

3. Descrivere geometricamente le orbite

Esercizio 20.48. S7 consideri il sistema

' = ax + by
y =cr+dy

Mostrare che sia x(t) che y(t) sono soluzioni dell’equazione
' =Tr(A)u + det Au

Provare ad usare questo criterio per risolvere il punto 2 dell’esercizio precedente

Esercizio 20.49. [l sistema
¥’ = ax + by
y =cx+dy

¢ esatto se e solo se a+d =10
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Esercizio 20.50. Denotiamo un punto di R*YN come (p1,...,Pn,q1s- -1 qn)-
Sia H € C* (R*"). Un sistema hamiltoniano ¢ un sistema della forma

v =50 (p,q)
4 = — 5y, (02 4)

Verificare che H é un integrale primo

Esercizio 20.51.
Py stabile = Qp, aperto connesso per archi

Esercizio 20.52. Sia P, asintoticamente stabile. Il bacino di attrazione

on = {P € : lim QDP(t) = P(]}

t——+o0

e un intorno di Py

Dimostrazione. Poiché Py ¢ asintoticamente stabile, Qp, # 0.
Sia ry della definizione di asintoticamente stabile.

P e QPO = dity (,Dpl(t[)) S B(Po,ro)
Ora poiche la funzione ¢(p) = ¢, ¢ continua in p (dipendenza dalle condizioni iniziali) abbiamo

IS SO_I(B(POJ’O)) C Qp,
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Esercizio 20.53. Consideriamo il sistema

Studiare la stabilita dei punti stazionari.

Dimostrazione. Utilizzando le coordinate polari:

da cui
(w0/1u0) =) (Snfoiin ) +70 (ot
da cui otteniamo

= — t) = roet 1
" r: = r(t) Tof dove ¢ = 2log —
0 = 0(t) = —5log(c+ 2t) + by To

" logr?

Osserviamo inoltre che 0(t) — —oo per t — +oc.

Osserviamo, inoltre, che 0 ¢ un nodo a stella per il sistema linearizzato

Esercizio 20.54. Determinare i punti critici e determinarne la stabilita del sistema

=y

Yy =sinx —y
Dimostrazione. 1 punti critici sono tutti e soli i punti P, = (kw,0) al variare di k € Z.
Per studiarne la stabilita consideriamo la matrice Jacobiana

J(z,y) = (Co(;x —11)

([0 1
(1 _1> se k pari
0 1
se k dispari
\ -1 -1

e Se k pari, il determinante ¢ —1 dunque ho autovalori di segno opposto dunque una sella

dunque

J(km,0) =

Da cui

e Se k dispari. Allora
 —1+4V3

At 5

dunque poiché¢ Re(A) < 0 ho un fuoco stabile
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Esercizio 20.55. Trovare i punti critici e stabilirne la natura per il sistema

v = —x+y?
V=9 -2
Esercizio 20.56. Sia g € C'(R) con yg(y) > 0 per ogni y # 0.

Allora y =0 ¢ soluzione di y" +y' + g(y) = 0.
Studiare la stabilita della soluzione

Dimostrazione. Consideriamo il sistema equivalente

Yy =p
p=-p+9y)

Notiamo che y = 0 ¢ soluzionne infatti poiché g cambia segno in un intorno di 0 si ha ¢(0) = 0.
Andiamo a studiare la stabilita di (0, 0)

DF(yyp)=<_g(f)<y) _11) N DF(O,O)Z(_;/)(O) _11)

Poiché non sappiamo nulla se ¢’(0) = 0 non possiamo concludere nulla.
Consideriamo

allora G ha un minimo in 0 e si ha

Vip,y) = %pQ +G(y)

é una funzione di Lyapunov infatti

V: VV . F = (g(y)//p) (_p _pg(y>) = _p2 <0

dunque 0 ¢ asintoticamente stabile ed inoltre € (bacino di attrazione di (0,0)) ¢ tutto R?
infatti V' < 0 su R?\ {(0,0)}

Esercizio 20.57. Consideriamo il sistema

o=y = f(z,y)

Y =—x+2°=g(x,y)
allora

(i) Individuare e classificare gli eventuali punti critici

(ii) Descrivere qualitativamente le orbite

Dimostrazione. 1 punti critici sono (0,0), (1,0) e (—1,0).
Osserviamo che la forma gdx — f dy é esatta e una primitiva é data dalla funzione

dunque le orbite sono descritte implicitamente da U(zx,y) = ¢ al variare di ¢ € R.
Osserviamo che per ¢ = i possiamo esprimere esplicitamente le traiettorie
1 1> 1

1
U(m,y):Z = Z(:B4—2:E2+1):§ = y=+—(*-1)

Il ritratto di fase é come in figura
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Esercizio 20.58. Determinare esplicitamente le soluzioni di
Yy + 2ys = cost
Yy — 2y; = sint

[Suggerimento: usare il metodo di variazioni delle costanti ovvero cercare una soluzione della
forma

y(t) = ee(t) dove c(t) = (Cl(t)>
Esercizio 20.59. Consideriamo il sistema
Y =A@t)Y
Y(0) = Id

dove A(t) : R — M(n,n) continua.
Mostrare che se A(t) é antisimmetrica per ogni t allora se'Y é soluzioni del sistema matriciale
si ha Y (t) ortogonale

Dimostrazione. Osserviamo che Y ¢ soluzione del sistema se le sue colonne Y; risolvono il
sistema

Y' =AY
Y(O) = €1
La tesi equivale a dimostrare che Y7 () - Y (¢) = Id andando a derivare otteniamo

% (YT(@)-Y(t)=YTY(t)+ Y'Y =0

dunque Y7(#)Y(t) = costante per t = 0 la tesi

Esercizio 20.60. Trovare un’espresssione esplicita per le soluzioni del sistema

Y| + 2y = cost
Yy — 2y; = sint

Dimostrazione. Possiamo scrivere il sistema nella forma

Y' = AY + b(t) dove A = (g _02> e b(t) = (COS t)

sint

Le soluzioni sono date da

y(t) = et /Ot e*b(s) ds + €€ con € = y(0)

A [cos2t —sin2t .
oraer = <sin 2t cos2t da cui

e_tAb(s)—etA— cos2t —sin2t\ (cost\ [ costcos2t+sintsin2t \ [ cost
- - \sin2t cos2t sint) \ —costsin2t+cos2tsint) \ —sint
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dunque

t sint ¢ cos 2t sin 2t sint
—sA _ tA —SA B -
/0 ™ b(s)ds = <cost — 1) - ¢ /0 e™*7b(s)ds = (sin 2t  cos2t ) (cost — 1)

mentre una soluzione del sistema omogeno ha la formaet¢

Esercizio 20.61. S7 consideri il sistema

-2 2 1
Y =AY dove A=| 2 -2 1
-1 1 0

Dimostrare che l’origine ¢ stabile e scrivere le equazioni generali del sistema
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