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Abstract

L’obiettivo della tesi € quello di introdurre gli strumenti principali dell’integrazione
a valori vettoriali, ponendo particolare attenzione sull’integrale di Bochner. Grazie
a tali strumenti & possibile approfondire alcune proprieta geometriche degli spazi di
Banach.

I nucleo centrale dello studio ¢ la proprieta di Radon-Nikodym (RNP), naturale
estensione del teorema di Radon-Nikodym a misure vettoriali. Piu precisamente,
date una misura v a valori in uno spazio di Banach X, una misura di variazione |v|
opportunamente definita e una misura reale positiva p tale che |v| sia assolutamente
continua rispetto ad essa, ci chiediamo se v ammette una densita vettoriale rispetto
a [i.

Per rispondere a tale quesito, introdurremo alcuni strumenti probabilistici, come le
martingale vettoriali, e ne studieremo le proprieta principali.

Scopriremo che la risposta dipende strettamente dallo spazio in cui v assume i valori,
in particolare vedremo delle comode proprieta geometriche equivalenti alla RNP, da
cui dedurremo che molti spazi, ad esempio i riflessivi, soddisfano la RNP. E bene
perd notare che ci sono molti spazi concreti in cui questa proprieta fallisce, ad
esempio cg e L.

Infine discuteremo alcune questioni attualmente meno comprese, come la proprieta
di Krein-Milman (KMP) e la sua connessione con la RNP.
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Capitolo 1

Misure Vettoriali

L’oggetto principale della tesi saranno le cosiddette misure vettoriali, di cui proce-
diamo a dare una definizione precisa, seguendo principalmente | |.

Osservazione. In seguito X sard uno spazio di Banach (reale) e (2, F, 1) uno spazio

di misura con p reale non negativa.

Definizione 1.0.1. Dato uno spazio di Banach X e uno spazio misurabile (Q, F),
una misura vettoriale ¢ una funzione v: F — X o-additiva, ossia tale che per
ogni successione di insiemi disgiunti (Ep)neny C F vale

Zy(En) =v U E,

n=1 neN

Osservazione. Tale somma ¢ chiaramente invariante per permutazioni, ma cid non
¢ equivalente all’assoluta convergenza quando X non ha dimensione finita. E pero
equivalente alla sommabilita dell'insieme {v(E,) : n € N} nel senso dei limiti su
insiemi filtranti, ossia esiste un z € X tale che per ogni € > 0 esiste un F' C N finito
tale che per ogni F' C E C N finito

Zy(En) —z|| <e.

nekr

Ci sarebbe molto da dire anche sulle misure finitamente additive, ma per i nostri
scopi ¢ sufficiente limitarsi al caso o-additivo. Per approfondire si veda | .

In seguito v sara una misura vettoriale.

Definizione 1.0.2. La variazione di v é la misura reale |v| tale che
VI(B) =sup Y [[v(F)]
" Fer

per ogni 2 € F, dove m wvaria tra tutte le partizioni numerabili misurabili di E.
Inoltre la variazione totale div ¢ ||v|| = |v|(Q).



Osservazione. Chiaramente ||[v(E)|| < |v|(E) per ogni E € F.

Vediamo alcuni esempi:

e Per una misura reale la variazione consiste nel cambiare segno a tuttii contributi
negativi. Ad esempio se abbiamo una f € L'(R), questa induce la misura reale
v(E) = [, fdz ed ¢ facile dimostrare che || ¢ la misura indotta da | f|;

e Una misura solo finitamente additiva: sia ¢ C [*° il sottospazio chiuso delle suc-
cessioni convergenti. Il funzionale x — lim,, x,, definito su ¢ ha norma 1, quindi
si estende ad un funzionale L € (I°°)* di norma 1. Si verifica facilmente che L
¢ positivo e quindi u(F) = L(1g) al variare di £ C N ¢ una misura finitamente
additiva. Non puo essere o-additiva poiché i singoletti sono trascurabili e N ha
misura 1.

e Una misura o-additiva: dato un operatore limitato 7': L'() — X con y finita,
la misura tale che v(F) = T'(1g) al variare di E boreliano ¢ o-additiva. Inoltre
lv| < ||T|| w(E) e in particolare ||v|| < ||T|| #(€2), ovvero v ha variazione totale
finita.

e Posto (2, F) = (N,P(N)) una misura v a valori in X ¢ univocamente ca-
ratterizzata da una successione (v({n})) C X sommabile nel senso discusso
precedentemente. Considerando la partizione in singoletti di N si verifica che
la variazione totale di v & Y [[v({n})].

e Una misura non limitata: nel contesto dell’esempio precedente poniamo v(E) =

Y mer = € co, allora v ¢ o-additiva (se non avessi messo il coefficiente % sareb-

be statai solo finitamente additiva). La sua variazione totale ¢ Y [[v({n})|| =
ZnGN n =
Osservazione. Saremo interessati principalmente a misure con variazione finita.

Chiamiamo M (€2, F; X) l'insieme delle misure a valori in X di variazione totale
finita, che risulta essere uno spazio di Banach con la norma della variazione totale
||v]]. Lo rivedremo quando parleremo della RNP.

Come nel caso reale ci alcune delle definizioni equivalenti di assoluta continuita.
Diciamo che v ¢ p-assolutamente continua, o v < p, se vale una delle condizioni
della seguente proposizione.

Teorema 1.0.1 (Pettis). Le sequenti affermazioni su v e p sono equivalenti:
1| < p;
2. W(E) =0 = v(E) =0 per ogni £ € F;

8. lim, g0 v(E) = 0, ossia per ogni € > 0 esiste un 6 > 0 tale che p(E) <
= ||v(E)| < e per ogni E € F.



Dimostrazione. Vediamo che 1 e 2 sono equivalenti: Se vale 1 p(E) = 0 implica
che [v(E)| = 0, ma |[v(E)| < |v|[(E), quindi v(E) = 0; d’altra parte se u(E) = 0
allora u(F) = 0 per ogni F' C E misurabile, quindi per definizione di |v| si ha
|v|(E) = 0. Inoltre assumendo 1, sappiamo che vale 3 con |v|(E) al posto di v(E),
da cui ricordando che ||[v(E)|| < |v|(E) otteniamo che 1 = 3. Infine3 = 2 ¢
ovvia. [

Infine ritroviamo anche per le misure vettoriali una versione adattata del classico
teorema di decomposizione di Lebesgue. Come potremo dedurre in seguito, questo
risultato e particolarmente significativo negli spazi in cui vale la RNP.

Teorema 1.0.2 (di Decomposizione di Lebesgue). Date una misura vettoriale v e
una misura reale p non negativa e o-finita, allora esistono due misure vettoriali v,
e vg tali che

® UV =V,+ Us;
o Ve K Uy

e ¥ ovg e pu sono mutualmente singolar: per ogni x* € X*.






Capitolo 2

Integrale di Bochner

In questa sezione ci poniamo come obiettivo di definire un integrale per funzioni a
valori in uno spazio di Banach, analizzando la definizione di integrale di Bochner,
che ¢ la pin forte tra quelle attualmente in uso (in appendice introduco la definizione
pit debole e generale di integrale di Dunford). Scopriremo strada facendo che questa
¢ un’operazione molto pitl misteriosa del classico integrale di Lebesgue. Ho seguito
principalmente | I, | le| |.

Come nel primo capitolo X sara uno spazio di Banach (reale) e (2, F, u) uno
spazio di misura con pu reale non negativa.

2.1 Questioni tecniche

Iniziamo con una sezione di carattere tecnico per motivare alcune scelte che faremo
in seguito. In particolare vogliamo confrontare tre possibili definizioni di funzione
misurabile per una f: Q@ — X. Per farlo ci serve la definizione preliminare di
funzione semplice, ossia una f : 2 — X della forma f = Z?:l lp,x; con x; € X
e E; € F. Ora possiamo passare alle definizioni:

1. f ¢& detta fortemente misurabile se esiste una successione (fy,) di funzioni
semplici tale che f,, — f puntualmente;

2. f & detta misurabile se per ogni B C X boreliano f~1(B) € F;

3. f é detta debolmente misurabile se z* o f & misurabile per ogni z* € X*.

Lemma 2.1.1. Se X ¢ separabile i boreliani (forti) coincidono con i boreliani della
topologia debole.

Dimostrazione. Dato un insieme normante numerabile S C X* e un § > 0, per
definizione abbiamo

() @)~ ([=4,4)) = B(0,0)

z*es
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e quindi B(0,d) & un boreliano debole. Inoltre poiché X ¢é separabile ogni aperto
(forte) si puo realizzare come unione numerabile di palle chiuse, percio anche gli
aperti (forti) sono boreliani deboli e le due g-algebre coincidono. ]

Corollario 2.1.1. In generale se f é misurabile ¢ anche debolmente misurabile.
Inoltre se X e separabile misurabilita e misurabilita debole coincidono.

Dimostrazione. La prima affermazione segue banalmente osservando che i funzionali
di X* sono limitati e quindi misurabili. La seconda ¢ ovvia per il lemma. m

Sebbene la misurabilita forte implichi la misurabilita debole, vediamo che si riesce
comunque a recuperare la prima dalla seconda ponendo un’ipotesi aggiuntiva.

Teorema 2.1.1 (di Misurabilita di Pettis). Una funzione f: Q — X ¢é fortemente
misurabile se e solo se & debolmente misurabile e Im(f) ¢ separabile.

Dimostrazione. Se f ¢ fortemente misurabile ¢ anche debolmente misurabile per il
lemma precedente, inoltre data una successione di funzioni semplici (f,) tali che
fn — f,siha che |, Im(f,) e Im(f) C J,, Im(f,), percio Im(f) & separabile.

Passiamo ora all’altra implicazione. Sia V' C X un sottospazio separabile chiuso che
contiene Im(f) con una successione densa (z,) C V con 1 =0e S C V* un insieme
normante numerabile per V' che per il teorema di Hahn-Banach si puo estendere ad
un S C X* che ¢ normante per V. Osserviamo che per un = € V qualsiasi si ha
|f — || = sup,..g|z* o (f — )| e le funzioni a destra sono misurabili, percio anche
|f — || ¢ misurabile. Definiamo allora le funzioni f,: Q@ — X tali che per ogni
w € Q fp(w) = x; con ¢ il pit piccolo indice 1 < j < n tale che ||zj]| < [|f(w)]]
e ||f(w) —z;|| ¢ minimo (tra i j tali che ||z;|| < || f(w)]]); queste sono semplici e
misurabili poiché lo & || f — z|| con x € V' e convergono puntualmente a f, quindi f
é fortemente misurabile. O

Questo teorema ha delle semplici ma illuminanti conseguenze.

Corollario 2.1.2. Se f é fortemente misurabile, esiste una successione di funzioni
di semplici (fn) tale che fr, — f e ||full < || f]l per ognin.

Corollario 2.1.3. Se f ¢é fortemente misurabile, allora é anche misurabile.

Dimostrazione. Sfruttiamo il teorema di Pettis: se f ¢ debolmente misurabile e
V' C X ¢ un sottospazio separabile chiuso che contiene Im(f), f & anche debolmente
misurabile rispetto a V' per il teorema di Hahn-Banach, percio ¢ anche misurabile
rispetto a V' e quindi rispetto a X. O

Osservazione. Le implicazioni opposte in generale sono false. Si veda | |
per approfondire, in particolare per vedere alcuni possibili controesempi.

Corollario 2.1.4. Se X e separabile le tre definizioni coincidono.
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Concludiamo questa sezione anticipando che la classica nozione di funzione mi-
surabile a livello pratico é troppo debole per definire I'integrale di Bochner e troppo
forte per sfruttare a pieno la definizione piu generale di integrale di Dunford. Percio
in seguito non la nomineremo pitu e la misurabilita forte diventera la definizione
principale.

2.2 p-misurabilita e integrazione

Definizione 2.2.1. Una funzione semplice ¢ una f: ) — X della forma f =
Z?:l 1p.x; conx; € X e By € F. Chiamiamo F (2, F; X) lo spazio di tali funzioni.

Definizione 2.2.2. Una funzione f: ) — X é detta p-misurabile se esiste una
successione (fy) di funzioni semplici tale che f, — f p-q.o..

Definizione 2.2.3. Una funzione f: ) — X é detta debolmente p-misurabile
sex* o f e p-misurabile per ogni x* € X*.

Il teorema di misurabilita visto precedentemente in questo contesto ha una chiara
formulazione analoga.

Teorema 2.2.1 (di Misurabilita di Pettis). Una funzione f: Q — X & p-misurabile
se e solo se e debolmente p-misurabile e f é a valori p-essenzialmente separabili,
ossia esiste un E € F trascurabile tale che f(Q\ E) ¢ separabile.

Osservazione. Valgono tutte le conseguenze ottenute precedentemente, ad esempio
la seguente.

Corollario 2.2.1. Se X ¢ separabile le due definizioni di p-misurabilita sono equi-
valentu.

Osservazione. Vediamo un esempio di funzione debolmente p-misurabile ma non p-
misurabile: posto X = [2(]0,1]) (che non ¢é separabile) e f: [0, 1] — [2(]0, 1]) tale che
f(t) = et &1l vettore t-esimo della base canonica. Dal teorema di rappresentazione di
Riesz deduciamo che, dato un x* € X*, 2*o f ha supporto numerabile, ossia x*o f = 0
p-q.0., percio f é debolmente misurabile. D’altra parte dato un F € F, f(F) ¢ un
insieme discreto di cardinalita | F|, percio é separabile solo se E' & conumerabile, ma
in tal caso u(F) =1, quindi f non é a valori p-essenzialmente separabili.

Adesso siamo pronti per definire le funzioni integrabili secondo Bochner e il loro
integrale di Bochner. Preliminarmente diciamo che una funzione semplice f =
Z?Zl 1p,x; & integrabile se u(E;) < oo per ogni i e in tal caso definiamo il suo

integrale come
n
/ fap=3" (B
=1
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In generale diciamo che una f p-misurabile ¢ integrabile secondo Bochner se e solo
se esiste una successione di funzioni semplici integrabili f, tali che f, — f p-q.o.
(facoltativo) e [ [|f — fulldp — 0; in tal caso poniamo

/fd,u: ILm /fnd,u.

Osservazione. La definizione é ben posta e lineare in f, inoltre é chiaro come
estenderla definizione a quella di integrale su un £ € F qualsiasi.

Lemma 2.2.1. Una f p-misurabile ¢ integrabile se e solo se [ ||f| dp < oo.

Dimostrazione. Se f & integrabile e (fy,) € una successione di funzioni semplici tali che
fo = frrqo.e [If = fulldp = 0, allova [ || flldp < [1If = fall dp+ [ {1 full dpe <
co. D’altra parte se [ ||f|| du < oo sappiamo che esiste una successione di funzioni
semplici (f,) tale che f,, — f p-q.o. e || fn]l < ||f] per ogni n. Ma allora osservando
che ||lf = full < 2|fll € If = full = 0, per il teorema di convergenza dominata

(veale) [ [If = full djx — 0. 0

Osservazione. In alternativa possiamo considerare una qualsiasi successione di fun-
zioni semplici (fy,) tale che f,, — f e applicare il teorema di convergenza dominata
(reale) alla successione gn, = fuly)s.11<2)£]}-

Gli spazi LP sono un oggetto fondamentale in analisi funzionale. Anche in questo

contesto li possiamo definire e risultano avere un ruolo altrettanto importante.

Definizione 2.2.4. Dato un p € [1,00) o spazio LP(u; X) ¢é Uinsieme delle f p-
misurabili tali che f | fIIP dp < oo, quozientato per la relazione f = g p-g.o.. Con
la norma | f|l, = (S ILFIIP dp) /P risulta essere uno spazio di Banach.

Osservazione. Si definisce come al solito anche L (u; X) e risulta essere anch’esso
uno spazio di Banach.

Osservazione. Come nel caso reale, dimostrando la completezza scopriamo anche
che una successione che converge in LP(u; X) ha una sottosuccessione che converge
p-q.o. allo stesso limite.

Vediamo ora alcuni risultati fondamentali dell’analisi reale che restano veri in
questo contesto, iniziando da alcune semplici proprieta relative ad una funzione
integrabile f:

L\ fan < fUF g
2. hm,u(E)%O fE fdﬂ = 0;

3. Data una partizione misurabile e numerabile 7 di un £ € F, f pldp =

> ren Jp fd
4. v(E) = [, fdu & una misura vettoriale tale che |v|(E) = [, | fI| dp.
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Dimostrazione. Dimostriamoli in ordine:

1. Se f & semplice la disuguaglianza é banale, in generale sia ( f,,) una successione
di funzioni semplici tali che f, — f p-q.o. e [||fn — fl[dp — 0, allora la
disuguaglianza passa chiaramente al limite a sinistra e anche a destra poiché

LA =l < 17 = Fall-

2. Sappiamo che 'enunciato & vero per la misura reale || f|| - e quindi per il punto
1 ¢ vera anche per f-u (ma non sappiamo ancora che ¢ una misura o-additiva).

3. Per il punto 1 la serie ¢ assolutamente convergente e quindi ha senso sommare
a meno dell’ordine. Inoltre enumerando m = (F},) si ha

/fdu Z/ fdu /E\U’f . Jdu

e quindi tende a 0 per il punto 2

4. Senza perdita di generalita poniamo E = {2, data una partizione di {2 numera-
bile e misurabile m abbiamo

S| [ s < [ usian= [ sian
Fern

Eenm
quindi ||lv|| < [ | f|ldu. D’altra parte per ogni € > 0 esiste una funzione sem-
plice g = Y"1 | 1p,2; tale che [||g — f||du < e e possiamo assumere che 7 =
{E1,..., E,} sia una partizione di 2. Vale chiaramente che ZEerr || E gduH =

[ llgll dpe e inoltre | [ |lglldp— £l dpl < [ Tllglh = 1£1dp < [llg = fll dp <
e. Mettendole insieme otteniamo

2 /fd“ ‘/“f”d“ <12 fdu”—/ugudu .
EBer W E Eer WE

> /fdﬂ - /gdu +te<> /(f—g)d,u te<
Eerm E Eer E e B

Z/nf glldp+e < 2.

Fer

Poiché € puo essere arbitrariamente piccolo abbiamo la tesi.

O

Osservazione. Queste proprieta equivalentemente affermano che Ll(,u; X) & natural-
mente immerso isometricamente in M (€2, F; X) tramite U'integrale di Bochner, e in
particolare € chiuso in esso. Questo punto di vista sara utile quando parleremo della

RNP.



2.2. p-MISURABILITA E INTEGRAZIONE 16

Corollario 2.2.2. Date f,g € L'(i; X), se fE fdp = ngdu per ogni B € F,
allora f =g p-q.o..

Dimostrazione. Semplicemente la misura (f —¢g) - ha variazione totale nulla, percio
per le proprieta dimostrate f IIf —glldu =0 e quindi f = g p-q.o.. ]

Teorema 2.2.2 (di Convergenza Dominata). Date una successione (f,) C L*(u1; X)
e una g € L'(p) tali che esiste una f p-misurabile per cui f, — f p-q.o. e ||full < g
p-g.o. per ognin, allora [ ||f, — fl|dw — 0. In particolare [ fodp — [ fdu.

Dimostrazione. Poiché || f — fnll < 2||lg|| la prima affermazione segue dal teore-
ma di convergenza dominata reale. La seconda affermazione segue dal fatto che

1S CF = fa)dul| < [1F = full dpe 0

Vediamo ora un utile risultato sulla linearita dell’integrale di Bochner.

Lemma 2.2.2. Dato un operatore limitato T: X — Y e una f € L'(u; X) tali che
anche To f € LY(j;Y), si ha

T (/fdu> - /(TOf)du-

Dimostrazione. 1L’identita é chiara per le funzioni semplici, invece per una f qualsiasi

HT (/fdu) < [T H/fdu
e analogamente

||/(T0f)du s/uTofudus/uTn 1Al dpe = 11 11

Percio I'identita passa al limite in L'(u; X). O

osserviamo che

< 171111y

Osservazione. La tesi resta vera anche se T ¢ definito su un sottospazio di X ed
¢ chiuso (se il sottospazio ¢ chiuso cio ¢ equivalente alla limitatezza per il teorema
del grafico chiuso), ma la dimostrazione é pitt complicata e il risultato é noto come
teorema di Hille.

Lemma 2.2.3. Se f e g sono p-misurabili e tali che o f = x*og p-q.0. per ogni
x* e X*, allora f =g q.o..

Dimostrazione. f e g sono a valori u-essenzialmente separabili, quindi a meno di tra-
scurabili possiamo considerare un sottospazio separabile chiuso V' C X che contiene
sia Im(f) che Im(g). Possiamo prendere un insieme normante numerabile S C V*
relativo a V e estenderlo per il teorema di Hahn-Banach ad un S C X*. Allora
z*o f =a* o g per ogni z* € S p-q.0. e quindi f = g p-q.o.. O]
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Osservazione. In alternativa se u ¢ finita possiamo prendere una successione (E,,) C
F crescente tale che UneN E, = Q e che f e g sono integrabili su ogni F,. Allora
per i due lemmi precedenti 1 f = 1p g p-q.o. per ogni n e abbiamo la tesi.

Lemma 2.2.4. Se p ¢ finita, data una f € L'(p; X) abbiamo

1 _
—Q)/fd,u € conv(Im(f)).

Dimostrazione. Se per assurdo non avviene, detto I tale valore, per i risultati sulla
separazione dei convessi esistono un z* € X* e un a € R che separano {I} e
conv(Im(f)), ossia in particolare *(/) < o < z* o f(w) per ogni w € Q. Ricordando
che z*(I) = (Q) [ (z*o f)du per il lemma e integrando su (2 otteniamo [ (z*o

Hdp < ap(E) < [(z* o f)dp, assurdo. O

Osservazione. Oppure con un argomento analogo alla dimostrazione del teorema di
misurabilita di Pettis si puo approssimare f con funzioni semplici a valori in Im(f),
che quindi hanno le medie integrali in conv(Im(f)).

Osservazione. Tale af‘fermazione si puo anche invertire: se per un sottoinsieme con-
vesso chiuso C' C X si ha fE fdu € C per ogni E € F con u(E) > 0, allora
Im(f) C C' ameno di i 1n81em1 trascurablh

Osservazione. Valgono anche la classica formula di sostituzione, la disuguaglianza
di Jensen e il teorema di Fubini per una coppia (u, ) con u reale e v vettoriale.

Scopriamo che per i punti di Lebesgue vale la stesso risultato del caso reale. Ci

fara comodo quando parleremo delle conseguenze della RNP.

Teorema 2.2.3 (di differenziazione di Lebesgue). Data una f € L'([0,1]; X), per
quasi ogni t € [0, 1] abbiamo

h—0 h

1 t+h
i [ 100 - s au =0
t
e quindi 1n particolare

lim = / Fo)dn = 1),

h—0 h

Dimostrazione. Sia (z5,) C Im(f) una successione densa in Im(f), applicando il
teorema di differenziazione di Lebesgue alla funzione ||f — || otteniamo che per
quasi ogni ¢

h—0 h

1 t+h
lim / 1F @) — 2l du = [£2) — 2

per ogni n. Ma allora

1 t+h 1 t+h
fim s / 1£(w) — F0)] de < timsup © / 1F @) — 2all du + ln — FO)]

h—0 h—0

e il secondo membro per quanto detto ¢ pari a 2 ||z, — f(¢)||, che ¢ arbitrariamente
piccolo per densita di (z,,) e quindi abbiamo la tesi. O
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Osservazione. In alternativa si puo dimostrare la disuguaglianza massimale di Hardy-
Littlewood in modo analogo al caso reale.



Capitolo 3

Martingale Vettoriali

In questa sezione introduciamo le martingale a valori in uno spazio di Banach, che
sono la naturale generalizzazione delle martingale reali. Per far questo sara necessa-
rio studiare come si generalizza la speranza condizionale. Ho seguito principalmente

[Pis6] e [DUTT].

In seguito X sara uno spazio di Banach (reale) e (€, F, 1) uno spazio di proba-
bilita.

3.1 Speranza condizionale

Dati gli spazi LP(u) con p € [1,00] e X consideriamo 'unica applicazione linea-
re v: LP(p) ® X — LP(u; X) tale che f ® x — f - x. Si verifica facilmente che ¢
iniettiva: infatti preso un elemento v = Y f; ® x; nel nucleo, in cui senza perdi-
ta di generalita gli z; sono linearmente indipendenti, si ha Y fi - ; = 0 e quindi
fi = 0 per ogni i. Inoltre Im(:) contiene le funzioni semplici e quindi é densa in
LP(u; X) per p € [1,00): infatti data una f € LP(u; X) abbiamo visto che esiste
una successione di funzioni semplici (f,,) tale che f, — f p-q.0. e che ||fn| < f,
e quindi f,, — f in LP(u; X) per il teorema di convergenza dominata. In segui-
to identificheremo LP(u) ® X con la sua immagine in LP(u; X), in modo puramente

algebrico.

Osservazione. Se p = oo le funzioni semplici non sono dense, ma ¢é facile vedere che
lo diventano se consideriamo funzioni semplici numerabili.

Osservazione. Ci sono varie possibili definizioni di prodotto tensore tra spazi di Ba-
nach, ognuna con diverse proprieta universali. Adesso pero vediamo solo le proprieta
che ci serviranno senza appesantire I’esposizione. per approfondire si vedano | |

e |.

Lemma 3.1.1. Dato un operatore T € L(L' (1)), Uoperatore T @ Idx si estende ad
un operatore limitato T € L(L'(u; X)) tale che HT | = |7
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Dimostrazione. Basta verificare che T®Id x ¢ limitato con norma ||T’|| sul sottospazio
denso F(u) @ X = F(p; X): sia f =) 1ga; con gli E; € F disgiunti, allora

(T @ 1ax) (Dl = | 7w )w|| < 171 wE) el = 17111

Infine per vedere che le norme sono uguali basta prendere una successione (f,) C
L'(ut) che realizza ||T||, un x € X non nullo e considerare (f, ® ) C F(u; X). O

Osservazione. Con argomenti di densita si dimostra facilmente che z*oT'(f) = T'(x*o
f) per ogni f € L'(u; X) e ¥ € X*: infatti ¢ banalmente vero per f € L'(u) ® X
e I'identita passa al limite per continuita di x*, T e T.

Detta EY la classica speranza condizionale reale in LY(p), da quanto visto segue
che la prossima definizione é ben posta.

Definizione 3.1.1. Data una sotto-o-algebra G C F, la speranza condizionale
vettoriale ¢ 'unico operatore limitato BY: L' (u, F; X) — LY(u, G; X) che estende
EY ®Idx.

Osservazione. Per quanto detto z* o EY(f) = EY9(x* o f) per ogni z* € X* e f €
LY (u; X).

Ora mostriamo un risultato sulla convessita fondamentale per studiare le martin-
gale, che richiedera un lemma preliminare.

Lemma 3.1.2. Data una funzione p: X — R inferiormente semi-continua e con-
vessa, detto A linsieme delle funzioni affini continue a: X — R tali che a < ¢,
allora

» = sup a.
acA

Dimostrazione. 1l sopragrafico S = {(z,p) € X xR : f(z) < p} € X xR ¢ chiuso e
convesso per ipotesi, quindi dato un punto (y, ¢) ¢ S per i lemmi sulla separazione di
convessi esiste un funzionale f € (X xR)* tale che per un qualche & € R f(y,q) < «
e f(x,p) > a per ogni (z,p) € S. f & della forma f; + fo con fi € X* e fo € R*
con fy invertibile per la condizione di separazione, allora la funzione affine continua
a= f2_1 o(a— f1)eétale che a < peq<a(y) < f(y). Prendendo una tale funzione
per ogni (y,q) ¢ S otteniamo la tesi. O

Osservazione. Per approfondire queste questioni si puo consultare il | .

Lemma 3.1.3. Data una funzione ¢ : X — R continua e convessa e una f €
LY, F; X) tale che po f € LY (), si ha p(E9(f)) <E9(po f).

Dimostrazione. Come al solito possiamo assumere che X sia separabile. Detto A
I'insieme delle funzioni a: X — R affini e continue tali che a < ¢, sappiamo che
© = Sup,c4 @ € per la separabilitd di X possiamo sostituire A con un qualche suo
sottoinsieme numerabile (per la dimostrazione del lemma precedente). Inoltre per
un a € A abbiamo visto che a o E9(f) = EY(ao f) per ogni f € L'(u, F; X), percio
aoE9(f) <EY(po f), da cui prendendo il sup si ottiene la tesi. O
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Osservazione. Poiché ||-]| & convessa, ||Eg(f)H < E9(||If|) per ogni f € L'(u, F; X).

Corollario 3.1.1. Dato p € [1,00], se f € LP(u, F; X) allora HEg(f)Hp < [Ifll,-

In altre parole loperatore B9 : LP(u, F; X) — LP(p, G; X) & ben definito e ha norma
pari a 1.

Dimostrazione. Per p € [1,00) iniziamo osservando che [|-[|” : X — R ¢ convessa:
infatti datiz,y € X e A € [0, 1] abbiamo [[Az + (1 — AN)y||” < (M ||z +(1=X) |ly||)P <
M z||P+(1=X) ||ly]|?, dove I'ultima passaggio segue dalle disuguaglianze tra le medie
p-esime. Percio HEg(f)Hp < E9(|| f||”) per ogni f € LP(u, F; X) e quindi integrando
otteniamo

1/p 1/p
el < (Eeanman) = ([iara) " =i,

Invece per p = oo ricordiamo che HEg(f) H < E9(||f]]) e quindi

1SNl < [[EFASD|o0 < 1l -
O

Osservazione. In alternativa si puo dimostrare che ogni operatore positivo tra spazi
LP(u) ¢ tale che T'® Idx ¢ limitato e che quindi si estende a LP(u; X).

Lemma 3.1.4. Date f € LP(u, F;X) e g € L, G) con p e q coniugati, si ha
E9(gf) = gEI(f).

Dimostrazione. Sappiamo che I'affermazione ¢ vera quando X = R, quindi in gene-
rale & vera anche per f € LP(u)® X. Infine passa alla chiusura per la disuguaglianza
di Holder. O

Lemma 3.1.5. Date f € L'(u, F; X) e g € L' (1, G; X), allora g = E9(f) se e solo
se
/fduzfgdu
E E

Dimostrazione. La condizione & necessaria per il lemma precedente ed € anche suf-

per ogni B € G.

ficiente per il lemma . O]

3.2 Martingale

Ora possiamo definire una martingala a valori in X allo stesso modo delle martingale
reali. Svilupperemo anche alcuni risultati che riguardano solo le martingale reali
perché hanno delle conseguenze importanti nel caso vettoriale e perché cosi facendo
capiremo quali problemi abbiamo in questo contesto.
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Definizione 3.2.1. Una martingala vettoriale a valori in X é una successione
(M) C L', F; X) con una filtrazione associata (F,) tale che M, = E5»(M,.1)
per ogni mn.

Osservazione. Si puo dare la definizione pitl generale ma analoga di martingala
definita su un insieme filtrante. Interpretando i limiti come limiti su insiemi filtranti,
i risultati di cui parleremo si estendono facilmente a questo contesto.

Osservazione. Una martingala M,, ¢ una martingala anche rispetto alla filtrazione

Osservazione. Dal lemma sulle funzioni convesse segue che per una martingala vetto-
riale (M,,) e una funzione continua e convessa ¢: X — R tale che ¢(M,,) € L'(1; X)
per ogni n, la successione (¢(M,,)) & una submartingala (reale). In particolare || M|
¢ una submartingala.

Definizione 3.2.2. Un sottoinsieme S C L'(u; X) si dice uniformemente inte-
grabile se ¢ limitato in L'(u; X) e

lim (sup/ HfHd,u) =0.
WE)=0 \ fes JE

In generale gli insiemi uniformemente integrabili non sono sempre riconoscibili e
sono strettamente correlati alla RNP.

Lemma 3.2.1. Un sottoinsieme S C L'(u; X) ¢ uniformemente integrabile se e

lim sup/ | £l du = 0.
t=o0 res J{|IfI>t)

Dimostrazione. Se S € uniformemente integrabile é sufficiente dimostrare che

solo se

lim sup u({]| ]| > t}) = 0.
—>OOf€S

Detta M = supseg || fll; < oo, per la disuguaglianza di Markov pu({|f|| > T}) <
M/t, da cui si ha la tesi. Se invece vale la proprieta dell’enunciato, per un E € F e
un ¢t > 0 abbiamo

/ 1]l du = / 1] du + / 1]l du < / 1]l du + ta(E)
E En{| fl|>t} En{||flI<t} {IIfI>t}

da cui segue la tesi. O

Vediamo ora un paio di risultati sugli spazi LP reali che ci saranno utili per
confrontare il caso reale e il caso vettoriale.

Osservazione. Per p € (1, 00) lo spazio LP(u) ¢ riflessivo per il teorema di rappresen-
tazione di Riesz, percio la sua palla chiusa é sequenzialmente w-compatta. In altre
parole una successione (f,) C LP(u) limitata in LP(u) ammette una sottosuccessione
debolmente convergente.
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Teorema 3.2.1 (Dunford-Pettis). Un sottoinsieme S C L'(u) & uniformemente
integrabile se e solo se é relativamente sequenzialmente w-compatto.

Dimostrazione. Se S é relativamente sequenzialmente w-compatto si verifica con
un facile argomento per assurdo che é uniformemente integrabile. Per D'altra im-
plicazione dimostriamo che una successione (f,) C S ammette una sottosuccessio-
ne debolmente convergente: posto fF¥ = 1 fu1<kyfn con k,n € N, la successione
(f%),, € L?(u) ¢ limitata in L?(p) quindi per w-compattezza sequenziale della palla
chiusa in L?(ut), tramite un argomento diagonale si trova una una sottosuccessione di
indici n; tale che per ogni k la successione ( f¥ ) ammette un limite debole g, € L?(u);
quindi anche in L!(j), per il teorema di rappresentazione di Riesz. Inoltre si veri-
fica facilmente che se (h,) C L'(u) converge debolmente ad una h € L'(p) si ha
|\h]l; < liminf, o0 ||hy||;, infatti basta scontrare con g = sgn(h) € L>(u). Percio
gk — gnlly < liminf; o |
do membro destro tende a 0, quindi (g) € una successione di Cauchy e ammette un
limite g € L'(u). Infine é facile vedere che allora f,, — g debolmente in L'(x). O

fr =gl Hl e per 'uniforme integrabilita di (f,,) il secon-

Osservazione. Dato p € (1,00), ogni sottoinsieme S C LP(u) limitato & unifor-
memente integrabile: infatti data una f € LP(u) fE |fldp < p(E)Y4 [ f]l, per la
disuguaglianza di Holder applicata a (1g, f). Percio per il teorema di Dunford-Pettis
¢ relativamente sequenzialmente w-compatto in L'(x), che ha duale L (p), che &
denso in L%(u) e quindi S & anche relativamente sequenzialmente w-compatto in
LP(u). Questo commento perod lascia un po’ il tempo che trova in quanto per dimo-
strare il teorema di Dunford-Pettis abbiamo utilizzato la w-compattezza sequenziale
in L?(p).

Osservazione. Per approfondire queste questioni nel caso reale si pud consultare

Vediamo un primo risultato positivo sulla convergenza delle martingale vettoriali.

Teorema 3.2.2. Data una funzione M € LP(u, F; X) con p € [1,00) e una filtra-
zione (Fp) con Foo = o(Fi i € N), la successione M, = E(M) & una martingala
tale che M, — EZ>=(M) in LP(u; X).

Dimostrazione. Per comodita sostituiamo M con /> (M). Preliminarmente dimo-
striamo che UneN LP(p, Fn; X) = LP(p, Fo; X): & sufficiente dimostrare che, fissato
un x, 1px appartiene alla chiusura per ogni E € F, ma l'insieme di tali £ € F
¢ una o-algebra per il teorema della classe monotona e contiene tutte le F,,, quindi
coincide con Fu,. Quindi per ogni € > 0 esistono un k € N e una M € LP(u, Fi; X)
tali che || f — M|[, <e, percid se n < k

M = My, < |IM = fll,+1f = Mull, = 1M = f]l,+||E" (M — f)Hp <2|M - f], < 2e.
Poiché e era arbitrario abbiamo la tesi. O

Col prossimo risultato iniziamo a vedere che quando X = R, o comunque quando
X ¢ di dimensione finita, le cose vanno molto meglio.
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Corollario 3.2.1. Una martingala (M) C LP(u) limitata in LP(u) se p € (1,00)

e uniformemente integrabile se p = 1, converge in LP(u) ad una M tale che M, =
E7» (M) per ogni n.

Dimostrazione. In entrambi i casi esiste una sottosuccessione (My,) che converge
debolmente ad una M € LP(u,Foo). In particolare per un qualunque E € F,
abbiamo fE My, dp — fE Mdp, ma quando ng < n il termine di sinistra ¢ uguale
a fE M,,, percid fE M,dp = fE Mdp, da cui M, = E/»(M) e la tesi segue dal
teorema precedente. O

Introduciamo uno spazio di probabilita e una filtrazione, che chiameremo diadici,
che daranno luogo a molti controesempi: dato {—1,1} con la probabilita uniforme
p, consideriamo lo spazio prodotto Q = {—1, 1}N con la o-algebra JF generata dai
cilindri e la probabilita prodotto p®N. Consideriamo inoltre le proiezioni sulle coor-
dinate m, con n € N, che sono indipendenti, e la filtrazione F,, = o(my,...,m,) di
cui notiamo che |F,| =2" e F = Foo = o(F; : 1 € N).

Definizione 3.2.3. Data una filtrazione F,,, un tempo di arresto relativo ad essa
¢ una funzione T : Q — N U {oo} tale che {T < n} € F,, per ogni n.

Lemma 3.2.2. Per ogni martingala (M,) C L' (u; X), la successione (Myar) ¢ una
martingala rispetto alla stessa filtrazione.

Dimostrazione. Prima di tutto M.r = ZZ;; 1y + > Mylys,, quindi appar-
tiene a L'(p; X) per ogni n. Inoltre Mppiyar — Monr = Lirsng1y (Mp1 — My) e
{T >n+1} ={T < n}¢ e F,, percid

]E]:n(M(n—H)/\T — Myar) = 1{T2n+1}]E]:n(Mn+1 — M,) =0.
]

Lemma 3.2.3 (Disuguaglianza massimale di Doob). Data una submartingala (My)
conk=0,...,n e posto M} = sup My, si ha

(M > 1)) < / Mydu
{M;;>t}

per ogni t > 0. Inoltre se M} > 0, per ogni p,q € (1,00) coniugati si ha
M, < ql[Mall, -
Dimostrazione. Definiamo il tempo di arresto

T min{l <k <n: M, >t} seM:>t
00 altrimenti
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relativo alla filtrazione ]:,’C = Fran. Allora per la prima affermazione abbiamo la
serie di disuguaglianze

W > ) = (T <) =03 T =) <Y [ s
k=1 k=171

T=k}
> / M,dp = / Mdp = / M,dp,
{T=k} {T<n} {M>t}

k=1

dove l'ultima disuguaglianza ¢ dovuta alla proprieta delle submartingale. Per la
seconda affermazione abbiamo

o0 o
m&%z/ w”mwa>mas/ wﬂ/' M, dudt —
0 0 (Mi>t}

M
/m/zw%ww/mmwwmmmmmﬁl
0

e otteniamo la tesi dividendo per HM:{HZil. Il primo passaggio ¢ una nota identita
che segue dal teorema di Fubini-Tonelli, il secondo segue dall’affermazione precedente
e 'ultimo dalla disuguaglianza di Holder. O]

Ricordando che || My, || ¢ una submartingala e passando ai sup si ottiene il seguente
corollario.

Corollario 3.2.2. Data una martingala (M,) C L*(u; X) abbiamo

sup tp({sup || My || > t}) < sup [[Mn]
t>0 neN neN

e per p € (1,00) abbiamo anche

sup || M|
neN

< qsup || My,
p neN
Osservazione. Notiamo un’implicazione di questo enunciato che sara utile quando
parleremo della RNP: data una martingala (M) C LP(u; X) limitata in LP(u; X),
la seconda disuguaglianza implica che ¢ dominata da sup,cy || Mp| € LP(p; X).
Percio se converge p.q.o0. converge anche in LP(u; X) per il teorema di convergenza
dominata.

Ora abbiamo gli strumenti per dimostrare un noto risultato nel caso reale, che

pero scopriamo essere vero anche nel caso vettoriale.

Teorema 3.2.3 (di Convergenza delle Martingale). Una martingala (M) C LP(u; X)
con p € [1,00] che converge in LP(u; X), converge anche p-q.o. allo stesso limite.

Osservazione. Poiché [|-[[; < |||, e la tesi riguarda una convergenza puntuale, é
sufficiente dimostrare il caso p = 1.
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Dimostrazione. Sia k € N tale che || M, — Mg||; < € per n > k e definiamo la
martingala (M) relativa a (F, tale che M, = M, — My pern > ke M), =0
altrimenti. Allora per la disuguaglianza di Doob sup;q tu({sup, < [|[M, — M| >
t}) < ¢ e inoltre definita la funzione f = limy oo SUPy, yy< || My — Myl abbiamo
f < 2sup,>g [|My — My||. Ma allora -

suptu({f > 2t}) < suptu({sup ||Mn — My[| > t}) < e
t>0 t>0 n>k

e siccome ¢ é arbitrario pu({f > 2t}) = 0 per ogni t > 0, ossia f = 0 p-q.0.. In
altre parole converge M,, converge pi-q.0. e siccome ha gia un limite in Ly (u; X)
questi due devono coincidere, ad esempio perché sono entrambe a maggior ragione
convergenze in probabilitd o perché una successione che converge in LP(u; X)) ha una
sottosuccessione che converge p-q.o. allo stesso limite. O]

Osservazione. In alternativa é anche possibile fare separatamente in casi p = 1 e
p € (1,00) sfruttando la rispettiva disuguaglianza di Doob.

Questo teorema, unito al risultato precedente sul caso reale, ha un chiaro corol-
lario.

Corollario 3.2.3. Ogni martingala (M) C LP(u) limitata in LP(u) se p € (1,00)
e uniformemente integrabile se p = 1 converge p-q.o. e in LP(u).

Adesso vediamo una proposizione che sara fondamentale quando parleremo della
RNP, che richiedera un semplice lemma preliminare.

Lemma 3.2.4. Data una martingala (M,) C L'(u; X) limitata in L'(u; X), un
t >0 e il tempo di arresto T = inf{n € N : ||M,]|| > t}, abbiamo

/ || due < sup [ Mol
{T<oo} neN

Inoltre la martingala (Myar) € uniformemente integrabile.

Dimostrazione. Dati due indici 1 < k < m, poich¢ {T" = k} € Fj abbiamo
f{T:k} [ M| dp < f{T:k} | M., || dpe, percio

[ man=3" [ inddns [ gl < sl
{T<m} i1 J{T=k} {T<m} neN

Dunque passando al sup in m otteniamo la prima affermazione e in particolare
Lircoo)Mr € LY(p; X). Per la seconda affermazione basta notare che

sup || Mpar |l < Lyrcooy | Mr]| + 2.

neN
Infatti se T' = oo allora || M,|| <t per ogni n e altrimenti || M| <t per ognin < T
e [[Mr[| > t. Poiché¢ 1ep ooy [[Mr|| +1t € LY(ut) per la prima affermazione, abbiamo
la tesi. O
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Lemma 3.2.5. Per uno spazio di probabilita (2, F, i), uno spazio X e una filtra-
zione (Fp) fissati le due affermazioni sequenti sono equivalenti:

1. Ogni martingala (M) C L' (p; X) relativa a (Fy,) limitata in L' (1) ¢ conver-
gente [i-q.o0.;

2. Ogni martingala (M) C L' (p; X) relativa a (F,) uniformemente integrabile ¢
convergente [i-.o0..

Dimostrazione. L’implicazione 1 = 2 é banale, poiché una martingala unifor-
memente integrabile in particolare ¢ limitata. Per I’altra sia 7' il tempo di arresto
del lemma precedente. Come abbiamo visto (M,,7) ¢ uniformemente integrabile,
quindi converge in L'(u; X) e p-q.o.. Ciod significa che (M,) converge p-q.o. in
{T < oo}, percid basta dimostrare che al variare di t > 0 p({T < oo}) diventa
arbitrariamente piccolo: per il corollario

SUPpen || Mal

p({T < oo}) = p({sup |Mn]| > t}) < ,
neN

e abbiamo la tesi per t — oc. O

Anche questo risultato, unito al risultato precedente sul caso reale, ha una ovvia
conseguenza ben nota nel caso reale.

Corollario 3.2.4. Ogni martingala (M,) C L'(u) limitata in L'(u) converge q.o..

Quindi nel caso reale questa convergenza avviene, mentre nel caso vettoriale non
é detto. In particolare piti avanti scopriremo che succede se e solo X ha la RNP. Ora
ci limitiamo a vedere un paio di controesempi sullo spazio diadico, rispettivamente
in cge L' (p):

e Detta (e,) la base canonica di ¢y, definiamo la martingala M, = >_)'_| mex.
My, = 1 per ogni n, quindi é anche limitata in L!(y;cp), ma se m # n
| M (w) = Mp(w)

nessun w € €.

oo = 1 per ogni w € €, percio (M, (w)) non converge per

e La martingala My (w) = []_; (1 + 7 (w)my) ¢ tale che || M, (w)||; = 1 per ogni
n e w, quindi ¢ anche limitata in L'(y; L'(x)), ma similmente a prima si ha
| Mp+1(w) — My (w)||; > 1 per ogni n e w.

Per le submartingale vale un risultato analogo.

Lemma 3.2.6. Una submartingala (M) C L'(u) limitata in L'(u) converge q.o..
Se inoltre ¢ uniformemente limitata converge anche in L'(j).

Dimostrazione. Possiamo esprimere (M,,) (con n > 0 per comodita) tramite la cosid-
detta decomposizione di Doob: definiamo A, = M,, — M,,_1, d, = A,, — EF»1(A,)
(con dy = Ng), Mp =Y p_ode € Ay = > 04 E7=1(A}), allora M, = M, + A,.
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Osserviamo che EF»-1(d,) = E/»1(A,) — E»1(A,) = 0, ossia che M, ¢ una
martingala, e che EF7-1(A,) > 0 per ogni n, ossia (A,) una successione positiva
e (puntualmente) crescente. Inoltre |[Ay|, = [ Mydp — [ Modp e quindi (4,) &
limitata in L'(y), percid converge p-q.o. e in L'(x) ad una A € L'(x). Da questo
segue che |M,| < | M|+ A, < |M,|+ A e quindi HM””l < ||Mpll; + || Ally, percio
M,, & una martingala limitata in L'(p) e per il corollario converge p-q.0.. Infine
se (M) ¢ uniformemente integrabile lo & anche M,,, che quindi converge anche in
LY(p). Ricordando che M,, = M, + A,, otteniamo la tesi. O

Osservazione. Quindi per una martingala (M,) C L*(u; X), || My]| converge p-q.o..

Introduciamo infine una classe di martingale che sara centrale nello studio della
RNP.

Definizione 3.2.4. Una martingala 0-separata ¢ una martingala (M,) C L*(u; X)
tale che My ¢ costante, My, ¢ semplice per ogni n e | Mpt1(w) — My (w)|| > 6 per
ognin e w € ). Un albero d-separato é l'immagine di una martingala d-separata.

Una tale martingala & adattata rispetto alla filtrazione M,, = o(My,..., My),

che ¢ finita. In generale una o-algebra finita & generata da una partizione finita di
(2 e quindi una filtrazione finita ¢ tale che questa partizione diventa pit fine al cre-
scere di n, ovvero ogni insieme di una partizione si scinde in finiti insiemi di quella
successiva.
Detto questo un albero d-separato si puo effettivamente descrivere come un albero:
data {E1, ..., By} la partizione che genera M,,, possiamo scrivere M,, = Zle 1p,z;
per certi x; € X. La proprieta delle martingale in questo contesto si esprime equi-
valentemente affermando che per un E;, che nella partizione (n + 1)-esima si scin-
dera a sua volta in {Fy,..., Fj} su cui M, assumera i valori y1, ..., yp, abbiamo
w(Ey)x; = Z?:l p(F;)y;. Ossia x; € una combinazione convessa degli y; (cioé i suoi
figli) e inoltre |ly; — z;|| > J per ogni j.

My

Figura 3.1: 4 passi di un albero d-separato diadico
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Lemma 3.2.7. Un albero d-separato qualsiasi puo essere realizzato con una mar-
tingala -separata definita su [0, 1] con la misura di Lebesgue.

Dimostrazione. Per realizzare un albero d-separato é sufficiente riuscire a realizzare
una filtrazione finita F,, C B([0, 1]) isomorfa a M,,, ossia tale che date le rispettive
partizioni che generano 7, e m, esista una successione di bigezioni 7, <> 7, che
rispettino le inclusioni e la misura. Ma per una qualsiasi martingala J-separata si
realizza facilmente una filtrazione su [0, 1] isomorfa a M,,: ¢ sufficiente partizionare
[0, 1] in intervalli con lunghezze uguali alle misure degli insiemi di 71, poi procedere
partizionando ognuno di questi intervalli in altri intervalli di lunghezza opportuna
secondo 7o e proseguire cosi ricorsivamente. O






Capitolo 4

Proprieta di Radon-Nikodym e
Dentabilita

Come abbiamo visto generalizzare le nozioni di teoria della misura al caso vettoriale
porta con sé numerose complicazioni e richiede dei compromessi. A questo proposito
approfondiamo una proprieta che diamo per scontata per misure reali, ma che in
dimensione infinita pud fallire anche in alcuni degli spazi piu belli, come L'. Ho
seguito principalmente | le] |-

In seguito X sara uno spazio di Banach (reale) e (€2, F) uno spazio misurabile
con p reale non negativa o-finita e v a valori in X.

Definizione 4.0.1. Diciamo che X soddisfa la proprieta di Radon-Nikodym
(RNP) se per ogni spazio misurabile (2, F), per ogni v misura a valori in X con
variazione totale finita e p misura reale mon negativa o-finita su questo tali che
v < p, esiste una f € L'(w; X) tale che v = f - u, ossia v(E) = fE fdu per ogni
EeF.

Il teorema di Radon-Nikodym afferma che X = R soddisfa la RNP: infatti afferma
questo risultato per misure v reali non negative e finite, pero una misura v reale
come nella definizione si puo scrivere come v = |v| — (|v| —v) dove |v| e |v| — v sono
misure non negative finite ancora p-assolutamente continue.

Osservazione. Analogamente al caso reale ci possiamo ridurre al caso con p finita:
presa una partizione numerabile in insiemi misurabili finiti di €2, possiamo restrin-
gerci ad ognuno di questi. Abbiamo ancora la condizione di assoluta continuita e se
ammettono una densita, allora la ammette anche |v| rispetto a p. Alternativamente
sfruttando il teorema di Radon-Nikodym (reale) possiamo ridurci al caso p = |v|:
infatti |v| ammette densita rispetto a pe v < |v|.

Per iniziare vediamo due esempi di misure vettoriali che non ammettono densita,

rispettivamente su ¢y e L' (p):

e Dato [0,1] con la misura di Lebesgue, definiamo v(F) = (fE sin(2"7t)dt)y,
ovvero 1 coefficienti di Fuorier 2"-esimi della funzione 1g. Per il lemma di



32

Riemann-Lebesgue v(F) ¢ effettivamente in ¢ e inoltre ||v(E)| < p(E), quindi
|v| < u e in particolare |v| ha variazione totale finita. Assumiamo per assurdo
che ammetta una densita g € L!(y; cp), allora detta , la proiezione all'n-esima
coordinata [, sin(2"rt)du = m,(v(E)) = [, gndp (gli operatori limitati com-
mutano con lintegrale di Bochner), da cui segue che g, (t) = sin(2"7t) p-q.o..
Tale g perd non & a valori in ¢q: infatti detto E, = {t € [0,1] : | sin(2"xt)| >
V/2/2} abbiamo pu(E,) = 1/4 per ogni n, da cui si verifica facilmente che
p(limsup,, E,,) > 1/4, ma su questo insieme la successione non tende a 0.

e Su uno spazio di probabilita qualsiasi (2, F, ) con p senza atomi definiamo
v(E) = 1 € L'(u) per ogni E € F. Si verifica facilmente che |v| = p e
quindi v ha variazione totale finita. Assumiamo per assurdo che ammetta den-
sita g € L(p, L' (). In generale Poperatore T,: L*(u) — L(u) tale che
Ty(f) = f fgdp & compatto: infatti se ¢ & una funzione semplice 'operatore
ha rango finito e quindi & compatto, mentre in generale data una successione
di funzioni semplici (g,,) tale che g, — ¢ in L'(p; X) si ha T, — T, in norma
operatoriale, quindi anche T}, ¢ compatto. Ma nel nostro caso ristretto alle fun-
zioni indicatrici ¢ I'identita ed ¢ facile creare una successione di indicatrici che

non ha sottosuccessioni convergenti in L!(j): ad esempio esiste una successione
(Ey,) C F tale che pu(F,) = 1/2 per ogni n e E,AE,, = 1/4 per n # m.

Osservazione. Vale la RNP rispetto ad una misura se e solo se vale rispetto al suo
completamento. Si verifica facilmente estendendo o restringendo opportunamente le
misure a propria disposizione. L’unico dettaglio delicato é che € necessario osservare
che, dette F e F le due o-algebre, una funzione F-misurabile & p-q.0. uguale
(chiaramente rispetto a F) ad una funzione F-misurabile.

Osservazione. La RNP ¢ invariante per isomorfismi lineari. Inoltre se X soddisfa la
RNP, la soddisfano anche tutti i suoi sottospazi chiusi.

Prima di approfondire la RNP menzioniamo un altro teorema di grande impor-
tanza in analisi funzionale, che in questo contesto risulta equivalente ad essa.

Definizione 4.0.2. Un operatore T € L(L'(u); X) si dice rappresentabile se-
condo Riesz se esiste una g € L*(u; X) tale che T(f) = [ fgdu per ogni f €

L ().

Vediamo un esempio di operatore non rappresentabile: Sia y una misura di pro-
babilita senza atomi e consideriamo I'operatore Idji(,). Se fosse rappresentabile
tramite una g € L (), avremmo anche una densita per la misura a valori in L (y)
citata precedentemente, ma come abbiamo visto cio € impossibile.

Non é un caso se i controesempi a queste due proprieta sono cosi affini, infatti
vale la seguente proposizione.

Lemma 4.0.1. Uno spazio X soddisfa la RNP rispetto a una misura finita p se e
solo se ogni operatore T € L(L(uu); X) ¢ rappresentabile.
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Dimostrazione. Se X ha la RNP, definiamo la misura v(E) = T(1g) per ogni
E € F. Questa ¢ p-assolutamente continua, quindi esiste una f € L'(y; X) ta-
le che T(1g) = [, fdp, inoltre f € L°°(u; X), infatti |v(E)| < ||T|| u(E) e quindi
Jellflldp = [v|(E) < |T|| w(E), da cui || f]lo < |IT]| (in realta sono uguali). Infine
T & rappresentato da f per la densita delle semplici in L' (p).

Per l'altra implicazione se ho una misura v a valori in X, con variazione totale finita e
p-assolutamente continua, |v| ammette una densita g € L'(i; X) e considerando gli
insiemi della forma {n — 1 < g < n} otteniamo una partizione misurabile (F,) C F
di Q tale che (n — 1)u(FE) < |v[(F) < nu(FE) per ogni E C E, misurabile. Definia-
mo allora gli operatori T,, € L(L'(u); X) che corrispondono a integrare nella misura
v E,, che chiaramente soddisfano ||7,| < n. Ognuno di questi é rappresentabile
da una f, € L*(u; X) e ora resta da verificare che la funzione f = 220:1 1p, fn e
una densita in L'(pu; X) per v: infatti

/w NSl = (UE) < () < o

i=1 =1

per ogni n e quindi f € L'(u; X) per il teorema di convergenza monotona (reale).
Inoltre per ogni £ € F

oo

v(E) = Z v(ENE;) = lim / fdu = / fdu
i=1 e Jen(UL, B E

dove l'ultimo passaggio vale per il teorema di convergenza dominata (vettoriale) e

quindi v = f - . O]

La RNP ¢ apparentemente molto misteriosa, ma in realta é strettamente correlata
ad alcune proprieta geometriche dello spazio X. Procediamo allora introducendo una
di queste.

Definizione 4.0.3. Un sottoinsieme S C X si dice dentabile se per ogni ¢ > 0
esiste un x € S tale che x ¢ conv(S \ B(z,¢)). X si dice dentabile se ogni suo
sottoinsieme limitato e dentabile.

Osservazione. S ¢ dentabile se e solo se per ogni € > 0 esistono un funzionale
¥ € X* eun a € R tali che SN {z* > a} non ¢ vuoto e diam(S N {z* > a}) <e.

Dimostrazione. Se S ¢é dentabile consideriamo un x € X ed un € > 0 come nella
definizione di dentabilita. {z} e conv(S \ B(z,¢)) sono due convessi di cui il primo
¢ compatto e il secondo ¢ chiuso, quindi ¢ una nota conseguenza del teorema di
Hahn-Banach che esiste un z* € X* che li separa, ovvero che per un qualche o € R
{z* > a} e {z* < a} sono due loro intorni aperti che li separano. Ma allora
SNn{z* > a} C B(z,e) e quindi ha diametro al pit 2. Se invece vale l'altra
condizione, per degli z* € X* o € Ree > 0, preso un z € SN {z* > a} qualsiasi,
vale la condizione di dentabilita per e: infatti S'\ B(x,e) C {z* < a} e essendo il
secondo insieme convesso e chiuso, vale anche che conv(S \ B(z,¢)) C {z* < a} e
quindi non contiene zx. O
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Osservazione. Se C' = conv(S) ¢ dentabile, anche S & dentabile. Quindi uno spazio
X ¢ dentabile se e solo se lo sono tutti i suoi sottoinsiemi limitati chiusi e convessi.

Dimostrazione. Dati degli z* € X*, a,e € R relativi a C' come nell’osservazione
precedente, CN{z* < a} é chiuso e convesso, quindi se per assurdo S C CN{z* < a}
anche C' C C'N{z* < a}. Perciod esiste un SN {z* > a} non ¢ vuoto e ha diametro
al piu e. O

%

Figura 4.1: Un insieme con un punto e-dentabile

In dimensione finita ¢é facile vedere che ogni insieme limitato é dentabile, mentre
per spazi qualsiasi non € detto. A questo proposito mostriamo un esempio di insieme
non dentabile: sia B la palla unitaria (chiusa) di c¢g, allora dato un z € S questo si
pud scrivere come z = L3 tali che ||z — y|| = ||z — 2|| = 1/2 per altri y, 2 € B, ad
esempio prendendo un n tale che |z,| < 1/2 e ponendo y =r+ G ez =2 — 5.
Percio B non ¢ %—dentabile.

Inoltre la stessa costruzione funziona analogamente con L' ().

Adesso dimostriamo un lemma sulla dentabilitd che ci sara molto utile a breve.

Lemma 4.0.2. Se per un S C X e une > 0 vale che x € conv(S \ B(x,¢€)) per ogni
z €S, allora posto S = S + B,y si ha x € conv(S \ B(x,e/2)) per ogniz € S.

Dimostrazione. Dato un = € S, esiste un y € S tale che ||z —y|| = § < /2,
allora fissato un 7 > 0 tale che 7+ < €/2, per ipotesi esistono degli z; € S tali che
|zi — y|| > € e che ¢’ una combinazione convessa di essi tale che ||y — Z?:l AiTi H <
7. Ma allora posto d =y — > | A\jz; abbiamo Y. \i(z; +d+ (z —y)) =y e per
ogni ¢ si ha

ld+ (@ -yl <lldl +llz -yl <e/2 = zi+d+(x—y) €S

i +d 4 (=) = all = @ — ) + ]l > s — gl — d > 7> &/2,

ovvero x; + d + (z — y) ¢ B(x,¢/2), come volevamo. O
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Passiamo ora al risultato pitt importante di questo capitolo, che come accennato
giovera molto dall’aggiunta delle martingale al nostro arsenale. Nella sua versione
pit grezza é dovuto a Rieffel, Maynard, Huff, Davis e Phelps.

Teorema 4.0.1. Dato unp € (1,00), le sequenti affermazioni su X sono equivalenti:
1. X soddisfa la RNP;
2. Ogni martingala vettoriale uniformemente integrabile converge q.o. e in L';
3. Ogni martingala vettoriale limitata in L' converge q.o.;
4. Ogni martingala vettoriale limitata in LP converge q.o. e in LP;
5. X non contiene alberi d-separati limitati per alcun 6 > 0;
6. X e dentabile.
Dimostrazione. Dimostriamo le implicazioni in ordine:
e 1 — 2: Sisvolge in tre passi:

— Lamisura finitamente additiva v(F) = limp 00 fE Mydp = limy, f 1M, du
con F € F ¢ ben definita: datoun F € F qualsiasi poniamo x,, = fE Mydu
e o, = E/7 (1), allora per quanto detto (), — E*=(1g) in L'(x) e inol-
tre z, = f onMypdp. Dimostriamo che il limite esiste: notiamo che per
n < m si ha B (0, M,,) = oM, e quindi 2, — 2, = f My, (on — om)du,
percio, ricordando che [|¢, ||, < 1 per ogni n, otteniamo

|20 — Tl < | My (pn — om)ll; < 2/ | M| dpz + ¢ [|on — @mlly
{lIMy ][>}
per ogni t > 0. Allora (x,) ¢ di Cauchy e ammette limite, poiché (M,,) ¢
uniformemente integrabile e (¢,,) ¢ di Cauchy in L!(u).

— v ¢ og-additiva, ha variazione totale finita e |v| < p: ricordiamo che (|| My]|)
¢ una submartingala limitata in L'(x), percid ammette un limite N in
LY(p) per il lemma . Allora ||v(E)|] < limy e fE | M| dp = fA Ndp
e questo implica facilmente che v é o-additiva e che |v| < N - u, quindi in
particolare v ha variazione totale limitata e |v| < p.

— La densita M € L'(u; X) di v rispetto a p ¢ il limite pu-q.0. e in L'(u; X)
di (M,): dato un E € Fj, per qualche k, x,, & pari alla costante fE Midu
per n > k, quindi fE Mdp = fE My dp, percio M, = E»(M) e quindi
M, — M p-q.o. e in L' (u; X) per i teoremi e

e 2 —> 3: Questo & un lemma gia dimostrato.

e 3 = 4: Una martingala limitata in LP(u; X) ¢ limitata anche in L'(p; X),
quindi converge p-q.o. e quindi anche in LP(u; X) per le osservazioni fatte
precedentemente.
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e -5 — —4: Un albero J-separato limitato ¢ I'immagine di una martingala
limitata in L®(u; X), quindi in particolare in LP(u; X'), che perd non converge
per nessun w € €.

e -6 = —5: Dato un S C X limitato e non dentabile per un qualche ¢ > 0,
consideriamo S = S + B. /2 come nel lemma precedente, che & ancora limitato.
Dato zp € S, esistono degli z; € S tali che |lxo — xi|| > /2 e xg = Z?:l i
per una qualche combinazione convessa degli x;. Iterando questa costruzio-
ne per ogni x; appena ottenuto generiamo (insiemisticamente) un albero e/2-
separato limitato, che per quanto detto é realizzabile tramite una martingala
su [0, 1].

e 6 = 1: Come gia osservato ¢ sufficiente risolvere il caso u = |v|. Per ogni
E € F tale che |v|(F) > 0 definiamo zp = % eCp={ap: F e F,FC
E,|v|(F) > 0} e notiamo che ||zg| < 1 per ogni £ € F. La dimostrazione é&
composta da due parti, entrambe risolte con un argomento di esaustione:

— Per ogni e > 0e E € F con |[v|(E) > 0 esiste un F' C F misurabile con
|V|(F) > 0 tale che diam(Cp) < 2¢: assumiamo per assurdo che esista un
e > 0 tale che diam(Cr) > 2¢ per ogni possibile F'. In particolare per ogni
tale F' e x € X esiste un G C F misurabile tale che ||z —zg| > €. Sia
allora (G,,) un insieme massimale di misurabili disgiunti con |v|(G,) > 0 in
F tali che ||zp — zg, || > €, che esiste per il lemma di Zorn; si deve avere che
F =, ey Gn (a meno di insiemi trascurabili), altrimenti esisterebbe un
G’ C F\U, ey Gn misurabile tale che [|zp — z¢g/|| > €. Ma allora per la o-
additivita di v abbiamo |v|(F)zp = Y |V|(Gn)zg, con ||zp — zq, || > €
per ogni n. Siccome questo accade per ogni F' C E non trascurabile, Cg
non & e-dentabile, assurdo.

— Esiste una successione (f,,) € L'(|v|; X) che converge in M(Q, F; X) a v,
da cui v ammette densita poiché L!(|v|; X) ¢ chiuso in M (€2, F; X): ana-
logamente al primo passo, per ogni € > 0 esiste una partizione misurabile
e numerabile di Q, detta (E,), tale che |v|(E,) > 0 e diam(Cg,) < 2¢
per ogni n. Percio la funzione g. = Y yzg,1p, € L™(|v]; X) ¢ tale che
llge - |v| — v||; < 2¢: infatti per un £ € F con |v|(£) > 0 vale che

/ gedv] = v(E) =Y |(EN Ey)(zg, — T0s,)
E neN

e quindi, ricordando che diam(Cg,) < 2e, data una partizione misurabile
7 di © abbiamo

S| [ gl = o)

Fer

<Y O WIENE) g, — vpnp, | < 26

FEer neN
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Osservazione. Si riesce anche a dare una dimostrazione diretta di 4 = 1, in
modo da non passare per considerazioni puramente geometriche: come al solito
posso porre i = |v| e per ogni sotto-o-algebra finita G C F posso definire EY(v) =
> peg L E% Questa ¢ una martingala indicizzata sull’insieme filtrante di tali
G ordinate parzialmente dall’inclusione. Essendo limitate in L® e quindi anche in
L?, ammettono un limite f € LP in LP e quindi anche in L'. Fissata una tale G,
la martingala condizionata a G é ancora una martingala e converge a Eg( f) per la
limitatezza di EY. Da questo segue banalmente che per ogni E € F abbiamo

/E fdy| = v(E)

A questo punto é chiaro che le affermazioni da 1 a 4 restano equivalenti se relativiz-

o equivalentemente f - |v]| = v.

zate ad un qualsiasi spazio di probabilita.

Osservazione. In alcuni libri meno recenti vengono utilizzate delle strategie che sono
state poi migliorate. Ad esempio in | | si passa attraverso una nozione inter-
media di o-dentabilita, che perd non viene ripresa da libri piu recenti, ad esempio

[I7is16].

Osservazione. Esistono inoltre spazi che non hanno la RNP e che non ammettono
alberi diadici 0-separati limitati, per approfondire si veda | |.

Concludiamo con alcune gradevoli conseguenze del teorema appena visto.

Corollario 4.0.1. Uno spazio di Banach ha la RNP se e solo se la hanno tutti i
suoi sottospazi separabili chiusi.

Dimostrazione. Una martingala (M,,) assume valori in un sottospazio separabile
chiuso, a meno di misura nulla. Quindi la tesi segue dagli enunciati equivalenti sulle
martingale. [

Corollario 4.0.2. Uno spazio X soddisfa la RNP se e solo se ogni martingala
(M) C L™ a valori in X e limitata in L™ converge q.o..

Dimostrazione. Se X ha la RNP I'implicazione é ovvia per il teorema, in quanto L
é il piu piccolo spazio tra gli LP. Se valesse l'altra condizione, X non ammetterebbe
alberi d-separati limitati, poiché vengono da martingale limitate in L°°. O

Corollario 4.0.3. Se X* ¢ separabile, allora soddisfa la RNP.

Dimostrazione. In vista della proposizione precedente dimostriamo che ogni mar-
tingala limitata in L°° ammette limite q.0.. Se X™* & separabile anche X lo ¢ e
quindi la palla chiusa By- C X* ¢ w*-metrizzabile e sequenzialmente w*-compatta.
Sia (M,) C L*®(u; X) una martingala a valori in B e per ogni w € Q sia f(w) un
punto di w*-accumulazione per (M, (w)), che esiste per w*-compattezza. Dato un
sottoinsieme numerabile e denso D C By e detta ev, € X** la valutazione in un
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x € X, per ogni d € D la martingala reale evy o M,, C L*(u) converge p-q.o. e
in L'(x) (anche di pit in realta) e il limite deve essere evg o f. Allora, poiché la
valutazione nei d € D ¢ equilipschitz di costante 1, a meno di restringerci ad un

qualche Q' € F di misura piena, abbiamo M,(w) % f(w) per ogni w € Q. Ora &
sufficiente dimostrare i due seguenti fatti:

e f ¢& (fortemente) misurabile: notiamo che per un z* € X* essendo evy o f
misurabile per ogni d € D, si ha che ||z* — f(w)|| = supgep |(z* — f(w))(z)] &
misurabile per la densita di D, quindi per le palle B ¢ X* si ha f~}(B) € F.
Inoltre poiché X* & separabile ogni aperto U C X* ¢ unione numerabile di
palle, quindi f~1(U) € F, percio f & fortemente misurabile per il teorema di
misurabilita di Pettis, in quanto é misurabile e X* & separabile.

e M, — f puntualmente: per un z* € X* qualsiasi, ricordando che abbiamo
E7(evg o f) = evg o My, otteniamo

Iz — M| = sup evgo (¥ — My)| = sup [E7"(evgo (¢* - f))] < EP" ||z — f|

deD deD
dove l'ultimo passaggio ¢ dovuto al fatto che |- |: R — R & convessa. Come
sappiamo E/ ||z* — f|| — ||z* — f|| p-q.0., dunque ponendo z* = f(w) per
un w € 2 otteniamo che limsup,,_, || f(w) = Mp(w)|| = || f(w) = f(w)]] = 0
-q.0..
O

Corollario 4.0.4. Se X e riflessivo, allora soddisfa la RNP.

Dimostrazione. Sappiamo che un sottospazio chiuso Y C X é a sua volta riflessivo,
quindi in particolare ¢ uno spazio duale. Percio i sottospazi separabili chiusi di X
sono duali separabili, quindi hanno la RNP e quindi ce I’ha anche X. O

Osservazione. Quindi gli spazi di Hilbert hanno la RNP.

Osservazione. A questo punto siamo in grado di affermare che la RNP in generale
non passa al quoziente. Ad esempio I' ha la RNP essendo separabile e il duale
di cg, ma i suoi quozienti sono tutti e soli gli spazi di Banach separabili: infatti
dato uno spazio separabile X e una successione (x,,) C Bx densa in By, definiamo
I’applicazione lineare T': cogop — X tale che e,, — x,, per ogni n. Ponendo la norma
|-l; su coo, si verifica facilmente che 7" ha norma 1, quindi per densita si estende
ad un operatore limitato 7: ! — X. Inoltre per una semplice applicazione del
lemma di iterazione T & anche aperto e surgettivo. Passando al quoziente abbiamo
T: 1" /ker(T) < X che per quanto detto ¢ bigettivo, limitato e aperto, quindi ¢ un
isomorfismo.

Detto questo un possibile quoziente di I! ¢ quindi ¢y, che non ha la RNP.

Corollario 4.0.5. Uno spazio di Banach ha la RNP se e solo se ha la RNP rispetto
a [0,1] con la misura di Lebesgue.
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Dimostrazione. Se fissiamo una spazio di probabilita (€2, F, i) e relativizziamo il teo-
rema precedente a questo, tutte le implicazioni restano vere tranne potenzialmente
5 = 6, siccome a priori non tutti gli alberi d-separati sono realizzabili con (2.
Come sappiamo invece questo ¢ vero nel caso di [0, 1] con la misura di Lebesgue. [

Osservazione. Si verifica facilmente che uno spazio di probabilita non atomico rea-
lizza ogni albero d-separato. Quindi il teorema relativizzato a questo resta vero.

Come ci suggerisce questo teorema é possibile analizzare la RNP da un punto di
vista puramente differenziale, in particolare con metodi di analisi convessa, ottenen-
do gli stessi risultati. Questo & I'approccio seguito ad esempio da | |.

A questo proposito ci limitiamo a osservare le conseguenze dei risultati ottenuti in
ambito differenziale.

Lemma 4.0.3. Se X soddisfa la RNP, ogni funzione f: [0,1] — X assolutamente
continua ¢ deriwabile p-q.o.. Inoltre in tal caso la derivata € una funzione g €

LY([0,1]; X) tale che

per ogni t € [0, 1].

Dimostrazione. Si puod definire una misura su ([0, 1], B([0,1])) tale che v([a,b)) =
f(b) — f(a), che risulta essere p-assolutamente continua: infatti possiamo consi-
derare la naturale filtrazione diadica su [0, 1], definire la stessa martingale della
dimostrazione di 4 = 1 e da queste definire una misura limite analogamente alla
dimostrazione di 1 = 2, con le stesse verifiche. Quindi v ammette una densita
g € L'([0,1]; X) in particolare tale che

t
7t — £(0) = /O g(y)dy

per ogni t € [0,1]. Percid f ¢ p-q.o. derivabile per il teorema di differenziazione di
Lebesgue vettoriale. O]

Osservazione. La misura definita nella prima parte della dimostrazione é univo-
camente determinata per il teorema della classe monotona, analogamente al caso
reale.

Osservazione. Questa dimostrazione ci fa capire quanto le martingale vettoriali siano
un linguaggio naturale per parlare della RNP. Infatti nel | | questo stesso
risultato ha una dimostrazione estremamente pitt complicata e piena di verifiche
perché non € per nulla scontato che una tale v esista.

Osservazione. In realta € vero anche il viceversa. Per verificarlo, a partire da una
misura vettoriale v su [0, 1] si puod definire la funzione f(t) = v([0,¢]), che essendo
assolutamente continua ammette derivata q.o.. Da qua si verifica che la derivata di
f € integrabile secondo Bochner sfruttando alcune proprieta dell’integrale di Pettis.






Capitolo 5

Ulteriori Sviluppi

5.1 Questioni Geometriche

Vediamo alcuni risultati di carattere strutturale sulla RNP, iniziando da un risultato
che la collega alla ricerca delle basi di Schauder.

Come al solito X sara uno spazio di Banach (reale) e (€2, F, u) uno spazio di
misura reale.

Teorema 5.1.1 (Dunford). Se X ammette una base di Schauder limitatamente
completa (x,) C X, allora ha la RNP.

Dimostrazione. Preliminarmente notiamo che possiamo sostituire la norma ||-|| con

la norma equivalente
n

> (@)

i=1

||| = sup
neN

poiché la RNP ¢ invariante per isomorfismi lineari. Cosi facendo, detti S,, =
So¢  afw; gli operatori di proiezione alle prime n-coordinate, abbiamo ||Sy, (z)|

IA

|Sn(z)]| per ogni m < mnex € X. Siano v e g due misure come nell’enunciato della
RNP, allora le misure reali z o v ammettono una densita g, € L'(u). Vogliamo
quindi dimostrare che g = Zzozl gnTyn € ben definita e integrabile ed & una densita
per v: dalla monotonia é chiaro che

/E (zn; ga;) dj

per ogni E € F, percio passando alle variazioni totali

n

< [lv(E)]

dp < [v[(E).




5.1. QUESTIONI GEOMETRICHE 42

Quindi per la monotonia e per il teorema di convergenza monotona

n
[ (nggo S
=1

da cui g ¢ ben definita p-q.o. poiché (z,) é limitatamente completa e integrabile.

) dp < [v[(E) < oo

Infine per il teorema di convergenza dominata abbiamo

n

n
v(E) = lim z; (V(E))x; = lim / (Zgzxz> du—/gdu

i=1
per ogni E € F. O]

Passiamo ora ad alcune proposizioni che mettono in evidenza come ¢! sia uno
strumento prezioso nello studio della RNP.

Teorema 5.1.2 (Lewis-Stegall). Se p ¢ finita X soddisfa la RNP rispetto a p se
e solo se ogni operatore T € L(L'(n); X) ammette una fattorizzazione T = AB

L () L X
N

Inoltre per ogni € > 0 si possono scegliere A e B in modo che ||Al] < ||T|| +¢ e
1Bl <1.

attraverso 1.

Dimostrazione. Se T ammette una tale fattorizzazione, poiché ¢! soddisfa la RNP A
& rappresentata da una g € L>(y; £1), quindi T é rappresentato da Bog € L™ (u; X).
D’altra parte Se X ha la RNP un tale T é rappresentato da una g € L*(u; X).
Inoltre ricordiamo che le funzioni semplici numerabili sono dense in L (u; X ), quindi
fissato un € > 0 esiste una successione g,, = 220:1 1p,  Tnk con (Ep, )k misurabili
disgiunti per ogni n tali che Hg — Zzzl ngoo < €271 per ogni n (notiamo che
”xlka < gl +€/2 € ||ffn,kH < 27" per n > 2). Identificando ¢! = /(N x N)
definiamo allora

Al )ng = [[nsl / fo
En,k
per ogni f € L'(u) en,k€Ne

Bl(ani) = Y a2t

o
n,keN ‘ .k

per ogni (an ) € ¢*. Allora ricordando che ||T]| = ||g|l,, le disuguaglianze sulla
norma sono chiare e inoltre T'= AB, come volevamo. O]



5.2. PROPRIETA DI KREIN-MILMAN 43

Osservazione. A questo punto saremmo tentati di pensare che ogni spazio con la
RNP contiene una copia di ¢!, ma questo ¢ falso. Ad esempio ¢? ha la RNP essendo
uno spazio di Hilbert, ma non ci si pud immergere ¢': se cosi fosse ¢! sarebbe isomorfo
ad uno spazio di Hilbert e quindi avrebbe duale isomorfo a sé stesso (antilinearmente
isomorfo se lavoriamo su C), ma (£1)* ~ ¢>°, che non ¢ separabile.

Citiamo senza dimostrazione un fatto su ¢! dimostrato da Pelczynski, che ci
aiutera ad ottenere il prossimo risultato.

Lemma 5.1.1 (Pelczynski). I sottospazi di dimensione infinita complementati di ¢!
sono isomorfi a ('

Teorema 5.1.3 (Lewis-Stegall). Se p ¢ una misura finita, un sottospazio di dimen-

sione infinita complementato X C L'(p) soddisfa la RNP se e solo se ¢ isomorfo a
A

Dimostrazione. Se X =~ (! soddisfa la RNP. D’altra parte sia 7: L'(y) — X una
proiezione su X, poiché X soddisfa la RNP 7 ammette una fattorizzazione AB
attraverso /1. Notiamo che A|xB = Idx e sappiamo che questo implica A(X) ¢é
complementato da ker(B) in /! e X ~ A(X), quindi X ~ ¢! per il lemma precedente.

O

5.2 Proprieta di Krein-Milman

Per concludere studiamo un’altra proprieta degli spazi di Banach. A prima vista
puo sembrare completamente scorrelata dalla RNP, ma come vedremo c’é invece una
forte connessione.

Definizione 5.2.1. Diciamo che uno spazio di Banach X ha la proprieta di
Krein-Milman (KMP) se ogni C C X chiuso limitato e convesso é la chiusura
dell”inviluppo convesso dei suot punti estremali.

Osservazione. Il teorema di Krein-Milman afferma che cid succede sicuramente
quando C' é compatto.

A

Figura 5.1: Punti estremali (in rosso) di un triangolo stondato
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Dati un C' C X limitato chiuso e convesso, un z* € X* tale che ||[z*|| =1 e un
a > 0, per comodita definiamo la fetta (slice)

Sa*,a,C)={z e C:a%(x)+a>supz"} =CnN{z" >supz” —a}.
C C

Definizione 5.2.2. Dato un insieme C' C X e un x € S, diciamo che x ¢ forte-
mente esposto in S se esiste un x* € X* tale che per ogni € > 0 esiste un a > 0
tale che S(z*,a,C) contiene x e ha diametro minore di €. Diciamo che uno spa-
zio X ha la proprieta di Krein-Milman forte (SKMP) se ogni C C X chiuso
limitato e convesso é la chiusura dell’inviluppo convesso dei suoi punti fortemente
esposti.

Osservazione. x© € C & fortemente esposto da z* € X™ se e solo se per ogni (x,,) C C
tale che limy, o0 * () = supg 2™ si ha x, — .

Lemma 5.2.1. Dati z*,y* € X* eec > 0 tali che ||z*|| = ||y*|| = 1 tali che |y*(x)| <
5 per ogni x € X con ||z|| <1 ex*(x) =0, allora min(||z* + y*[|, ||[=* — y*||) <e.

Dimostrazione. Sia z* un estensione secondo il teorema di Hahn-Banach di §*[ier(z+),

che chiaramente soddisfa [|z*|| < §. Inoltre poiché¢ y* — 2* e z* hanno lo stesso

nucleo y* — z* = ax* per un qualche @ € R. Ora notiamo che |1 — |af| = | ||y*|| —
ly* = 2*[|| < ||#*] < § e quindi se @ > 0 si ||la* — y*|| = [|(1 — @)2* — z*|| <  esi
conclude analogamente se a < 0. O

Lemma 5.2.2 (Bishop). Sia C' C X un sottoinsieme chiuso limitato e convesso
tale che per ogni fetta S(z*,a,C) e e > 0 esiste una fetta S(y*,5,C) di diametro
minore di € tale che S(y*,5,C) C S(z*,a,C) e ||z* —y*|| < e. Allora ogni fetta
di C' contiene un punto fortemente esposto di C' e in particolare C' ¢é la chiusura
dell’inviluppo convesso dei suoi punti fortemente esposti.

Dimostrazione. Senza perdita di generalitd assumiamo che C' sia contenuto nella
palla unitaria di X. Data la fetta S(z*, «, C) costruiamo ricorsivamente a partire
da questa una successione di fette decrescenti S,, = S(y}, B, C) di diametro minore
di £,27" tali che Hy;‘;ﬂ — y;;H < Bp27" e By < ’%” e per ogni n (e per ||yi|| =1
per definizione di fetta). Allora ﬂzozl Sp = {xo} per un qualche zy € C, dunque
basta dimostrare che z é fortemente esposto da x* e a questo scopo é sufficiente
verificare che definitivamente S(z*, 8,/4,C) C S(y}, Bn,C): dalle condizioni sulle
fette segue che ||z* — y|| < B,27"*! per n > 3 e quindi |2*(x) — y(z)| < Bn/4 per
ogni z € C, percid dato un z € S(z*, 5,/4, C') abbiamo

Sup Yp < sup 4+ B4 < a*(x) + Bn/2 < yy () + 36n/4.

Per la seconda affermazione sia Cy C C' la chiusura dell’inviluppo convesso dei punti
estremali di C' e per assurdo Cy # C, allora dato un = € C'\ Cj esiste un z* € X*
che separa Cjy e {x}, ma allora c¢’¢ una fetta di C' disgiunta da Cp, che per quanto
detto contiene un punto estremale, assurdo. O
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Lemma 5.2.3 (Phelps). Se X soddisfa la RNP, dati un C C X chiuso limitato e
convesso e un x* € X* con ||z*|| = 1 tali che C C {z* > 0} e x*|c # 0, per ogni
0<e<1c’euna fetta S(y*,B,C) C CN{x* >0} di diametro minore di € e tale
che ||z* — y*|| < e.

Dimostrazione. Poniamo K = ker(z*) e notiamo che cosi facendo Iinclusione equi-
valentemente afferma che S(y*,3,C) N K = (). La dimostrazione si divide in due
parti:

e Esiste un y* € X* tale che S(y*, 5, C) ha diametro minore di ¢ ed ¢ disgiunto
da C'N K: consideriamo uno z € C'N{z* > 0} e per ogni z € C'N K definia-
mo 'operatore T, = Idx — 2z* ;’ZZZ) € L(X), che si verifica avere le seguenti
proprieta:

Lox=3(z+Tu(2));
2. T? = Idy;
3. Tylx = Idg;

4. 1T, sono equilipshitz per una qualche costante My > 0.

Definiamo ora H = {C} U{Tx(C):z € CNK} e

01m<0u U Tx(0)>

zeCNK

che per (4) é limitato e quindi & dentabile, percio esiste una fetta S(y*, o, C1) di
diametro minore di d = min(z*(2), 7). Per definizione di Cy esiste un Cp € H
tale che sup¢, y* > supg, y¥* —a e quindi esiste un § > 0 tale che S(y*, 8, Cp) C
S(y*, a, C1). Ora verifichiamo che S(y*, a,C1), e di conseguenza S(y*, 3, Cp),
é disgiunto da C' N K: per assurdo prendiamo un z € C N K N S(y*, o, C1),
allora per definizione della fetta e (1) un segmento tra 7z e 27, (z) & contenuto
in S(y*, o, C1), ma ||z — Tp(2)|| = ||z — 2|| = 2¥(2) e quindi ¢ assurdo per la
disuguaglianza su d. Ora se Cy = C abbiamo la fetta desiderata, altrimenti
Co = T,(C) per un qualche z € C' N K e quindi

T (S(y", 8,C0)) = S(y* o Tz, 5, C)

é una fetta di diametro al piu € per la disuguaglianza su d ed é disgiunta da
C N K poiché T, fissa K.

e Modifichiamo y* per ottenere un funzionale che soddisfa anche ||z* — y*|| < e:
Posto A = 42 definiamo F = @onv(C' U {z € K : ||z < A}). Applicando
la costruzione del punto 1 a F' si ottiene una fetta S(y*, 3, F') di diametro
minore di € disgiunta da F'N K. Notiamo allora che supq y* = supp y* e quindi
S(y*,B,C) C S(y*, B, F), percio resta da dimostrare che ||z* — y*|| < e: dato
un u € S(y*, B, F) fissato si ha y*(u) > supei |o<2¥” = Myl x e quindi



5.2. PROPRIETA DI KREIN-MILMAN 46

per il lemma uno tra ||z* + y*|| e ||2* — y*|| ¢ al pin 2y*/(\u) = LW oo Mase

2M
vale per ||z* + y*|| abbiamo

y*(u)

v 2 e+

@ 19w _ () _ v ()
Wl Tl = M

e quindi 2M > X = 4% > 4M perché ¢ < 1, assurdo. Percio vale la
disuguaglianza con ||z* — y*|| e abbiamo la tesi.

]

Teorema 5.2.1 (Phelps-Rieffel). Uno spazio X soddisfa la RNP se e solo se soddisfa
la SKMP.

Dimostrazione. Se X soddisfa la SKMP ogni ' C X chiuso limitato e convesso
ha un punto fortemente esposto, quindi in particolare ¢ dentabile e vale la RNP.
Per D’altra implicazione se C' C X é un chiuso limitato e convesso, é sufficiente
dimostrare dimostrare che per ogni fetta S(z*, o, C) esiste un’altra fetta che soddisfa
le condizioni del lemma di Bishop. A meno di traslare C' possiamo assumere che o« =
supc ¥, allora troviamo una tale fetta applicando il lemma di Phelps a CN{z* > 0}:
infatti non interseca C'N {z* < 0} per convessita di C. O

Osservazione. In particolare se X soddisfa la RNP allora soddisfa anche la KMP.
Invece é un problema aperto determinate se la KMP implica la RNP.

Infine osserviamo che queste questioni sono ben pitt note negli spazi duali. A
questo proposito citiamo senza dimostrazione il prossimo risultato.

Teorema 5.2.2 (Stegall-Huff-Morris). Le sequenti condizioni su X sono equivalenti:
1. X* soddisfa la RNP;
2. X* soddisfa la KMP;
3. Ogni sottospazio separabile chiuso di X ha duale separabile;

4. Ogni sottospazio separabile chiuso di X* é un sottospazio di uno spazio duale
separabile.

Se uno spazio X soddisfa una di queste condizioni lo chiamiamo spazio di
Asplund.



Appendice A

Analisi Funzionale

In seguito X sara uno spazio di Banach.

Inizialmente ricordiamo alcune semplici conseguenze del teorema di Hahn-Banach.

Corollario A.0.1. Per ogni x € X esiste un o™ € X* tale che ||[z*|| =1 e 2*(z) =
]l

Osservazione. Quindi I'immersione canonica X < X™* & isometrica.

Definizione A.0.1. Un insieme normante per uno spazio X é un sottoinsieme
S C X* tale che ||z*|| =1 per ogni x* € S e
|z]| = sup |2"(z)]
z*esS

per ogni x € X.

Corollario A.0.2. Se X ¢é separabile, allora ammette un insieme normante nume-
rabile.

Dimostrazione. Dato un denso numerabile D C X é sufficiente considerare per ogni
x € D un funzionale f, € X* come nel corollario in modo da ottenere un
insieme numerabile D C X* che soddisfa la prima proprieta. Soddisfa anche la
seconda perché dato un =z € X qualsiasi e una successione (x,) C D tale che
xy, — x siha fp, () = ||zp|| + fz, (x — 2n) dove || fo, (x — 2p)|| < ||z — 2| € quindi

limy, 00 f2, () = ||z O

Corollario A.0.3. Dato un sottospazio V- C X, la topologia debole di V' coincide
con la topologia di sottospazio indotta da X con la topologia debole.

Dimostrazione. E chiaro dal fatto che se f € X* allora f|yy € V* ese f € V* allora
per il teorema di Hahn-Banach esiste un f € X* che estende f. O

Corollario A.0.4. Dati K,C C X tali che K ¢ convesso e compatto e C' ¢ convesso
e chiuso, allora esiste un funzionale x* € X™* tale che

max xz* < inf 2*.
K C
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Ora mostriamo qualche altro noto risultato che ho utilizzato nell’articolo.
Lemma A.0.1. Se X* ¢ separabile, anche X ¢ separabile.

Lemma A.0.2. Se X ¢ riflessivo e Y C X e un sottospazio chiuso, allora é
anch’esso riflessivo.

Teorema A.0.1 (Banach-Alaoglu). La palla chiusa Bx- di X* ¢ w*-compatta.

Teorema A.0.2. Se X ¢ separabile, allora Bx- & w*-metrizzabile e sequenzialmente
w*-compatta.

Osservazione. La w*-compattezza sequenziale si pud anche dimostrare senza passare
per il teorema di Banach-Alaoglu: infatti data una successione (f,) C Bx~ si puo
costruire una sottosuccessione convergente su un denso per argomento diagonale,
che convergera puntualmente ovunque poiché le f,, sono equilipshitz di costante 1
(analogamente al teorema di Ascoli-Arzela).

Teorema A.0.3 (Kakutani). Lo spazio X ¢ riflessivo se e solo se la sua palla
unitaria chiusa B é sequenzialmente w-compatta.

Osservazione. In realta 'implicazione che serve a noi é solo quella che assume X
riflessivo, che segue facilmente dai risultati precedenti con un argomento di restrizio-
ne ai sottospazi separabili chiusi. In generale la w-compattezza e la w-compatteza
sequenziale sono equivalenti per il teorema di Eberlein-Smulian.

Lemma A.0.3 (di Iterazione). Dato un T € L(X,Y), un U C Y limitato e un
t > 0 tali che
UcCT(B)+tU,

abbiamo anche che
(1-t)U Cc T(B).

In particolare se U é un intorno di 0 allora T é aperto e surgettivo.

Osservazione. Questo lemma é noto per il fatto che implica il teorema della mappa
aperta, ma a noi € servito proprio in questa forma.

Definizione A.0.2. Dato un insieme S C X diciamo che un x € S é un punto
estremale se non é realizzabile come combinazione convessa di punti in S divers:
da x.

Teorema A.0.4 (Krein-Milman). Un sottoinsieme convesso e compatto K C X é
uguale all’inviluppo convesso dei suoi punti estremals.

Definizione A.0.3. Diciamo che una successione (z,,) C X é una base di Schau-
der se ogni x € X si scrive in modo unico come Zaia:i per certi a; € R. Analo-
gamente si dice successione di base se ¢ una base di Schauder di Span(z, : n €

N).
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Definizione A.0.4. Una base di Schauder si dice limitatamente completa se per
ogni scelta degli (an) C R tale che

n
sup Z a;r;|| < oo
neN i—1
la serie
o0
Z anTn
n=1
converge.

Lemma A.0.4. Se X ammette una base di Schauder (x,) C X, la norma

/

oo n
E Q;T; = Sup E a;T;
n=1 neN {5
¢ equivalente a ||-||. In particolare i funzionali 7, di proiezione sulla n-esima coor-
dinata sono limitati.
I risultati che ho citato o utilizzato si possono trovare ad esempio in | | o

[ |, tranne cio che riguarda le basi di Schauder che si puo trovare in | |.






Appendice B

Teoria della misura

In seguito (2, F) sara uno spazio misurabile con due misure non negative p e v.

Definizione B.0.1. Dato uno spazio topologico (Z, 1), la c-algebra di Borel ¢
B(Z) = o(T), ossia la o-algebra generata dall’insieme degli aperti.

Definizione B.0.2. Diciamo che v ¢ u-assolutamente continua, o anche v < u,
se /(EB)=0 = v(F)=0 per ogni £ € F.

Teorema B.0.1 (Radon-Nikodym). Date v e u due misure non-negative con v
finita, 1 o-finita e tali che v < p, esiste una f € L' () tale che v = f - p.

Teorema B.0.2 (di differenziazione di Lebesgue). Data una f € L'([0,1]), per
quast ogni t € [0, 1] abbiamo

t+h
i [ 170 = 0l =0

h—0

e quindi 1n particolare

t+h
lim / L)

h—0

Osservazione. Questo risultato ¢ vero piu in generale in R™ facendo la media sulle
palle.

Lemma B.0.1. Dati r,p,q € [1,00] tali che 1/p + 1/q = 1/r e f,g funzioni
misurabili, st ha

1fgll < 171, 1lgllg -

Dimostrazione. Segue banalmente dalla disuguaglianza di Holder su |f|" e |g|" con
esponenti coniugati p/r e q/r. ]

Corollario B.0.1. Se u ¢ una misura di probabilita, per ogni p,r € [1,00] conp > r
si ha LP(p) C L™ () e limmersione ha norma 1. In particolare questo vale quando
r=1.
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Dimostrazione. Basta porre g = 1 e ¢ tale che 1/p+1/q = 1/r nel lemma precedente,
da cui segue || f||. < || f]l, per ogni f € L"(p). O

Lemma B.0.2 (della Classe Monotona). La classe monotona generata da un -
sistema e una o-algebra. In particolare é la o-algebra generata.

Teorema B.0.3 (di Rappresentazione di Riesz). Per p € (1,00) con esponente
coniugato q, LI(p) ~ LP(p)* isometricamente tramite la mappa g — Ty tale che

T,(f) = [ gfdu per ogni f € LP(p).

Ogni risultato che ho citato o utilizzato si puod trovare in un qualsiasi libro di
analisi, ad esempio | |.



Appendice C

Probabilita

In seguito (2, F, 1) sara uno spazio di probabilita.

Lemma C.0.1. Data una sotto-o-algebra G C F e una f € L', F), esiste un’unica
g € LY (11, G) tale che fE fdu = ngd,u per ogni B € G.

Definizione C.0.1. L’operatore BY : L'(u, F) — L'(u,G) dato dal lemma prece-
dente e detto speranza condizionale.

Le principali proprieta della speranza condizionale sono le seguenti:

e Se X <Y p-q.o., allora E9(X) < E9(Y) p-q.o., ossia EY & un operatore
positivo;

e Se X ¢ indipendente da G, allora E9(X) ¢ costante;

e Se X,, /' X p-q.0. con X, >0e X € L'(p), si ha anche E9(X,,) "EY(X);
e Se # C G, allora EXEY = E;

e Se X,Y, XY € L'(i) e Y ¢é G-misurabile, allora E9(XY) = YE9(X);

e Se ¢ : R — R ¢ una funzione convessa e X, o(X) € L'(u), allora ¢ (]Eg(X)) <
E9(p(X).

Corollario C.0.1. Per ogni p € [1,00] Uoperatore EY : LP(u, F) — LP(u,G) ha
norma 1.

Dimostrazione. Se p # oo basta porre p(z) = |z|P nell’ultima proprieta, se p = oo
invece segue facilmente dalla prima proprieta. O

Definizione C.0.2. Una filtrazione ¢ una successione (Fy) crescente di sotto-o-
algebre di F. Un successione (M,) C L'(u) ¢ una martingala (reale) rispetto a
Fn se My, =5 (M,11) per ognin. (M,) si dice invece submartingala rispetto a
Fn se My, <EF»(M,11) per ogni n.

Ogni risultato che ho citato o utilizzato si pud trovare in un qualsiasi libro di
probabilita, ad esempio | |.






Appendice D

Integrale di Dunford

Per completezza approfondiamo brevemente una nozione piu generale di integrale,
che ammette anche funzioni debolmente p-misurabili. Iniziamo vedendo la proposi-
zione che lo definisce.

Lemma D.0.1. Data una f: Q2 — X debolmente p-misurabile tale che z* o f €
LY(p) per ogni x* € X*, allora Uoperatore x* f(x* o f)du ¢é limitato, ossia é un
elemento di X**.

Dimostrazione. SiaT: X* — L(u) il funzionale di composizione per f, ossia T'(z*) =
x* o f, si verifica facilmente che ha il grafico chiuso: infatti data una successione
(xF, 2} o f) che converge ad un (z*, g), a meno di sottosuccessioni z} o f — ¢ q.o.,
da cui é chiaro che z* o f = ¢g. Percio T ¢ limitato per il teorema del grafico chiuso,
ma allora | [(z* o f)du| < ||T|| ||z*||, ovvero 'operatore del lemma ¢ limitato con
norma al piu ||| O

La definizione di integrale si estende in modo ovvio a quella di integrale su un
sottoinsieme misurabile di €.

Definizione D.0.1. Data una f: 2 — X debolmente p-misurabile tale che x* o f
¢ integrabile per ogni x* € X*, diciamo che il suo integrale di Dunford ¢ il
funzionale in X** dato dal lemma precedente. Diciamo che f & integrabile secondo
Pettis se il suo integrale di Dunford su E appartiene alla copia canonica di X in
X** per ogni E € F. In tal caso lo consideriamo proprio come elemento di X e lo
chiamiamo integrale di Pettis.

Teorema D.0.1 (Pettis). Una f integrabile secondo Dunford é integrabile secondo
Pettis se e solo se la misura finitamente additiva E — fE fdu e anche o-additiva.

Citiamo un ultimo risultato che ci fa capire che le funzioni integrabili secondo
Pettis sono estremamente comuni.

Teorema D.0.2. Se u é finita e X non contiene copie di cg, ogni funzione integrabile
secondo Dunford é anche integrabile secondo Pettis.
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Osservazione. Negli spazi in cui vale la RNP non possono esserci copie di ¢g, poiché
in ¢g la RNP non vale.

Per l'integrale di Pettis valgono alcune proprieta analoghe a quelle dell’integrale
di Bochner, ma non tutte. Per approfondire si vedano | le| |.
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