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Introduzione

In questa tesi presentiamo alcuni metodi per sommare serie non convergenti.
Ci chiediamo sotto quali condizioni serie sommabili con tali metodi risultino
convergenti, vedendo anche un’estensione al caso continuo.

Spostandoci sulle serie complesse, caratterizziamo lo Spazio di Hardy
H? sul disco e sul semipiano e diamo una dimostrazione del Teorema di
Paley-Wiener.

Concludiamo con il collegamento tra 'andamento asintotico della serie
armonica e quello della Zeta di Riemann nel polo s = 1.

Nel primo capitolo vengono dati alcuni metodi per calcolare la som-
ma di serie non convergenti: sia usando la media delle somme parziali
Sn = Do (Metodo di Cesaro), che la serie di potenze definita a partire
dalla serie data (Metodo di Abel). Tali metodi sono detti regolari, poiché
estendono il concetto di convergenza: infatti la somma della serie con que-
sti metodi e uguale al limite della serie quando questa converge in senso
classico.

In generale, dato un metodo P e un metodo @), se si ha che ogni serie
sommabile con P & anche sommabile con () allora diciamo che

P sommabile = () sommabile.

Ci chiediamo sotto quali condizioni vale I'implicazione inversa, cio¢ quando
si ha:
() sommabile & T'(a,) = P sommabile

dove T'(a,) € una condizione tauberiana sui coefficienti della serie. Tali
condizioni sono dette Tauberiane, dal nome del matematico austriaco Alfred
Tauber, che nel 1897 provo la convergenza di una serie Abel sommabile
sotto la condizione na,, — 0. Hardy e Littlewood coniarono il termine
“tauberiano” per indicare teoremi di questo tipo.

Nello specifico mostriamo che la somma di una serie Cesaro sommabile
coincide con la somma secondo Abel e che, per serie convergenti, entrambe
coincidono con il limite della serie in senso classico.
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Valgono infatti le seguenti implicazioni:
convergenza = Cesaro = Abel.

Vedremo sotto quali condizioni tauberiane valgono le implicazioni inverse.

Estenderemo poi questi metodi al caso continuo con l'integrale di Lebesgue-
Stieltjes, dando definizioni di sommabilita ed un risultato tauberiano per
gli integrali.

Nel secondo capitolo studieremo la convergenza dell’estensione comples-
sa delle serie. Mostreremo come, partendo da una funzione in L'(S'), sia
possibile estenderla in modo armonico e olomorfo sul disco aperto D =
{zeC: |z <1}

Nello stile tauberiano, diamo condizioni sufficienti per ottenere 1'impli-
cazione inversa, ovvero condizioni per cui una funzione olomorfa sul disco
ammetta limite radiale, e definisca una funzione in L'(S').

Vedremo il problema analogo nel caso non limitato (su R) con la relativa
estensione armonica e olomorfa in un semipiano.

Quanto visto ci portera a caratterizzare uno spazio di funzioni olomorfe,
che potremo identificare anche come un sottospazio di L?(S'): lo Spazio di
Hardy H?. Tale spazio, oltre a soddisfare le nostre “condizioni tauberiane”
di crescita, lega ’estensione olomorfa di una funzione su un dominio di C e
i suoi valori al bordo.

Nel caso continuo, questo collegamento verra portato avanti dal Teorema
di Paley-Wiener, che caratterizza le funzioni di L'(R) la cui trasformata di
Fourier ha supporto compatto.

Nel Capitolo 3 studiamo la serie armonica: vediamo che la successione
delle sue somme parziali ha crescita logaritmica e che la differenza tra la
somma della serie e la funzione logn tende a un valore finito: la costante
di Eulero-Mascheroni.

Con accenni alla Teoria Tauberiana, dimostriamo in modo analogo che
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Capitolo 1

Serie divergenti

Le serie divergenti erano largamente usate gia prima del 1800, ma il loro
utilizzo generava spesso confusione e contraddizioni. Eulero, ad esempio,
pensava che ogni serie divergente dovesse avere una naturale somma, senza
pero definire cosa questo significasse. Negli anni i matematici hanno dato
diversi metodi per sommare serie divergenti [7]. In generale, avere un me-
todo per sommare una serie infinita Z;ﬁo a; risulta utile, sia quando non si
voglia calcolare direttamente la somma della serie, sia perché questa potreb-
be anche non convergere. Vorremmo pero, anche in questo caso, attribuire
un valore numerico alla serie.

1.1 Metodi di sommabilita

Consideriamo la serie:

e}
L—1+1—1+ = (=1)" (1.1)
n=0
questa non converge, infatti non converge la successione delle sua somme
parziali:

= 1 n pari
Sp = —1)* ugualea s, = ’
,;)( ) & {0 n dispari

dato che

lim s, # lim s,
n pari n dispari

Consideriamo allora la media aritmetica delle somme parziali:

So+ 81+ A Sy 1
O = ———1 ml:—Zsk . (1.2)
™ =0

m
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Allora abbiamo che:

Sog + S1 1 So + S1 + So 2
0'128():1, 09 = 9 257 0327257...
1/ m pari
— — —— I alspari
2 2m P

ed esiste lim,,_,o, 0, dato che

. 1 :
lim o, =-= lim o,
m dispari 2 m pari

Diamo allora la seguente definizione:

Definizione 1 (Cesaro sommabilita). Una serie Y, ay ¢ Cesaro sommabile
se esiste finito il lim,,_,, 0,, della media aritmetica delle somme parziali s,,.
Tale limite ¢ detto somma di Cesaro della serie.

Fatto 1. Ogni serie convergente ¢ Cesaro sommabile.
Inoltre la somma di Cesaro risulta uguale al limite della serie stessa:

0

limsn:Zasz = lim o,, =¢.

Osservazione 1 (Cesaro per successioni). Per ogni successione convergente
la sommabilita di Cesaro dice che

1n
a, > a = —Zan—>a

Non tutte le serie Cesaro sommabili sono convergenti: ad esempio la
serie (1.1) e Cesaro sommabile, ma non sommabile.
Consideriamo ora la serie:

1—2+3—4+~-=i(—1)"(n+1) (1.3)

n=0

anch’essa non convergente. Le sue somme parziali sono date da:

80:1, 812—1, 5222, 83:—2, 8424, 852—4,...
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quindi in generale si ha

n+ 2 )
n 5 n pari,
Z "(k+1) ugualea s, = I . '
k=0 — n dispari.
2
Calcolando le medie aritmetiche otteniamo:
0 m pari,
Om = Sm—1 . .
m dispari

< . . . —1)+2
quando m ¢ dispari, m — 1 ¢ pari e S,,_1 = (m-1)+2 _ m+1 Sostituendo in

2
o, abblamo

0 m pari
Om = 1 1 X .
— — — m dispari
2 2m
calcolando il limite si ha
li ! t li 0
im = — mentr im =
o O2k+1 9 entre o O2k
per cui la serie (1.3) non ¢ Cesaro sommabile essendo

lim o, # lim o,
m dispari m pari

Cerchiamo un nuovo metodo per sommare questa serie.
Consideriamo i termini della (1.3) come coefficienti di una serie di potenze:

a0
N
n=0

supponiamo che questa converga per |z| < 1, e che quindi definisca una
funzione f(x):

e 0]
2 "(n+1)z" per |z| <1,

f € la derivata formale della serie

=) (-1t =2 <Z(—x)"> =7 f_ "
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perché serie geometrica di ragione —z. Quindi esiste il limite per z — 1~

/
. T x o 1 1
lim f(w) = lim F*(z) = lim (1+x) I e T

Abbiamo allora un altro metodo di sommabilita:

Definizione 2 (Abel sommabilita). Una serie Y| ay & Abel sommabile se la
serie di potenze > apr® converge per |z| < 1 e se, detta f(z) = > apz”,
esiste finito il

lim f(z) =

r—1-
Tale limite ¢ detto somma di Abel della serie.

Vale la seguente implicazione:

Proposizione 1 (Cesaro = Abel). Una serie Cesaro sommabile ¢ Abel
sommabile, e le loro somme coincidono, ovvero

se lim o, =¢ allora lim f(z) =1/
m—0o0 r—1—

Dimostrazione. Riscriviamo la serie di potenze in termini delle sue somme
parziali:

0
S o
n=0

I
i 8
|
&
I
s
&
8
3
|
s
S8
|
e
3
I

n=0 n=1

0 0¢]

Z Spa” — Z S = (Z snx”) (1—2)

= = n=0

evidenziamo l'identita trovata, che ci tornera utile in seguito:

0 [oe}
Z apx” = (1 —x) Z Spx’ . (1.4)
n=0 n=0

Consideriamo Y, s, come serie a sé: per la (1.2) le sue somme parziali
sono date da >, s, = (m + 1)o,,11. Riapplichiamo (1.4) a >, s,2"

ottenendo
o0
(1—2) 2 1)oyqz”

r |z| < 1, riscriviamo (1 — x)? come

o0
(1—2x)
usando che " 2" = %

2 _ 1 2: 1 = 1
(=)= <Zf=o$"> Q+z+az+..)2 37 (n+ 1an
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sostituendo otteniamo:

L Zfzo(n + 1)op2” — 04 Zf:o(n + 1Dopa™ — 4 (Zf:o(n + 1)1;”)

Smeo(n + 1)am Smeo(n 4+ 1)am
dove abbiamo aggiunto e sottratto ¢. Notiamo che il denominatore

a0 o0 a0 0 o0
Z(n—l—l)x”:an"—i—Zx”:xan”*l_i_Zx":
n=0 n=0 n=0 n=0

n=0 =
/

o0 0
=z Zx" + z"
n=0 n=0

si mantiene limitato per |z| < 1. Poiché 0,1 — ¢ per ipotesi, si ha

Smo(n+1) (0npr — 0) 2"
> (n+ 1)an

n=0

f+ 4

Dal Fatto 1 e da quanto appena visto segue che

Fatto 2. Una serie convergente & Abel sommabile.
Inoltre la somma di Abel & uguale al limite della serie.

0

gﬂsnzzakzé = lim f(z) = (.

P r—1—

Viste le implicazioni sui metodi di sommabilita presentati ¢ naturale
chiedersi sotto quali condizioni valgono le implicazioni inverse. Ci poniamo
le seguenti domande

Domanda 1. Quali serie >, a,, Abel sommabili sono anche Cesaro som-
mabili?

Domanda 2. Che condizioni mettere sui termini di una serie Abel o Cesaro
sommabile per avere convergenza?

Queste condizioni vanno sotto il nome di Condizioni Tauberiane, dal
nome del matematico Alfred Tauber. Piu in generale, i Teoremi Tauberiani
daranno condizioni sui termini di una serie sommabile con qualche metodo,
per ottenere la convergenza o una sommabilita in un senso piu debole.

La Teoria Tauberiana ha inizio con il seguente risultato sull’Abel som-
mabilita, dovuto a Tauber:
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Teorema 2 (Tauber).
2 a, Abel sommabile & na, -0 = Z a, convergente.

Dimostrazione. Chiedere che la serie ) a,, sia convergente equivale a chie-
dere che la successione delle somme parziali sy sia convergente. Sapendo
che esiste lim f(z) 221, ¢ cercheremo di stimare la differenza tra tale limite
e quello della successione {sy}yen:

Zan—f(x) = <a0+ Zan) — <a0+ Eanzp”>

o0]

N
= Zanl—a: Z an,
n=1

n=N+1
N
< Zanl—x

n=

0

e

n=N+1

—_

considerando che 1 — 2" < n(1 —x) per |z| < 1 e che § ¢ maggiore di 1 per
n > N, maggioriamo ogni termine ottenendo:

N 0 n
dinfag|(1—2)+ > v lanl 2" <
n=1 n=N+1
N T
<(1—-x) Z |nan,| + N Z |na,| «"
n=1 n=N+1

maggioriamo ancora la somma degli |na,| 2™ con il sup |na,| e raccogliamo:

N
1
1—z Nay| + ———— sup |na, er ogni |z| <1,
( )!E\ I+ N S !] per ogni |z|

n=1

possiamo quindi prendere x = 1 — N, cosl

sn— f (1 - %)' < <1 _ (1 _ _)> Z I + ( 1/N>>*lsgg|nan|

1 1| < .
sy—f <1 — N)‘ < N [2 |na,| + :Eg\nan\] RNy (1.5)

n=1

infatti per 'ipotesi na,, — 0 si ha che
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i) sup,.y [nan| — 0;
ii) per 'Osservazione 1 se na, — 0 anche + Ziv=1 |na,| — 0
e la loro somma va a 0. Poiché lim,_,; f(x) = ¢, possiamo concludere che:
li = i 1—-1n) =
dim sy = lim f(1—1/n) = (
O

Poiché la Abel sommabilita implica la Cesaro sommabililita, la condizio-
ne na, — 0 ¢ sufficiente per avere la convergenza di una serie Cesaro som-
mabile. Hardy mostro tuttavia che questa richiesta poteva essere rilassata
chiedendo solo che la successione {na,}, fosse limitata.

Teorema 3 (Hardy).
Zan Cesaro sommabile & |na,| <C = Zan convergente.
Non dimostriamo qui questo teorema, ma lo useremo per dimostrare un
risultato piu forte. Anni dopo infatti, John Edensor Littlewood, rispon-
dendo a una domanda di Hardy, dimostro la convergenza di una serie Abel

sommabile sotto le stesse ipotesi di limitatezza su {a,}.

Teorema 4 (Littlewood).

Z a, Abel sommabile & |na,|<C = Z a, convergente.
La dimostrazione che ottenne Littlewood era molto tecnica e negli anni

successivi sono state trovate dimostrazioni meno complesse. Per quella che
riporteremo qui servira un risultato preliminare: il Metodo di Karamata.

Karamata per serie di potenze

Il seguente risultato, sotto la condizione tauberiana di limitatezza dal basso
delle somme parziali, mostra I'implicazione Abel = Cesaro.

Teorema 5 (Karamata).

Z a, Abel sommabile & s, > -C = Z a,, Cesaro sommabile.
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Nel seguito useremo l'ipotesi di Abel sommabilita di Y, a,, in virth
della (1.4), in questa versione: sia f(z) = >, a,z" per |z| < 1, allora

f(x)z(l—x)an:c”—>€ per z — 1~
n=0

Mentre la tesi di Cesaro sommabilita sara

1N
aNn

TRF =:7v 2; per]V-—>oo

Dimostrazione. A meno di sommare una costante C' possiamo supporre
s, = 0 per ogni n. Per ogni k fissato, sviluppando con Taylor 1 — z¥
abbiamo che

= 1—=x 12
1 . N kn _ ky z—1 s
(1=2) o™ = ) =4
Scriviamo 'ultimo termine come
14 bodt
o= EL tk7 : (1.6)

Dato allora un polinomio a coefficienti reali p(t) = > | byt*, si ha

(1—=x Z snp( (1—=x (i (i snbkxk”>>

k=1 \n=0
m o0 m m
k k
S S ) e S S
— oy " — K — k
scrivendo % come in (1.6) e scambiando poi somma e integrale, si ha:

_£<Zbkf kdt) L;tkbk—_zf ()dt

p(t)

in definitiva abbiamo ottenuto

1) sup(a) ”—*WL p(t)%. (1.7)
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_1 Sn nella forma Y,” | s,p(z") in mo-
do da poter passare al limite come in (1.7); vorremmo inoltre che il va-
lore dellintegrale in (1.7) fosse uguale a 1. Usiamo quindi la funzione

caratteristica: [
0 perte |0, )
t) =1 t) =
9(1) [E’l]( ) {1 per t e [é, 1]

. N
Vorremmo ora scrivere anN = Z

Q =

questa valutata in (%)k/N e uguale a

1 sek< N
_k/N _ ~
gle ) {O se k>N

per cui possiamo riscrivere le somme parziali come una serie infinita:

SEDILEDILTC (18)

k<N

Notiamo inoltre che

Sostituiamo ora ¢(t) a p(t) nel limite in (1.7). Possiamo farlo perché
possiamo costruire un polinomio p tale che

plt) > f () — (1) < (1.9)

Costruzione di p(t) Procederemo per passi.

Passo 1 Possiamo approssimare g con una funzione %, su [0,2].
Questo puo essere fatto ad esempio per convoluzione: data una ¢ € €*([0,2])
a supporto compatto, ¢ sta in LP per ogni p < o0. Consideriamo allora

elt) = 50 (5)
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e prendiamo la convoluzione con g:

2

wwmw=ﬁwm~w<w2iw per 6 — 0, p < @,

In generale (vedi [2]) si ha

supp(f = g) < supp f + supp g,

in particolare, poiché sia (s che g sono a supporto compatto, anche @5 g =
hs € a supporto compatto. Dunque hs — g per 0 — 0 e h; sta in 65°([0, 2]).
Essendo nulla in un intorno destro dell’origine, possiamo dividere per t e

avere
hs(t)

€ 6y ([0,2])

Passo 2 Chiamiamo h.(t) = Ly1)(t)hs(t). Per Stone-Weierstrass esi-
ste un polinomio che approssima h, in € ([0, 1]), cioe esiste Q. tale che

‘ he he(t)

- Q. n 6(t)’ <e€
Passo 3 Prendiamo P, = t()., allora abbiamo che P. sta in € ([0, 1])
e P(0) = 0, inoltre:

[ -rwr = [ )<

In definitiva abbiamo costruito P, > g che approssima h. che approssimava
g. Quindi a meno di riscalare e rinominare e abbiamo la (1.9).

= sup
o0 te [0,1]

he(t)

Prendendo dunque p come in (1.9) e sostituendo in (1.7) abbiamo

(1-2) Y sag(a") m_*kefo g(t)%:é (1.10)

Usando la (1.8) e dividendo per + ambo i membri si ha

1—e '

_O‘N_ Zskg ) _( _1/N> Zskg )

e raccogliendo vediamo che

:((1_6—1/N)N) (1—61 ZSkQ N)Mg
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poiché lim;_,q I_Tet — 1 mentre il resto tende a ¢ per la (1.10). Dunque

hm—= hm—an—

N—w Now [N

Vediamo ora la dimostrazione del Teorema 4 .

Dimostrazione. (Littlewood).
Per la (1.5) la limitatezza di |na,| implica la limitatezza di {s,}. Allora in
particolare questa e limitata dal basso: siamo nelle ipotesi di Karamata e
abbiamo la Cesaro sommabilita di > a,. Per il teorema di Hardy, Cesaro
sommabilita di >} a, e la condizione |na,| < C implicano la convergenza
della serie.

O

1.2 Dalle serie agli integrali

Oltre i teoremi tauberiani per le serie possiamo avere risultati analoghi per
gli integrali. Occorre prima introdurre una nuova famiglia di integrali detti
integrali di Stieltjes.

Integrale di Lebesgue-Stieltjes

L’integrale di Lebesgue-Stieltjes estende 'integrale di Lebesgue.

Seguendo [4], dato [0,b] < R, sia .# la famiglia dei sottoinsiemi del tipo
[0,¢] con t € (0,b] o {0}.
Data una funzione F': [0,0] — R che sia continua a destra, nulla in 0 e
a variazione finita, possiamo definire una misura finitamente additiva su

[0, b]:
K ([076]7‘?) - R
Per il Teorema di estensione di Caratheodory esiste un’unica misura con

segno p* definita sulla o-algebra dei boreliani Z([0, b]) tale che p*(E) =
pur(E) per ogni E € 7.
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Consideriamo adesso, data una serie, la successione delle sue somme
. . n 7 .
parziali s, = >, _, a, come una funzione su N:

s:N—-R*

n+— S,

e la estendiamo ad una funzione a gradino su tutto R:

s(v) = Z ar perov =0 (1.11)

k<v

mettendola a 0 per ogni v < 0.

ao + ap + as + as o s5(v)
CL0+CL1+(12 *—
Cl0—|—CL1 *~————

ayg &——

Tale funzione e continua a destra e a variazione limitata, quindi, per
quanto visto sopra, possiamo definire una misura con segno

pr: BRY) > RT

tale che p*(E) = ps(E) per ogni F € #, dove .7 ¢ la famiglia degli intervalli
[0,b] al variare di bin RT e g € la misura definita a partire da s come sopra.

Definizione 3. La misura p¥ ¢ detta misura di Lebesgue-Stieltjes associata
a s(v).

Indicheremo nel seguito p} con p per semplicita.
Ora che abbiamo una misura, data una funzione f: Rt — R possiamo
definire I'integrale di Lebesgue-Stieltjes prima per funzioni semplici, quindi
per funzioni misurabili limitate e per funzioni misurabili positive.
Estendiamo poi la definizione a una qualsiasi funzione misurabile scom-
ponendo f come somma della sua parte positiva e negativa e definendo

ft)ds(t) = frtds(t) — | f(t)ds(t)

[0,0] [0,v] [0,v]

se almeno uno dei due addendi ¢ finito.
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1.3 Tauber e integrali

Daremo ora le definizioni analoghe di Cesaro e Abel sommabilita per inte-
grali.

Avevamo definito in (1.2) la media aritmetica delle somme parziali con
Om, la riscriviamo adesso in termini degli a; rinumerando, se necessario, i
termini a partire da n = 1:

Jn=%2ak(n—k)

k<n

Estendiamo o(n) su tutto R* nel seguente modo:

o(u) = Ju(u —t)ds(t)

0

integrando per parti e cambiando variabile diventa

o(u) = Jus(v)dv = Jl s(uv)dv  per u € [0, 00)

0 0

Definizione 4. Un integrale { ds(v) & Cesaro sommabile se esiste

U

lim o(u) = lim | (u—t)ds(t) =4

u—00 u—00 0

t

. . o0 . .. .
Nel caso delle serie di potenze ), _,a,2™ riscriviamo = e~* in modo

che
o0

[00]
lim a,x" = lim Z ane” "
rz—1 t—0

n=0 n=0

se la serie a destra converge per ogni ¢ > 0, possiamo riscrivere la (1.11)

come
o0 o0
Z ane” " = f e ds(v)
n=0

0

tv

integrando per parti, poiché s(0) = 0 e lim,_,,, e~ " = 0, otteniamo

foo e ds(v) = tfoo s(v)e ™dv

0 0

la condizione di Abel sommabilita

e @] Q0
lim » a,z" =¢ diventa %in%f ts(v)e dv =1
—vJo

r—1
n=0
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Definizione 5. Un integrale S(O]O ds(v) ¢ Abel sommabile se esiste per ogni

t > 0 il limite
o0

lim | e ™ds(v) =/
t—0 0
o, per quanto detto sopra, se esiste
o0

lim | ts(v)e ™dv =/
t—0 0

Vediamo un risultato tauberiano per Abel = Cesaro per integrali.

Teorema 6. Sia s(v) una funzione nondescrescente, continua a destra, nulla
per v < 0 e tale che

Q0
F(t) = J e "™ds(v) esiste per ogni t > 0.
0

Se esiste una costante o > 0 tale che
t*F(t) — ¢ pert—0

allora
s(u) 14 o
= er u — .
u*  TI'(a+1) P

Osservazione 2. Notiamo che nel caso o = 0 ritroviamo esattamente 1’Abel
sommabilita appena definita, e come tesi la Casaro sommabilita, dato che

['(1) =1 edunque lim s(u) = 2.

u—00

Dimostrazione. Come in Karamata, si ha che

o0

t“F(t) = J e "ds(v) 20 ¢ allora:

0
o0

(th)° F(tk) — J e=ths(v) 120 ¢

0

allora

Q0
F(tk) = f e " ds(v) ~ (k™ per t — 0.
0

Riscriviamo k=% come
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poiché
o0 e}
J e Ydv = [vo‘e’”];o +J e “v%dv
0 — Jo
=0
abbiamo
ko °
E = ——— | e "dv® =
1 [ dv®
- | e (cambio di variabile v = kw)
F(O{ + 1) JO ka
1,
- - —kw @
Ta+1) )y ©

Sia p(t) = D", bpx® polinomio a coefficienti reali, e sia ' = ¢/r(a +1), si ha

Q0 Q0
f ple™™)ds(v) ~ ﬂ't_aj p(e™")dv® pert— 0. (1.12)
0 0

Prendiamo ¢(t) = 1.1 come in (1.1), valutata in e™ questa ¢ uguale a

(™) 1 sev<1
e —
g 0 sev>1

g(e™)

Come in Karamata, possiamo sostituire g a p in (1.12), infatti possiamo
costruire un polinomio P(t) che approssimi g dall’alto in modo che

t t

L 1\ dt
P(t) = g(t) su[0,1] e J |P(t) — g(t)| <log <—>) —<e (1.13)
0
Nota La forma nell’integrando deriva dalla richiesta

F gle™")dv® =1

0
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per eliminare 'integrale di P(t) nel limite della (1.12). Vedi [3].

Vale la pena di notare che, quando useremo la (1.12), avremo

1 sev<1i

0 sev>1k

gle™™) = {

e dunque

[ st = | " ds(w) = s

0 0

Preso P come in (1.13) abbiamo che

o]

s(Vr) = J:O g(e™™)ds(v) < L P(e7™)ds(v) per la (1.12) maggioriamo

< (0 + e)t_af P(e™")dv®
0
Maggiorando ancora l’'integrale con
Q0 o0
f P(e™")dv* < J gle™)dv® + e =1 +¢,
0 0

otteniamo
s(U)y < (U +e)t (1 +e)

Approssimando g con un polinomio @) come in (1.13), ma dal basso, con
minorazioni analoghe otteniamo:

(0" —e)t™(1 —e€) < s(Lh)
Poiché € e arbitrariamente piccolo, per ¢ — 0 si ha

() — o

cambiando variabile: u = 1/ abbiamo la tesi:
e}

¢
1 ~ V= ——— .
uo su) ~ Cu I'a+ 1)u



Capitolo 2
Spazi di Hardy

In questo capitolo vedremo estensioni di serie nel piano complesso, in par-
ticolare emergera il legame tra le condizioni al bordo e ’estensione olomor-
fa nella parte interna di un dominio. Mostreremo alcune motivazioni che
porteranno alla caratterizzazione degli Spazi di Hardy.

2.1 Definizioni preliminari

Iniziamo dando alcuni concetti dell’analisi complessa.
Sia €2 un aperto connesso di C, che chiaremo dominio di C, e sia f una
funzione continua da €2 in C.

Definizione 6. Una funzione f si dice olomorfa se ¢ differenziabile in senso
complesso. Piu precisamente f e C-differenziabile in 2y € C se esiste

i 1) = 1)

220 Z— 20

=/

Diremo che f & olomorfa su €2 se e C-differenziabile in ogni suo punto.

Notazione 1. Dato ) un dominio di C, le funzioni differenziabili in senso
complesso su (2 formano uno spazio vettoriale che indicheremo con H(2).

Essere differenziabile in senso complesso € una richiesta piu forte della
normale differenziabilita, infatti data f: R? — R? vale la seguente

Proposizione 7. f ¢ C-differenziabile in zg = (29, yo) se e solo se ¢ diffe-
renziabile in (9, o) in senso classico e se soddisfa le condizioni di Cauchy-
Riemann

fm+ify =0 (21)

17
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Studiamo queste funzioni poiché sono strettamente legate alle serie, in
quanto sono analitiche, ovvero sono funzioni per cui per ogni punto zy del
loro dominio esiste un intorno U 3 z, in cui sono sviluppabili in serie di
potenze Y. a,(z — z)" centrata nel punto!. Le funzioni olomorfe sono ana-
litiche, e quindi €*. Cio non e vero per funzioni ¢* reali, ad esempio la
funzione )

e’ perz >0
0 per z < 0

non & analitica in x = 0, pur essendo €*(R), perché le sue derivate si
annullano tutte nell’origine.

Le funzioni olomorfe sono contenute in una classe piu ampia di funzioni,
con cui condividono diverse proprieta: le funzioni armoniche.

Dato A < R? aperto, sia u: A — R, ue €*(A).
Il laplaciano ¢ un operatore differenziale definito in generale per funzioni

¢*(R"):

" 0%
AU = ' @
i=1 ?
Nel nostro caso
A 0u N 0u
U= — + —
ox?  0y?

Definizione 7. Una funzione u € armonica se Au = 0.

Fatto 3. Scrivendo gli operatore differenziali

o_1fe @ o_1(a_ ¢
or  2\0z 0z oy 2 \dz 0%

si vede che ogni funzione olomorfa & armonica.

2.2 Spazi di Hardy sul disco

Data una funzione g: [—m, 7] — C, sia )" c,e"* la sua serie di Fourier
formale, cioe tale che

1 T

Cn = —
2m ),

0
g(t)e~™dt con 2 len] < o
—00

LOvvero esiste una serie di potenze che converge assolutamente a f(z) in ogni punto
di U. Questa puo essere, ad esempio, la serie di Taylor di f centrata nel punto.
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Questo ¢ vero se ad esempio g € € ([—7, 7]).

Indichiamo con D = {z € C: 2] < 1}, mentre con S* = {z € C: |z| = 1}
il bordo di . Consideriamo la funzione data da

U02;91‘4>(:
e’ — g(0)
Domanda 3. E possibile estendere ¢ a una funzione olomorfa su tutto D?
Per rispondere ci chiediamo prima:

Domanda 4. Si puo estendere 1y a una funzione armonica su tutto D7
Quello che cerchiamo quindi e una soluzione del Problema di Poisson sul
disco con dato al bordo wug, cioe una funzione u che risolva:

' Au=0 sul
- w=uy suSt

Estensioni armoniche

Per come abbiamo definito ug, per ogni z € S' scriviamo z = € con

0 € |[—m, 7], allora
0 0
up(e”) = ¢y + Z cne™ + Z c_pe”m?
n=1 n=1

e abbiamo la seguente:

Proposizione 8. Sia g(¢) una funzione con coefficienti di Fourier somma-
bili, e sia uy definita come sopra, allora 1’estensione

o0 0
u(z) = co + Z cn 2"+ Z C_pZ"
n=1 n=1

e continua su D, in particolare & soluzione di (p).

Dimostrazione. Data ug(e™) come sopra, distinuiamo due casi per i singoli

addendi:
(n = 0) 2" ¢ olomorfa su S! e si estende in modo olomorfo su D

(n<0) 27" = e~™Mf = ¢in? = (2)" si estende in modo anti-olomorfo su D
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scriviamo allora

le due serie
o0 0
Z 2" e Z C_p2"
n=1 n=1

poiché |c,2"||., = |cn| e per U'ipotesi di sommabilita sui coefficienti, con-
vergono totalmente su D, quindi sono continue su . Allora ug si estende
a

0 0
u(z) = co + Z 2" + Z C_nZ" (2.2)
n=1 n=1

che ¢ continua su D, armonica su DD e uguale a ug su S, pertanto &
soluzione di (p). O

Adesso, data ug: S* — C e ug(e™) = g(t) con coefficienti di Fourier ¢,
come sopra, cerchiamo una formula esplicita per estendere uy su D in modo
armonico. Sviluppiamo l'espressione (2.2) sostituendo a ¢, 1’espressione dei
coefficienti di g:

1@#%;me+§<%£}®ﬁ%0f+gcifﬂm%@?

— % g(t) [1 + Z ((z"e ™) + (z”ei"t))] dt

ora notiamo che (z"e¢™) = (2"e~t), e ricordandoci che z + z = 2R(2)
(R .
.= g(t) |1+ Z 2?)?(2"6_””)] dt =

2m ), =

- % ' g(t)|1+2R (i(z"emt)>] dt

dunque u(z) puo essere scritta in modo pit conciso come

u@zirﬂm@mt

2m ),
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dove

n=1

0
h(t,z) :=1+2R <Z z”e‘mt> e il nucleo di Poisson

Cerchiamo di riscrivere h(t, z) eliminando la sommatoria poco maneg-
giabile nella formula diretta:

h(t,z) =1+ 2R (i Zne—int>
=1+ 2R (i (Ze—it)n)

la sommatoria ¢ una serie geometrica di ragione ¢ = ze™

che

i allora sapendo

a0
Za” - _* per |a| <1 (2.3)
T 1—a

per |z| < 1, cioé per z € D otteniamo

ze - <ze—“><2e“>>

11— ze—it]?

z+z

3 si ottiene

svolgendo i conti e ricordandoci che $(z) =

17 2
ht,2) = — L

e — 2]

dove abbiamo usato che |1 — ze | = |e? — z| e che |e? — 2] e 2R(ze™) si
sommano a 1.

0

Scriviamo ora z come 7¢ con r € R e 6 € [0, 27|, abbiamo:

‘e” — z‘Q = (e" —2)(e™" —2) = 1 — 2R(ze") + 1
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inoltre R(ze ™) = R(re?e ™) = rR(e'®Y) = rcos(d — t), otteniamo una
formula in funzione ¢, r, 6:

B 1—r?

1 —2rcos(f —t) + 12

Pr‘(e_t)

chiamiamo ¢ 1'angolo (0 — t) e definiamo
Definizione 8 (Nucleo di Poisson per il disco).

B 1—r?
1 —2rcos(¢) + r2

P’f'(¢)

Data una ug al bordo, la soluzione armonica al problema (p) € data da

u(re) = ! JW P.(0 —t)g(t)dt = P, = g

_%Hr

Fissato r € [0,1) possiamo scrivere i coefficienti di Fourier di P,(6),
avremo cosi un’altra formula per il nucleo di Poisson:

o0
P.(0) = Z rinlein?
—00

Dimostrazione. Spezziamo la serie in

irhﬂein@ -1+ Z(Te—iﬁ)n + Z(T@ie)n
—®

n>0 n>0

ottenendo due serie geometriche di ragione

q=re® e q=re’

usando la (2.3) calcoliamo le somme, ottenendo
re= % ret?
— + -
1—re® 1—ref

1+

che sommati danno P, (6). O

0 1 . . . <
Data g(t) = >~ cpe™ la sua estensione armonica su D si puo ottenere
come convoluzione con il nucleo di Poisson

u(z) = (B = g)(t) = Z ¢l gint

=co+ Z care™ + Z c_pre

n>0 n>0

=co + Z 2"t + + Z c_pz "

n>0 n>0
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ritrovando ’espressione in (2.2).

Possiamo adesso rispondere anche alla prima domanda, dato che u(z) e
composta da una parte olomorfa e una anti-olomorfa:

u(z) = ¢ + Z 2" + 2 c_nZ"

n>0 n>0
—_—— |
olomorfa anti-olomorfa

Affinché I'estensione w risulti olomorfa i coefficienti di Fourier di ¢ dovranno
quindi essere nulli per n < 0.

Limiti radiali
Iniziamo dando la definizione:

Definizione 9. Sia f(r,0) = f(re?) una funzione continua sul disco aperto
D. Diremo che f ha limite radiale se esiste finito
7141_{1% f(re®) = f(e)  per quasi ogni @ € [0, 27].

Osservazione 3. Grazie ai risultati di approssimazione per convoluzione (gia
usati nel primo capitolo, vedi anche [2]) e poiché P.(#) ¢ un buon nucleo,
abbiamo che

lmP,xg=g

r—1
cioé, se g era olomorfa, la sua estensione olomorfa su D ha limite radiale,
ovvero u(re®) Uma g(t) per quasi ogni t € [—m,m]. Questo non ¢ vero in
generale per funzioni olomorfe qualsiasi su D.

Ci possiamo chiedere, nello stile di Tauber, quali condizioni occorrono
su g, o sui suoi coefficienti di Fourier, per I'implicazione inversa, ovvero:

Domanda 5. Quali funzioni olomorfe su D ammettono limite radiale per
|z| — 17

Una risposta piu generale ¢ data dal teorema di Fatou, che richiede
soltanto che f € H(D) sia limitata.
Prima del teorema vediamo la seguente

Proposizione 9. Sia f una funzione in L'(|w,7]), cio¢ f integrabile su
[—m, 7], con f(t) ~ D7 c,e™. Allora

0¢]
Z ¢ rinleint 721 (t) per quasi ogni t € [—m, ]
—00
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Dimostrazione. Estendiamo f in modo periodico su tutto R, o anche in
modo che sia a supporto in [—27,27], comunque f(w) = f(—n). Vale

I'uguaglianza:
0

. 1 g
Searlem = | pe = Py

(1) (2)

0

La parte (2), usando che P,(y) = 3% rllei™ & uguale a

1 T 1 T o¢]
il _ - _ |n| jiny
o _Wf(t )P (y)dy = o _Wf(t y)zolc(r ™) dy
O plnl 7 iny g
=25 f(t—y)e™dy

effettuando un cambio di variabile, I'integrale diventa:

T+t T
| sy = [ ey = 2me,e

—m+t

rinl int

e che & la (1). Adesso per convolu-

quindi la (2) & uguale a >,* “=2mc,e

zione (vedi [2]) abbiamo che

(f = P)(t) = % ) F(t —y)P.(y)dy =3 f(t) per quasi ogni ¢

Siamo pronti per il

Teorema 10 (Fatou). Sia f olomorfa e limitata su D, allora f ammette
limite radiale: .
lirr% f(re®) per q.o. 0 € [0,2n]

Dimostrazione. f ¢ olomorfa, quindi posso scriverla in serie di potenze:
e} 0
z=re" i
flz) = Z apz" = Z anre™
n=0 n=0

questa serie converge totalmente su ogni disco chiuso Dy = {z € C: |z| < §}
con § < 1. Quindi per ogni ry < 1 fissato

Z anrie™ ¢ la serie di Fourier di f(roe) in L? (S5)

n=0
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intesa come funzione della sola 6. Infatti, indicando f(roe) con f,,(e%):

1 " ) —in 1 " n _in —in
old) = 5 | e s = o |3 (aurge) e
- T n=0
n 1 " nb —in n 1
= anpn (% J_M;Je O¢ 9d0> = anroﬁ%r

apry pern =0
0 pern <0

Usiamo ora l'ipotesi che f sia limitata, ovvero che esista M > 0 tale che
|f(2)] < M perognizeD

Per Parseval (vedi [5]) sappiamo che

2 2
1By = D a2

n=0

per r — 1 la serie

Y anffrm — 3 Jan* < M?

n=0 n=0

Allora gli a,, sono i coefficienti di Fourier della funzione f(e) e L3[—m, ],
e per la Proposizione 9 si ha

e 0]
Z a,r"e™ — f(e?) per q.o. 0 € [—m, 7]

n=0
]

Dunque, data una funzione f(t) € L?(S'), questa pud essere estesa a
una funzione olomorfa su ID solo se i coefficienti di Fourier di f:

cn(f) =0 per ognin <0

Abbiamo visto poi che data F' € H(D) questa ha limite radiale al bor-
do S se ¢ limitata in D, quindi se ¢ limitata su ogni circonferenza S; =
{zeD:|z| =6 <1} in D.

Allora la norma? L2[—, 7] di F(re®) ¢ finita per ogni r fissato in [0, 1), e
il suo limite radiale & una funzione in L?(S%).

2si intende rispetto a 6



26 CAPITOLO 2. SPAZI DI HARDY

Pertanto, le funzioni che rispondono alle nostre richieste si trovano nel
sottospazio H(D) n L?*(S}): tali funzioni posso essere estese in maniera
olomorfa su D con norma L? finita su ogni S§ < D, ovvero ogni funzione f
in L?(S') & univocamente determinata come traccia al bordo di una funione
F in H(D) che ha norma HF((Sew)”LQ(Sl) finita per ogni ¢ € [0, 1].

Chiamiamo questo spazio di funzi(g)nia olomorfe sul disco Spazio di Hardy;
lo indichiamo con H?(D). Su di esso possiamo mettere una norma: il sup
delle norme L? sulle circonfereze S}:

2 2
1 b2y = sup [F 12y
€[0,1]

r

Osservazione 4. Solitamente, la definizione di norma nello Spazio di Hardy
viene data prendendo il sup sull’intervallo [0,1) aperto a destra. Questo
perché, a priori, non sappiamo se le funzioni olomorfe sul disco aperto con
questo bound ammettano limite al bordo. Tuttavia, per quanto appena
visto e per il Principio del massimo modulo delle funzioni olomorfe, queste
avranno norma massima al bordo, e dunque

sup [| - |2 = sup || ll gz = [l l 2 sn) -

71 07

Definizione 10 (Spazio di Hardy su D). Lo spazio

1 (" ,
H?*(D) =< feH(D): sup — ‘f(rew)|2d6<oo
ref0,1) 27 -
€ uno spazio vettoriale normato con la norma:

ot ([ )

rel0,1) 27 -7

2.3 Spazi di Hardy sul semipiano

Un importante strumento che useremo in questo capitolo ¢ la

Definizione 11 (Transfomata di Fourier). Data una funzione f: R — C,
integrabile, ovvero f € L'(R), indichiamo la sua trasformata di Fourier con

fiey= | rtoe s

Questa funzione ¢ ben definita per ogni ¢ € R, inoltre f e continua e
infinitesima all’infinito.
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Piu avanti faremo uso anche dell’altrettanto utile formula di inversione
della Trasformata di Fourier.

Definizione 12 (Transfomata inversa di Fourier). Data una funzione ]?: R —
C, integrabile, ovvero f € L'(R), indichiamo la sua anti-trasformata di
Fourier con

o0
floy= | Rgermea
—00
Questa funzione ¢ ben definita per ogni s € R.

Osservazione 5. La formula di inversione, come la trasformata classica,
richiede che f stia in L': condizione che solitamente non e semplice da
verificare senza un’espressione esplicita per f. Per questo si usa prendere
la funzione di partenza f in un sottospazio di L' con certe proprieta di
regolarita, in modo che la sua trasformata f stia automaticamente in L!,
se non nello stesso spazio di f.

Un esempio di spazio con queste proprieta e lo Spazio di Schwartz S, o lo
spazio delle funzioni a decrescita moderata §, usato in [5] e che useremo
piu avanti. Dove non specificato altrimenti, faremo conto di essere in uno
di questi spazi applicando la trasformata.

Sia R2 = {(z,y) e R?: y > 0} ~ {z € C:J(z) > 0} il semipiano supe-
riore in R? o C. Il bordo di RZ & R. Con riferimento al Problema di Poisson
in (4), cerchiamo una soluzione di (p) su R2:

Domanda 6. E possibile estendere ug: R — C a una funzione armonica
su R2? Cerchiamo una soluzione del Problema di Poisson sul semipiano
superiore con dato al bordo ug, cioe una funzione u che risolva:

| Au=0 su R?2
. u(r,0) = up(z) suR

iché non e limi u ndizioni non iamo aver
Poiché R? non & limitato, sotto queste condizio on possiamo avere
I'unicita della soluzione, infatti

filz,y) =y e folz,y) =0

sono soluzioni diverse del problema con stesso dato al bordo (ug = 0).

Per avere 1'unicita avremo bisogno di un’ulteriore condizione sul bordo
di R?, cioé una “condizione all'infinito”. Ad esempio, dato che cercheremo
di ottenere la soluzione come immagine della trasformata di Fourier, una
condizione sensata e chiedere che

lu(z)] — 0  per |z| —> (2.4)
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oppure, dato che siamo interessati ad una soluzione sul semipiano R2:
S(u(z)) >0 per |z| » ©
Consideriamo la trasformata inversa di Fourier di u(s):

w .
uo(z) = J tip(s)e*™ 5 ds

—00

Vorrei estendere €"* in modo armonico su C, ma tale estensione non e

unica poiché posso estendere sia in modo olomorfo (¢**) che antiolomorfo
(e**). Richiedendo la (2.4) su R?2 vediamo che

i Z=x+1 i i ; _ _
{ezzs‘ Ty |€z(1?+zy)s| _ ’6”56 ysl — e Y8
per |z| — o ho che y — o0 e e7¥ — 0 su R? per s > 0, mentre
L F—p—i o .
|6zzs‘ Ty }el(l’ zy)s} _ |€ zxseys‘ = e¥s

per |z] — o ho che y — w0 e e¥* — 0 su R% per s < 0.
Dunque estendo ug come

1 [ [+ , 0 .,
u(z) = Py {f Uo(s)e**ds —I—f ﬁo(s)e’zsds}

0
cambio variabile nell'integrale a destra in modo da raccogliere tutto sotto
un solo integrale:

1 [t , -
=0 [do(s)e™ + do(—s)e ] ds (2.5)
0

sostituiamo a g(s) la sua espressione, ottenendo:

J Ug(t)GZStdt> e'*ds + <J uo(t)e”tdt> e“s] ds
0 —00

+0o0 I 0 A . ) | )
= [‘ uo(t) (ezs(z—t) + ezs(t—z)) ds | dt , usando che eis(z—t) — ezs(t—z)’
2
J—00 m 0
+00 1 ©
= {’ up(t) — R (J e’s(Zt)ds) dt  svolgendo i conti con z = x + 1y,
J—0 T 0
r‘-oo 1 y
= ug(t) — dt
J—0 0( ) W(:E—t>2+y2

h(t,z)

abbiamo ottenuto quindi il
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Definizione 13 (Nucleo di Poisson per il semipiano).

Ly
hy(x) = —
y(@) T’ + y?
Possiamo anche qui ottenere 1’estensione armonica come convoluzione
del dato al bordo e del nucleo hy(x):

u(z) = hy(x) = up(x) = J : hy(z — t)uo(t)dt

—00

Per avere un’estensione olomorfa sul semipiano R2 occorre che il fattore
tp(—s) che moltiplica la parte anti-olomorfa e ** nella (2.5) si annulli.
Quello che vogliamo quindi ¢ che la trasformata di Fourier di uy abbia
supporto contenuto nella semiretta [0, +00). Supponiamo che ug sia in
L?(R), in modo che lo spazio di partenza e di arrivo della trasformata sia
lo stesso; allora stiamo cercando una risposta a

~

Domanda 7. Quali f in L*(R) hanno (supp f) contenuto in [0, +00)?

Osservazione 6. La risposta a questa domanda ci dira anche quali sono le
funzioni di L*(R) che si estendono in maniera olomorfa su R? .

Iniziamo considerando una funzione h € L?(0, ) e la “anti-trasformiamo”.
Infatti, come la sua trasformata h anche la sua anti-trasformata

oe}
~

h(z) = f h(s)e*™ds = h(—zx)

0

vivra in L%(0,00) e possiamo estenderla su tutto R ponendola a 0 fuori:

~

h(z) sex =0

2.6
0 sex <0 (2:6)

g(z) = (Ljoueyh)(z) = {

in modo che g(z) sia in L*(R).
In (2.6) dominio della variabile x ¢ stato implicitamente “cambiato”,
allargandolo da (0, o0) a tutto R.

Proviamo ora ad estendere ulteriormente il dominio della variabile x.
Data (t) € L*(0, ), considero:

F(z) = J f(s)e*™*ds con z € C
0

Vogliamo sapere dove f & ben definita, continua, limitata, olomorfa.
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Scrivo z = x + iy e maggioro usando Cauchy-Schwartz?:

(O]

|F(2)] < L 1f(s)] ‘62”‘28! ds < ||f]l, HeQmS”2 (2.7)

Per applicare la maggiorazione stiamo considerando SSO (1) (-) ds come
prodotto scalare su L?(0, ), vedendo quindi f(s) e e*™** come elementi di
L?(0,0). Ora

o fe L?(0,) per ipotesi
o ¥ e [2(0,0) se e solo se (z) =y >0

Infatti, facendo i conti:

{627rzs‘ _ }627r(a:+zy)s| _ {627rm56—27ry5 — 6—27rys
per cui la norma L? risulta:
o0 —47ys | P —4mys
2 2 € . (&
Hezms”2 = ‘62”23‘ ds = e lim =0 pery>0
0 —dmy |, s—oo —4y

Abbiamo quindi che |F(z)| si mantiene limitato in ogni semipiano
Hf ={2€C:3(2) = con § > 0}

F(z) risulta continua su H; poiché I'integrale

ﬂ%@&mw=n@ﬂﬁF@

converge uniformemente (vedi [5]). Vediamo che F(z) & anche olomorfa su
ogni Hj , per le condizioni di Cauchy-Riemann (2.1), infatti:

0 0
%F(a: +iy) + i@F(x +iy) =0

Infine, F'(z) = F(x + iy) ha norma L?(R) finita* in ogni semipiano Hj .
Infatti, sempre per la (2.7), la quantita

0

1P+ i)z = | IPla+i)fds

—00

si mantiene limitata fissato y = 6 > 0.

3intesa sullo spazio L?(0, o)
4qui la norma || - ||, va intesa calcolata rispetto alla variabile x
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Osservazione 7. F(x + iy) ammette limite per y — 0, cioe esiste il limite
di F(z) sul bordo di R%, ovvero R. E ben definita la mappa:

0

g | F@ + )2, = j Flo + iy)* du (2.8)

—0Q0

Riassumendo, la nostra estensione F'(z) & olomorfa nel semipiano aperto
R? = {z € C:S(z) > 0} ed & continua al bordo, cioe¢ su R; inoltre F ha
norma L? finita su ogni retta {y = k}, cio¢ sta in L2(R) per ogni y fissato.
Dunque F'(z) sta in H(R2) n L3(R).

Come nel caso del disco, diamo un nome a questo spazio:

Definizione 14 (Spazio di Hardy su R?). Lo spazio

y>0 J—o0

H*(R?) = {f e H(RY) : supfOO |F(z +iy)|* dz < oo} = H**

€ uno spazio vettoriale.

La norma naturale che mettiamo su questo spazio e il sup della ra-
dice quadrata della mappa (2.8), cioe il sup,.q || F(z + iy)|[,.. Questa &
effettivamente una norma su H?*(R%), che indicheremo con:

|F (@ + iyl gar = sup ( | T Pe i d:c) ; (2.9)

y>0 -0

che rende H*" uno spazio di Banach. Poiché F(z) & olomorfa, per il Princi-
pio del massimo modulo, F' assumerd massimo sul bordo di R%, ovvero su
R. Cioe avremo che:

IEC g2 = 1F (@ + )| 2 w)

questo ci suggerisce che la traccia al bordo di una funzione in H?(R?%) sara
una funzione in L*(R).

Per chiarire questa intuizione vediamo un risultato analogo al Teorema
di Fatou sul disco, che coinvolgera stavolta la trasformata di Fourier.

2.4 1l Teorema di Paley-Wiener

Da ora assumeremo, seguendo Stein [5], che f e f siano moderatamente
decrescenti, ovvero che esistano A e A’ positivi tali che per ogni z, £ € R sia

8 o<

(2.10)
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sotto questa ipotesi e valida la formula di inversione

f(ZE) = J; f(g)e%riﬁl’dg dove f(é’) — J; f(x)e—%rix{dx

Enunciamo un risultato preliminare, che ci permette di adattare il prin-
cipio del massimo modulo anche a regioni illimitate del piano.

Teorema 11 (Phragmén-Lindelof). Sia F' una funzione olomorfa nel settore
del piano complesso

Sz{zeC:—%<argz<£}

che sia continua sulla chiusura di S. Se
e |F(z)] <1 sul bordo del settore
e csistono O, ¢ positive tali che |F(2)| < Ce®?l per ogni z € S

allora
|F(2)] <1 per ogni z € S

Per una dimostrazione del teorema vedere [5, p. 124]
Siamo pronti per dimostrare il seguente teorema che descrive il compor-
tamento delle funzioni la cui trasformata di Fourier & a supporto compatto.

Teorema 12 (Paley-Wiener). Sia f una funzione continua e moderata-
mente decrescente su R. Allora, f si estende a una funzione intera® tale
che

|f(2)] < Ae*™ M (2.11)

per qualche A > 0, se e solo se f ha supporto contenuto in [—M, M].

Dimostrazione. Iniziamo supponendo che supp f c [-M, M] per qualche
M > 0. Poiché sia f che f sono moderatamente decrescenti vale la formula
di inversione

M ~ .
fla) = | Fleyemnas

poiché l'integrale ¢ su un intervallo limitato, posso estendere z sul piano
complesso definendo una funzione su C:

M ~ .
o) = | Fleremeas

una funzione intera € una funzione olomorfa su tutto C

5
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allora g(z) = f(z) su R e abbiamo gia visto che g ¢ olomorfa, inoltre
abbiamo

M

m@K[ZH@WW%@<LMmqgm%KAWW|

Per la freccia inversa assumeremo prima delle condizioni su f che rimuo-
veremo nel seguito.

Passo 1 Iniziamo supponendo che

e27rM|y|

1422

|f(x +iy)| < A (2.12)

~

e proviamo che f ¢ a supporto compatto. Riscriviamo f shiftando la
variabile (vedi [5, p. 114-115])

f€) = JOO fz)e ™ dy = fe F(x — iy)e 2miEE=w) gy

allora in modulo

)J?(f)‘ < Jm |f ()] e Yy < Jm (A,Q%My) e dr < ..

o o \ 1+ 22

adesso possiamo raccogliere e portare fuori il numeratore che non dipende
da x ottenendo

© 1 y—>oo
dr = (mA) e 2mvE-M) 2%,

0 1+ 22 per £>M
—_—

=T

< A/€—2Try(—M+E)J

~

In modo analogo shiftando per y > 0 si vede che f(£) = 0 per £ < —M.

Passo 2 Rilassiamo adesso la condizione (2.12) supponendo
(@ +iy)| < A2l (2.13)

Assumiamo che £ > M e consideriamo, per € > 0, la funzione

f(2)
(1 + iez)?

fE(Z) =

notiamo che
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o < 1 sul semipiano chiuso R? = {(z,y) e R? : y < 0}

1
(1+iez)?

melpere—ﬂ)

vediamo che ﬁ(f) — f(f) per € — 0, infatti:

AGENIGIE J_ % — f(@)| || < J_ () [m - 1] dz — 0
tende a (‘)(per e—0 J

/\>

-

poiché |f(x)| < H% per ogni x € R. Per ogni € fissato

flz +iy)
(1 4 iez)?

~ 2m My
- |f(x+2y2)| - Ae
|1+ iez| (14 22)

i) =
allora dal Passo 1 abbiamo che fe(f) = 0 da cui f(f) =0 per € — 0.

Passo 3 Non ci resta che vedere che le ipotesi effettivamente implicano
(2.13) per concludere. Per mostrare 'implicazione usiamo il Teorema di
Phragmén-Lindeldf, che mostra che data |f(z)] < 1 e |f(z)] < e*™M/* allora
si ha che |f(2)| < e*™WI infatti possiamo ruotare il settore dell’enunciato
nel primo quadrante e considerare

F(2) = f()emrs
per l'ipotesi (2.11) lungo R abbiamo che

A
1+ 22

™

|F(2)] = | (=)

27riMx| _ |f($)| ’627riM$| <

=1

per ogni r € R

quindi, a meno di dividere f per una costante A, abbiamo che |F(z)| < 1
su R, mentre lungo 'asse immaginario positivo

|[F(iy)| = [fiy)ed™ | = |fliy)|e7?™ < (AP em2mMy

per ipotesi

raccogliamo e, poiché siamo lungo {x = 0}, si ha

y>0

—
A2 M(z-y) — ge2M [yl —y) — 4

dunque di nuovo, a meno di dividere f per A, abbiamo che |F(2)| < 1 su
{R(z) = 0}. Quindi |F(z)| <1 lungo i bordi del primo quadrante e

[F(2)| = [f(2)e?m ] < AePmM U=y
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essendo nel primo quadrante |z| — y < |z|, chiamiamo A = C' e ¢ = 27 M,
allora per Phragmén-Lindelof abbiamo

|F(2)] < Ce?™l = |F(2)| <1 perognize{z:R(z)=0eI(z) =0}
Quindi

nel primo quadrante

‘f(Z)GQWiMz‘
| = [f(2)] < e

<1
= f(2)] e < 1

Procedendo in modo analogo per gli altri quadranti si ha che ¢ soddisfatta
la (2.13) e quindi la tesi. O

Concludiamo con una versione di Paley-Wiener che caratterizza le fun-
zioni la cui trasformata di Fourier ¢ nulla per £ < 0.

Teorema 13. Siano f e fmoderatamente decrescenti come in (2.10). Al-
lora f puo essere estesa a una funzione continua e limitata sul semipiano
superiore chiuso R% = {z = x + iy : y = 0} e olomorfa all’interno se e solo

se f(&) =0 per ogni £ < 0.

Dimostrazione. Abbiamo gia visto che se supp fc [0, +00) allora
fla)= | Flopemeeas = | Fopemewas
-0 0

possiamo estendere f sul semipiano superiore R2 a una funzione limitata:

£(2) =f0 Fle)emiea

e < [ f@| et < a [ e = a3

0

Per la convergenza uniforme di
hlo) = [ Foemeae =5 56 R

abbiamo che f & continua su R2 e olomorfa al suo interno.

Per limplicazione inversa consideriamo, come nel teorema precedente,
la funzione
f(z +10)

fes(2) = A —ica)
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questa ¢ olomorfa su R? e possiamo vedere che ﬁ(g(f) = 0 per tutti gli
¢ < 0. Allora, passando al limite abbiamo:

Fos(€) Z5 Fo©) =0

A~

Feo(€) <=5 fool€) = F(€) =0 per ogni & <0



Capitolo 3

Teoria dei Numeril

La Teoria dei Numeri e la branca della Matematica che si occupa della
risoluzione di equazioni in numeri interi. I matematici lavorano a problemi
di questo tipo fin dall’antichita, e ancora oggi risultati di questa teoria
trovano utilizzo in crittografia, oltre che in determinate specie di problemi!.
I1 fascino di questa teoria risiede forse nel fatto che problemi apparentemente
semplici, per essere risolti, richiedono 1'utilizzo di strumenti da tutti i settori
della matematica.

Qui mostriamo un’analogia tra il comportamento della serie armonica
all'infinito e quello della ((s) di Riemann nel polo semplice s = 1.

3.1 Costante di Eulero-Mascheroni

Consideriamo la serie armonica
o0
>
n=1 n

questa serie ¢ divergente, vedremo pero che la successione delle sue somme
parziali ha un andamento logaritmico.
Iniziamo notando che per ogni = in R si ha log(z) < z — 1. Prendendo

l—x=-% cioe z = nLH abbiamo che

n+1’
1 n+1 1
<1 =1 1+ —
n+1 og< n ) og< +n>

L Ad esempio, se le variabili del nostro problema rappresentassero persone, non siamo
interessati a soluzioni del tipo: “y/2 persone”

37
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in modo analogo per 1 + = = 1/n abbiamo che
1 1 1
—— <log(1+—) < —
n+1 s ( n) n
Indichiamo la successione delle somme parziali della serie armonica con:

m
Sm = 2,
n=1

Y

S|

e consideriamo la successione
Ay = Sy — logn
tale successione e decrescente, infatti:

Ap1 — Qp = (Sm-i-l - log(n + 1)) - (3m - 1Og n)
= (Sm+1 — Sm) + logn —log(n + 1)

L n Lo (!
—— +1o = —lo
ntl  B\nr1) T anr1 Bl

L +1 1—1—1 <0
J— O — S
n+1 & n

Il

mentre la successione
b, = Sm_1 —logn pern>1
e crescente, poiché:

bt — b = (5m — log(n + 1)) — (51 — log)
= (Sm — Sm—1) + logn —log(n + 1)

11 n 1 | n+1
= — 10 = — — 10

n & n+1 n & n
1 1
=——log(1+—)>0
n n

Notiamo anche che a; = s; — log(1l) = 1, ed essendo decrescente, si
ha che a, < 1 per ogni n € N; mentre by = 57 — log(2) = 1 — log(2) =
log(e) — log(2) = log(¢f) > 0, essendo crescente si ha che b,, > log(¢/2) per
ogni n > 1.

Abbiamo pertanto la seguente uguaglianza:

1
an = by, + —
n
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pertanto dovremo avere che
lim a, = lim b, =~
n—0oo n—ao0

con 7y che sara compreso tra log (¢2) <y < 1.

Definizione 15. Il numero v e la costante di Eulero-Mascheroni ed &

definito come
. 1
T}grolc (;E — logn) =7

La media aritmetica tra le successioni a,, e b, converge a y per n — o

2

3.2 Funzione di Mobius

La funzione di Mobius ¢ una funzione su N cosi definita:

1 sen =1
pu(n) =< (=1)" sen e prodotto di r primi differenti

0 se n ha almeno un fattore primo multiplo

Counsideriamo la serie

5100 o)

Domanda 8. La serie (3.1) ¢ convergente?
Ci domandiamo prima se sia sommabile con qualche metodo. Un metodo

di sommabilita spesso usato nella teoria dei numeri ¢ il metodo di Lambert.

Lambert sommabilita

Questo metodo e sostanzialmente una variante della sommabilita secondo
Abel. Qui si usa, invece della normale serie di potenze, la funzione

L) = =2 log (i) |

Con qualche sostituzione si vede che L(1) = lim, ,; L(z) = 1. Diamo il
nuovo metodo di sommabilita:
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Definizione 16 (Lambert sommabilita). Una serie Y ay ¢ Lambert som-
mabile se la serie Y apL(2*) converge per 0 < x < 1 e se, detta g(z) =
SapL(x"), esiste finito il

lim g(z) = <.

r—1-
Tale limite ¢ detto somma di Lambert della serie.
Il metodo di Lambert ¢ un metodo regolare, ovvero

Fatto 4. Ogni serie convergente ¢ Lambert sommabile, inoltre la somma di
Lambert risulta uguale al limite della serie:

s o = Y, )y an =€ = limglz) = ¢

La convergenza della serie (3.1) ¢ un risultato tauberiano, infatti ¢
possibile dimostrare che

Proposizione 14.

o0

La serie Z p(n) ¢ Lambert sommabile a 0.

n
n=1

Per la dimostrazione si rimanda a [3, p. 8-9], qui riportiamo una espres-
sione usata nella dimostrazione, che lega la funzione di Mobius e la funzione
Zeta di Riemann:

252 IL0-7) a9

p primi

3.3 Zeta di Riemann

Definita per ogni s complesso, con R(s) > 1, questa funzione ha avuto un
ruolo importante nello sviluppo della Teoria Tauberiana.

o1
((s) = nz—; v
((s) ¢ analitica in {s € C : R(s) > 1}, mentre ha un polo in s = 1, poiché la
serie armonica diverge.

Mostriamo che, come per la serie armonica, il limite della differenza tra
la ((s) e una funzione meromorfa con un polo semplice in 1 tende a un
valore finito: 7.
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Teorema 15. La funzione

F(s)=((s) — 3%1 per R(s) > 1

puo essere estesa analiticamente sul semipiano {s € C : (s) > 0} e inoltre
vale:

1
F(1) = lirr% (( (s) — —1> = costante di Eulero-Mascheroni
58— S —

Dimostrazione. Scriviamo la ((s) in forma integrale:

Usando I'uguaglianza

o0
1
f vy =
1 s—1

e che -~ = %= — 1, riscriviamo F(s):
s—1 s—1

PO =~ (5 -1) -

Q0 0
= SJ [v]o™* tdv — SJ v 5y + 1 =
1 1

s SF([U] o,

1

Poiché [v] — v & limitata, questa formula ci da un’estensione analitica di
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F(s) sul semipiano {s € C: R(s) > 0}. Allora F(1) ¢ uguale a

o]

F()=1 +£ ([v] = v)v2dv =

=1+ lim | ([v] - U)U*Zdv =

n—ao0 1
=1+ lirn vd >
n—a0 1
nfl k+1
=1+ lim Z kv 2dv — logn
n—1
=1+ lim k —logn | =
n—oo \ = k;

(3 ) o]
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