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Chapter 1

Cofibrazioni e successione di

cofibrazione

1.1 Cofibrazioni

Data i : A Ñ X mappa fra spazi topologici e Y uno spazio, siamo interessati a capire quando

la mappa indotta Y X Ñ Y A è una fibrazione (in senso di HLP1).

Questa richiesta corrisponde a saper risolvere il problema di diagramma per qualsiasi spazio

W

W Y X

I ˆ W Y A

i0

o equivalentemente

A ˆ W X ˆ W

A ˆ I ˆ W X ˆ I ˆ W

Y

iˆ1

Idˆi0

ossia

A X

A ˆ I X ˆ I

Y W

i

i0

per come funziona l’esponenziazione.

Definizione 1.1.1. Una mappa i : A Ñ X si dice cofibrazione se soddisfa la HLP per ogni

1
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spazio Z, ovvero se esiste

A X

A ˆ I X ˆ I

Z

i

i0

sollevamento.

Si verifica in maniera semplice che vale

Proposizione 1.1.1. sono equivalenti

• i : A Ñ X è cofibrazione;

• i ha HEP per Mi;

• Mi ãÑ X ˆ I ammette retrazione.

Proposizione 1.1.2. Una cofibrazione è un omeomorfismo con l’immagine.

Osserviamo che un embedding A ãÑ X può non essere una cofibrazione, ad esempio

quando la topologia di Mi non è quella che A ˆ I Y X eredita come sottospazio di X ˆ I.

Esempio 1.1.3. Se i : p0, 1s ãÑ r0, 1s allora la topologia di Mi è strettamente più fine di

quella della sua immagine in I2. La successione t
`

1
n ,

1
n

˘

unPN converge a p0, 0q in I2 mentre in

Mi no: il punto p0, 0q ha un intorno della forma I ˆt0uYtpx, yq, y ă xu che non contengono

punti della successione.

Proposizione 1.1.4. Se X è Hausdorff allora l’immagine di una cofibrazione è chiusa ñ

una inclusione chiusa A ãÑ X è una cofibrazione se e solo se A ˆ I Y X ˆ t0u ãÑ X ˆ I

ammette retrazione.

Definizione 1.1.2. Un punto ˚ P X è non degenere se t˚u ãÑ X è una cofibrazione ed in

tal caso la coppia pX, ˚q è detta well-pointed.

Ricordiamo ed indaghiamo proprietà delle cofibrazioni.

Proposizione 1.1.5. Sn´1 ãÑ Dn è una cofibrazione

Proof. La retrazione cercata è data dalla proiezione sul ”bicchiere” lungo la congiungente

con p0, 2q.

La seguente proposizione è un facile esercizio di diagram chasing.

Proposizione 1.1.6. La classe delle cofibrazioni è invariante per:

• cambio di cobase, A Ñ X cofibrazione, A Ñ X qualsiasi ñ B Ñ X YA B cofi-

brazione;
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• coprodotto, Ai Ñ Xj cofibrazioni ñ
Ť

Aj Ñ
Ť

Xj cofibrazione;

• prodotto, A Ñ X cofibrazione ñ A ˆ B Ñ X ˆ B cofibrazione;

• composizione, A Ñ B,B Ñ X cofibrazione ñ A Ñ X cofibrazione.

Come conseguenza dei precedenti fatti abbiamo subito che l’inclusione di un sottocom-

plesso A ãÑ X in un complesso CW è una cofibrazione.

Ricordiamo un fatto importante (dimostrato anche nel corso di Elementi di Topologia Al-

gebrica):

Proposizione 1.1.7. data f : A Ñ X cofibrazione con A contraibile allora la mappa di

proiezione p : X Ñ X{A è una equivalenza omotopica.

Proof. Sia hp‚, ‚q una contrazione di A che parte dall’identità e termina in ‚ Ñ ˚.

Dall’ipotesi di cofibrazione, la mappa f ˝h si può estendere a gp‚, ‚q : X ˆ I Ñ X che parte

dall’identità e termina in una mappa g1 ” gp‚, 1q tale che g1pxq “ ˚ per x P A.

Per proprietà universale del quoziente questa mappa fattorizza unicamente come r ˝ p.

Mostriamo che p ˝ r è omotopa ad IdX{A.

Dato che gp‚, ‚q manda AˆI in A, se componiamo con p otteniamo ḡp‚, ‚q : X{AˆI Ñ X{A

che parte da IdX{A e arriva a p ˝ r.

Esempio 1.1.8. Sia C l’insieme di Cantor. La mappa di inclusione C ãÑ r0, 1s è chiusa ma

non è una cofibrazione.

Questo segue dal fatto che il mapping cylinder non è localmente connesso mentre I2 lo

è. Una retrazione da I2 al cono porterebbe ad un’assurdo con l’ausilio del teorema di

Hahn–Mazurkiewicz: uno spazio di Hausdorff non vuoto è immagine di I se e solo se è

connesso, localmente connesso e a base numerabile.

1.2 Successione di cofibrazione

Una omotopia puntata è una mappa X^I` Ñ Y e possiamo definire le cofibrazioni puntate.

Vale un fatto analogo al precedente: una mappa (puntata) è una cofibrazione puntata se e

solo se il suo mapping cylinder ridotto X ˆ t0u YAˆt0u A ^ I` è un retratto di X ^ I`.

Ricordiamo anche il seguente semplice fatto di carattere categorico:

Proposizione 1.2.1. Ogni mappa f : X Ñ Y ammette una fattorizzazione

X
i1
Ñ Mpfq

«
Ñ Y

dove la prima mappa è una cofibrazione data dall inclusione al tempo 1 e la seconda è una

equivalenza omotopica.

Esempio 1.2.2. Definito CX “ MpX Ñ ˚q “ X ^ I allora X Ñ ˚ fattorizza come

X Ñ CX Ñ ˚.

Possiamo in generale definire il mapping cone di un morfismo f (indicato con Cpfq)
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come pushout

X ˚

Y Mpfq Cpfq

i1

«

x

e notare che ˚ Ñ Cpfq è cofibrazione (dall’invarianza per cambio di cobase).

Possiamo costruire Cpfq in un altro modo.

Mantenendo nel diagramma precedente la mappa f : X Ñ Y e sostituendo la mappa X Ñ ˚

con la cofibrazione X Ñ CX possiamo costruire un pushout

˚

X CX

Y Cpfq

{

«

che risulta essere omeomorfo a quello di partenza (tramite un omeomorfismo t ÞÑ 1´ t).

L’invarianza del cambio di cobase dice allora che se f è una fibrazione allora anche CX Ñ

Cpfq lo è.

Notando che CX è contraibile abbiamo Cpfq{CX « Cpfq.

Dalla definizione di Cpfq vale anche Cpfq{CX “ Y {X e ciò porta a

Proposizione 1.2.3. Se f : X Ñ Y è una cofibrazione allora Cpfq Ñ Y {X è equivalenza

omotopica.

Definizione 1.2.1. Una successione di cofibrazione è un diagramma

A Ñ B Ñ C

omotopicamente equivalente a

X Ñ Y
ipfq
Ñ Cpfq

per qualche f , ossia tale che esistano g0, g1, g2 equivalenze omotopiche che rendono

A B C

X Y Cpfq

g0« g1« g2«

un diagramma commutativo.

Ricordiamo nuovamente che stiamo lavorando nella categoria puntata.

Notiamo che la composizione X Ñ Cpfq è nullomotopica con omotopia hpx, tq “ rx, ts

(pensiamo a questo come un punto di CX che si include in Cpfq).

La seguente facile proposizione stabilisce una proprietà di universalità della coppia di mappe

pipfq, hq.

Proposizione 1.2.4. Per ogni g : Y Ñ Z e ogni omotopia H tra g ˝ f e ˚ esiste una unica
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mappa Cpfq Ñ Z che estende g e induce H tramite h.

X Y Cpfq

Z

f

ipfq

g D!

Ricaviamo dunque il seguente fatto:

Proposizione 1.2.5. Per ogni f : X Ñ Y puntata e Z spazio puntato, la sequenze di

insiemi puntati

rX,Zs
f˚

Ð rY, Zs
ipfq

˚

Ð rCpfq, Zs

è esatta.

Viene ora naturale definire le sequenze di spazi con questa proprietà.

Definizione 1.2.2. Una successione di morfismi componibili tale che applicando il funtore

Homp‚, Zq sia esatta (per ogni Z) si dice co-esatta.

La proposizione precedente stabilisce che le successioni di cofibrazione sono coesatte.

La funtorialità di f ÞÑ ipfq ci permette di costruire la successione lunga

X
f

Ñ Y
ipfq
Ñ Cpfq

i2pfq
Ñ Cpipfqq Ñ . . .

dove tutte le mappe (eccetto al più f) sono cofibrazioni. Per le considerazioni precedenti

abbiamo ad esempio che Cpipfqq Ñ Cpfq{Y è una equivalenza omotopia. Inoltre Cpfq{Y «

ΣX.

Segue che il diagramma di sopra può essere completato come

X Y Cpfq Cpipfqq Cpi2pfqq . . .

ΣX ΣY . . .

f

ipfq i2pfq

πpfq

i3pfq

« πpipfqq «

´Σf

che è omotopicamente commutativo.

Definizione 1.2.3. La successione

X Ñ Y Ñ Cpfq Ñ ΣX Ñ ΣY Ñ ΣCpfq Ñ Σ2X Ñ . . .

ottenuta seguendo la parte bassa del diagramma si chiama successione di Barratt-Puppe ed

è coesatta visto che ogni coppia di morfismi è una diagramma di cofibrazione

Questa successione ci permetterà di dare una dimostrazione omotopica della successione

esatta lunga di omologia della coppia.

Proposizione 1.2.6. Se A è sottospazio di X allora rH˚pX Y CAq – H˚pX,Aq.
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Proof. rH˚pX Y CAq “ H˚pX Y CA, ˚q “ H˚pX Y CA,CAq – H˚pC Y Cď1{2A,Cď1{2Aq “

H˚pX,Aq dove l’isomorfismo proviene escindendo la punta del cono.

Esempio 1.2.7. Se A
i

ãÑ X è una cofibrazione, allora abbiamo H˚pX,Aq – H˚pX{Aq.
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Chapter 2

Fibrazioni e successioni di

fibrazione

Definizione 2.0.1. • Jn “ BIn ˆ I Y In ˆ t0u;

• πnpX, ˚q “ rpIn, BInq, pX, ˚qs;

• πnpX,A, ˚q “ rpIn, BIn, Jn´1q, pX,A, ˚qs.

Funtorialmente, t˚u Ñ A induce π˚pX, ˚q Ñ π˚pX,A, ˚q mentre la restrizione di una

(classe di omotopia di una) mappa alla faccia In´1 ˆ t1u induce

B : πnpX,A, ˚q Ñ πn´1pAq

e queste due mappe compongono alla mappa nulla.

Definizione 2.0.2. La successione

¨ ¨ ¨ Ñ πn`1pX,A, ˚q
B

Ñ πnpAq Ñ πnpXq Ñ πnpX,A, ˚q Ñ . . .

si chiama successione esatta lunga di omotopia della coppia.

Mostreremo più avanti l’esattezza.

Definizione 2.0.3. Chiamiamo una mappa p : E Ñ B fibrazione se il seguende diagramma

W E

I ˆ W B

f

i0 p
h̄

h

ammette sollevamento (ha la HLP1) per ogni spazio W .

Analogamente a quanto fatto nel capitolo precedente, enunciamo la seguente proposizione

senza dimostrarla.

1Homotopy Lifting Property.
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Proposizione 2.0.1. La classe delle fibrazioni è invariante per:

• cambio di base, E Ñ B fibrazione, X Ñ B qualsiasi ñ E ˆB X Ñ X è fibrazione;

• prodotto, Ei
pi
Ñ Bi fibrazioni ñ

ś

pi è fibrazione;

• esponenziazione, E Ñ B fibrazione, A qualsiasi ñ EA Ñ BA è fibrazione;

• composizione, E Ñ B,B Ñ X cofibrazione ñ E Ñ X fibrazione.

Proposizione 2.0.2. Sia A ãÑ X cofibrazione chiusa e E Ñ B fibrazione.

Esiste un sollevamento
pX ˆ t0uq Y pA ˆ Iq E

X ˆ I B

p
h̄

h

Proposizione 2.0.3. Se A Ñ B è cofibrazione chiusa allora e puntata con punti base non

degeneri, di spazi localmente compatti allora la mappa XB
˚ Ñ XA

˚ è una fibrazione.

La dimostrazione di questo fatto può essere trovata in [Tom Dieck, 5.5.4]. La locale

compattezza viene usata per l’omeomorfismo di aggiunzione F pV, F pA,Xqq – F pV ˆA,Xq.

In particolare otteniamo

Proposizione 2.0.4.

PX “ XI
˚ “ tω : I Ñ X,ωp0q “ ˚u

ev1
Ñ X

che mappa

ω ÞÑ ωp1q

è una fibrazione.

Proposizione 2.0.5. Sia E Ñ B fibrazione e W
f

Ñ B,W
g

Ñ E tali che p ˝ g « f .

Allora g « ḡ con ḡ tale che p ˝ ḡ “ f .

Proof. Basta osservare

W E

W ˆ I B

g

i0 pH̄

H

dove H è l’omotopia che parte da p ˝ g ed arriva ad f . Il sollevamento H̄ parte da g e

termina in un sollevamento di f .

Per fare la dimostrazione nella categoria puntata ci serve come ipotesi la non degenericità

del punto base di W e dunque anche il lemma precedente.

Da questa considerazione otteniamo che una g tale che p ˝ g « ˚ è omotopa ad una

mappa W Ñ F “ p´1p˚q.

La successione di fibrato

F Ñ E Ñ B

9



è quindi esatta, ossia per ogni spazio ben puntato W si ha che

rW,F s Ñ rW,Es Ñ rW,Bs

è esatta come insiemi puntati.

Data una mappa X Ñ Y (non necessariamente fibrazione), possiamo fattorizzarla come

X T pfq

Y

«

f
p“ev0

dove T pfq “ tpx, ωq P X ˆ Y I , ωp1q “ fpxqu e X Ñ T pfq è una equivalenza omotopica

(’aspiro gli spaghetti’ mandando ogni ω nel cammino costante).

In tal caso p è una fibrazione (segue da cambio di base e dalla fibrazione di valutazione).

Definizione 2.0.4. Definiamo fibra omotopica di f la fibra della mappa p.

Può essere vista come il pullback

F pfq Y I
˚

X Y

ppfq p

Proposizione 2.0.6. Sia E Ñ B una fibrazione. L’inclusione naturale p´1p˚q “ F Ñ F ppq

è una equivalenza omotopica.

Proof. Come prima, interpretiamo F ppq come pullback del diagramma PB
ev1
Ñ B

p
Ð E e

stavolta (per cambio di base) F ppq Ñ PB è una fibrazione con base contraibile. L’inclusione

della fibra nello spazio totale è allora una equivalenza omotopica, ma la fibra è per costruzione

p´1p˚q. Questo ultimo passaggio si può motivare in vari modi: la equivalenza omotopica

debole segue semplicemente dalla successione lunga di omotopia (e dunque per spazi con

il tipo di omotopia di un CW abbiamo l’equivalenza voluta) o alternativamente segue da

una propisizione (che dimostreremo a breve) sulla equivalenza omotopica del pullback di

fibrazioni lungo mappe omotope.

Osserviamo che la mappa ppfq : F pfq Ñ X è una fibrazione con fibra ΩY e dunque in

maniera analoga alla successione di cofibrazione di Barratt-Puppe otteniamo che la seguente

successione

¨ ¨ ¨ Ñ ΩF pfq
Ωi
Ñ ΩX

Ωp
Ñ ΩY

Ωf
Ñ F pfq

p
Ñ X

f
Ñ Y

è esatta (in quanto ogni 3 morfismi sono una terna di fibrazione).

Vediamo adesso un lemma che ci permetterà di ottenere la successione esatta lunga di

omotopia della coppia.

Proposizione 2.0.7. Sia pX,A, ˚q coppia puntata ed F la fibra omotopica di A Ñ X. Per
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ogni n ě 1 esiste un isomorfismo naturale

πnpX,Aq – πn´1pF q

tale che
πnpX, ˚q πnpX,A, ˚q

πn´1pA, ˚q

πn´1pΩX, ˚q πn´1pF, ˚q

– –

i

commuti.

Proof. Notiamo che π1pX,A, ˚q “ rpI, BI, J0q, pX,A, ˚qs corrisponde alla componenti con-

nesse per archi tf : I Ñ X, fp0q “ ˚, fp1q P Au quindi in particolare le componenti connesse

per archi della fibra omotopica F pA Ñ Xq.

La tesi segue dall’uguaglianza

tf : pIn, BIn, Jn´1q Ñ pX,A, ˚qu “ Ωn´1F pA Ñ Xq

e la commutatività del diagramma si verifica.

Applicando il funtore rS0, ‚s alla successione di fibrazione di Barratt-Puppe si ottiene

una successione esatta e usando l’aggiunzione Σ ´ Ω e il lemma precedente si conclude

l’esattezza della successione esatta lunga di omotopia della coppia.

Proposizione 2.0.8. Sia E Ñ B una fibrazione e siano f0, f1 mappe X Ñ B.

Chiamati con E0, E1 i pullback di E lungo f0, f1 rispettivamente, se f0 « f1 allora E0 ed

E1 sono omotopicamente equivalenti.

Proof. Costruiremo una fibrazione su BX tale che la fibra di f sia f˚E (con questa notazione

indico il pullback di E tramite f). Una omotopia tra f0 ed f1 è allora un cammino su BX

e dunque (esercizio semplice) induce una equivalenza omotopica fra le due fibre estremali

(che sono appunto E0 ed E1), da cui la tesi. Il seguente diagramma mostra la costruzione.

f˚E E ˆB pBX ˆ Xq E

˚ ˆ X BX ˆ X B

˚ BX

p

imf ˆId

x ÞÑpf,xq pf,xqÞÑfpxq

ev

π

˚ÞÑf

11



Proposizione 2.0.9. Sia p : E Ñ B una fibrazione, e0 P E sulla fibra F di b0 P B. Allora

p˚ : π˚pE,F, e0q Ñ π˚pB, b0q

è un isomorfismo.

Proof. Sappiamo che F ppq Ñ E è una fibrazione e da uno dei lemmi precedenti che F ãÑ

F ppq è una equivalenza omotopica.

I risultati precedenti ci dicono invece

homfibpF ãÑ Eq « homfibpF ppq Ñ Eq

e che

homfibpF ppq Ñ Eq « fibpF ppq Ñ Eq

dove fibpF ppq Ñ Eq “ ΩB per verifica diretta.

Abbiamo quindi

πnpE,F, e0q « πn´1pF Ñ Eq Ñ πn´1pΩBq Ñ πnpBq

e componendo gli isomorfismi si ottiene p˚ (verifica per esercizio).

Abbiamo una importante conseguenza.

Proposizione 2.0.10. Data F ãÑ E Ñ B fibrazione, la successione

¨ ¨ ¨ Ñ πipF q Ñ πipEq Ñ πipBq Ñ πi´1pF q Ñ . . .

è esatta (di insiemi e di gruppi da dopo l’indice 0).

Proof. Applichiamo rS0, ‚s alla successione lunga di fibrazione di Barratt-Puppe e usiamo

il lemma precedente.
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Chapter 3

Torri di Postnikov

Ricordiamo il teorema di approssimazione CW.

Teorema 3.0.1. Sia A un CW complesso, k ď ´1, Y spazio topologico ed f : A Ñ Y

morfismo che induce isomorfismi πipA, ˚q
f˚
Ñ πipY, fp˚qq per i ă k e epimorfismo per i “ k.

Allora, per ogni n ą k (e n “ `8) esiste un CW complesso X ottenuto incollando ad A

celle di dimensione k ď d ď n (che quindi in particolare ha A come sottocomplesso) ed una

estensione F : X Ñ Y di f che induce isomorfismi πipX, ˚q
F˚
Ñ πipY, fp˚qq per ogni i ă n e

epimorfismo per i “ n.

Dimostreremo il seguente risultato di natura simile.

Teorema 3.0.2. Per ogni spazio topologico X e ogni intero n ě 0 esiste uno spazio PnpXq

ed una mappa X Ñ PnpXq tale che

• per ogni punto base ˚ P X induca isomorfismi πipX, ˚q Ñ πipPnpXq, ˚q per ogni i ď n;

• per ogni ˚ P PnpXq valga πipPnpXq, ˚q “ 0 per i ą n;

• PnpXq è ottenuto incollando ad X celle di dimensione almeno n ` 2.

In vista del risultato, definiamo

Definizione 3.0.1. PnpXq è detta n-esima sezione di Postnikov di X.

Proof. Senza perdita di generalità sia X connesso per archi.

Fissato n, costruiamo una successione di spazi Xpiq con indice che parte da n e Xpnq “ X

con la seguente proprietà: πqpXpmqq “ 0 per ogni n ă q ď m mentre i primi gruppi sono

gli stessi di X.

Costruiamo Xpmq da Xpm ´ 1q attaccando solo m ` 1 celle, affinchè pXpmq, Xpm ´ 1qq

sia una coppia m´connessa (e dunque Xpmq abbia stessi primi m ´ 1 gruppi di omotopia

”corretti”). Dobbiamo solo assicurarci di far svanire πmpXpmqq.

Siano rfis dei rappresentanti dei generatori di πmpXpm ´ 1qq e si consideri l’ attaccamento

di m ` 1 celle indicizzate dai generatori rfis e incollate lungo il bordo tramite fi.

Ricaviamo immediatamente che la mappa di bordo

πm`1pXpmq, Xpm ´ 1qq
B

Ñ πmpXpm ´ 1qq

13



è surgettiva e dunque - dalla successione esatta lunga di omotopia della coppia - che

πmpXpmqq si inietta in πmpXpmq, Xpm ´ 1qq “ 0 ñ πmpXpmqq “ 0.

Lo spazio PnpXq “
Ť

měn
Xpmq soddisfa allora tutte le richieste ed è una valida n´esima

sezione di Postnikov di X.

Osserviamo che se X aveva struttura di CW complesso allora tramite il teorema di

approssimazione cellulare possiamo sscegliere delle mappe di incollamento cellulari e dunque

ottenere una struttura di CW complesso su PnpXq.

Proposizione 3.0.3. Sia n ě 0 ed Y spazio topologico tale che πqpY, ˚q “ 0 per ogni q ą n;

sia pX,Aq un CW complesso relativo. Se tutte le celle di XzA hanno dimensione ą n ` 1

allora la mappa

rX,Y s Ñ rA, Y s

è bigettiva. Se invece ci sono anche n ` 1 celle è almeno iniettiva.

Notiamo preliminarmente che πqpY, ˚q “ 0@q ą n implica che ogni mappa Sq Ñ Y che

ha immagine nella componente connessa per archi di ˚ si estende ad una mappa Dq`1 Ñ Y .

Proof. Surgettività: estendiamo A
f

Ñ Y ad una mappa f̄ : X Ñ Y usando tutte le mappa

di incollamento Sq´1 Ñ Xq´1. Componendo infatti il morfismo verso Y abbiamo Sq´1 Ñ

Xq´1 Ñ Y omotopicamente banale e dunque sappiamo sollevarla sulla q-cella bordata da

Sq´1.

Iniettività: guardiamo pX ˆ I,X ˆ BI YAˆ Iq come CW complesso relativo in cui per ogni

cella di XzA di dimensione q si ha una cella di dimensione q ` 1. Abbiamo dunque che due

mappe f0, f1 : X Ñ Y che si restringono su A a mappe omotope f0æA « f1æA inducono

F : X ˆ BI Y A ˆ I Ñ Y .

Dal ragionamento di prima sappiamo che una tale F si estende, cella per cella, ad una

F̄ : X ˆ I Ñ Y che effettivamente testimonia una omotopia fra f0 ed f1.

Proposizione 3.0.4. Sia X uno spazio n´connesso e Y con omotopia concentrata in grado

al più n. Ogni mappa X Ñ Y è omotopa ad una costante.

Proof. Per approssimazione CW possiamo assumere che X abbia struttura cellulare con una

sola 0 cella e celle di dimensione almeno n ` 1.

Dalla proposizione di prima applicata alla coppia pX, ˚q abbiamo

rX,Y s Ø r˚, Y s

da cui la tesi.

Sia ora f : X Ñ Y . Consideriamo le sezioni di Postnikov X Ñ PmpXq e Y Ñ PnpY q,

primo spazio ottenuto incollando celle di dimensione almeno m ` 2 e il secondo spazio con

gruppi di omotopia nulli da dopo l’n´esimo.

La proposizione precedente ci dice che quando m ě n esiste una unica classe di omotopia di
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mappe che rende commutativo il diagramma

X Y

PmpXq PnpY q

f

In particolare, prendendo Y “ X ed f – IdX otteniamo che esiste una unica mappa

PmpXq
měn
Ñ PnpXq che rende commutativo il triangolo

X

PmpXq PnpY q

Se osserviamo bene cosa abbiamo usato per trarre queste conclusioni e poniamo n “ m ot-

teniamo in realtà l’unicità di ”un oggetto” PmpXq a meno di equivalenza omotopica debole

e di un morfismo X Ñ PmpXq a meno di omotopia.

Nella categoria omotopica allora è ben definito parlare de ”LA” n´sezione di Postnikov di

X.

Quello che abbiamo dimostrato può essere rifrasato nel seguente modo.

La mappa X Ñ PnpXq è iniziale in HoTop verso gli spazi con omotopia banale sopra a n.

Dalle considerazioni precedenti - e dunque equivalentemente dalla caratterizzatione categor-

ica appena data - si ottiene l’ esistenza di un diagramma

. . .

P1pXq

X P0pXq

detto Torre di Postnikov di X.

15



Chapter 4

Kpπ, nq e torri di Whitehead

4.1 Spazi di Eilenberg-MacLane

Proposizione 4.1.1. Sia k ą 1 un intero e A un gruppo abeliano. Esiste un CW complesso

X semplicemente connesso con rHkpXq “ A e rHipXq “ 0@ i ‰ k.

Proof. Si consideri una presentazione di A vista come successione corta di Z moduli

0 Ñ F1 Ñ F0 Ñ A

con Fi liberi con base Gi.

Posto Xpkq “
Ž

aPG0

Sk
a vale chiaramente rHkpXpkqq “ F0 e nulla altrove.

Costruiamo ora mappe di incollamento

α :
ğ

bPG1

Sk
b Ñ Xpkq

usando il morfismo F1 Ñ F0. In particolare se b ÞÑ
ř

aPG0

na ¨a allora incolliamo Sk
b sul wedge

(finito) degli Sk
a che compaiono nella somma ”incollando1” mappe di grado na.

Attacchiamo ora ad Xpkq delle k ` 1 celle usando α. Questa mappa testimonia in omologia

il quoziente tra F0 ed (una appropriama immersione di) F1 e dunque

rHkpXpk`1qq “ A rHipX
pk`1qq “ 0@ i ‰ k

pertanto Xpk`1q soddisfa la tesi.

Definizione 4.1.1. Un tale spazio è detto spazio di Moore e si indica con MpA, kq.

Se adesso osserviamo la n´esima sezione di Postnikov di Mpn,Aq otteniamo uno spazio

che ha omotopie superiori alla n´esima nulle e che è ha stessi primi n gruppi di omotopia

come Mpn,Aq. Per il teorema di Hurewicz questi sono isomorfi all’omologia.

1Possiamo vedere ogni mappa da Sk come mappa da un quoziente di Dk, ossia di un cubo. Sappiamo
affiancare mappe dai cubi scegliendo una coordinata in partenza e giustapponendo le mappe.
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Abbiamo appena dimostrato che

PnpMpA,nqq : “ X

è uno spazio con πnpXq “ A e πipXq “ 0@ i ‰ n.

Definizione 4.1.2. Un tale spazio è detto spazio di Eilenberg-Maclane e si indica con

Kp

“A
hkkikkj

π , nq.

Abbiamo dimostrato che Kpπ, nq esiste per qualsiasi π abeliano ed n naturale. Per n “ 1

il risultato è vero anche senza ipotesi di abelianità (costruzione simile a quella esposta per

gli spazi di Moore, ma usando Van-Kampen).

Teorema 4.1.2 (Nielsen-Schreier). Un sottogruppo di un gruppo libero è libero.

Sketch non dato a lezione. Basta convincersi che i rivestimenti di grafi sono grafi. Adesso si

consideri un gruppo libero F su α generatori: possiamo vederlo come il gruppo fondamentale

di un appropriato wedge di S1. I suoi sottogruppi sono in corrispondenza con i gruppi

fondamentali dei rivestimenti di questo wedge, che sono tutti grafi. I gruppi fondamentali

dei grafi sono tutti liberi perché omotopicamente equivalenti a wedge di S1 (posso contrarre

gli alberi massimali visto che sono sottocomplessi e la loro inclusione è una cofibrazione).

Tornando agli spazi di Eilenberg-MacLane, diamo alcuni esempi.

Esempio 4.1.3. Si vede che

• KpZ, 1q “ S1;

• KpZn, 1q “ pS1qn;

• KpZ{2Z, 1q “ RP8;

• KpZ, 2q “ CP8.

4.2 Torri di Whitehead
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Chapter 5

Rappresentabilità della

coomologia
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Chapter 6

Operazioni coomologiche stabili
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Chapter 7

Successioni spettrali

Sia R un anello.

Definiamo classicamente pC˚, dq complesso graduato di catene su R e pC˚, dq complesso

graduato di cocatene su R. Definiamo H˚pC˚q “ ker di{ Im di`1 eH
˚pC˚q “ ker di{ Im di´1.

Useremo questa notazione da qui in poi.

Definizione 7.0.1. Una filtrazione su un R- modulo A è una famiglia di sottomoduli

definita in uno dei seguenti modi:

• ¨ ¨ ¨ Ă F p`1A Ă F pA Ă . . . detta famiglia decrescente;

• ¨ ¨ ¨ Ă Fp´1A Ă FpA Ă . . . detta famiglia crescente.

Definizione 7.0.2. Un complesso pC˚, dq è detto complesso filtrato se è un R-modulo

filtrato, FiC˚ “
À

j

FiCj e dpFiC˚q Ă FiC˚.

Esempio 7.0.1. A “ Z, posso definire F iA “ 2iZ per ogni i ě 0 e Z per i ă 0.

Definizione 7.0.3. Dato pA,F q un R-modulo filtrato, definiamo il suomodulo graduato

associato come

Ep
0 pAq “ F pA{F p`1A se F è decrescente;

E0
ppAq “ FpA{Fp´1A se F è crescente.

Osserviamo che in generale, anche se F è una filtrazione limitata, ossia definitivamente

0 e A nella direzione giusta, il modulo E0
ppAq non determina A (problema di estensione).

Esempio 7.0.2. DatoX CW-complesso eXppq il suo scheletro, possiamo dotare il complesso

delle sue catene singolari (o cellulari) C˚pXq di una struttura di modulo filtrato definendo

FpC˚ “ C˚pXppqq rfiltrazione crescentes

e per C˚ “ HompC˚pXq, Rq si guarda

F pC˚ “ tϕ P C˚|Fp´1C˚ Ă kerϕu “ AnnpFp´1C˚ Ă C˚q rfiltrazione decrescentes
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Per i due casi si ricava

E0
ppC˚q “ FpC˚{Fp´1C˚ “ C˚pXppq, Xpp´1qq

e

Ep
0 pC˚q “ AnnpFp´1C˚q{AnnpFpC˚q “ C˚pXppq, Xpp´1qq.

Esempio 7.0.3. Sia f : D˚ Ñ C˚ una mappa di complessi di catene e sia Fp una fil-

trazione crescente su C˚. Allora è possibile definire una filtrazione crescente Gp su D˚ come

GpD˚ : “ f´1pFpC˚q.

Osserviamo che se pC˚, dq è un complesso di catene con F filtrazione crescente, allora

anche H˚pC˚q è un modulo filtrato:

FpH˚pC˚q : “ ImpH˚pFpC˚q Ñ H˚pC˚qq rfiltrazione crescentes

mentre se pC˚, dq è di cocatene filtrato allora anche H˚pC˚q lo è da

F pH˚pC˚q : “ kertH˚pC˚q Ñ H˚pF p´1C˚qu

e questa filtrazione è decrescente.

Definizione 7.0.4. un R-modulo si dice bigraduato se è somma di moduli con gradi definiti

da una coppia di interi ps, tq. Un tale modulo è detto differenziabile se ha mappe d : E Ñ E

tali che d2 “ 0 di bigrado p´r, r ´ 1q oppure pr, 1 ´ rq con indici coomologici.

Mostriamo a sinistra esempi di mappe d0, d1, d2 e a destra d0, d1, d2.

‚

‚ ‚

‚

d2
d1

d0

‚

‚ ‚

‚

d1
d0

d2

Se definiamo

Ki : “

˜

à

s`t“i

Es,t, d

¸

otteniamo un complesso di cocatene (e simile per le catene).

Poniamo

Hp,qpE˚,˚, dq : “ kertd : Ep,q Ñ Ep´r,q`r´1u{ Imtd : Ep`r,q´r`1 Ñ Ep,qu

e similmente per la coomologia.
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Definizione 7.0.5. Una successione spettrale è una collezione di R-moduli differenziali

bigraduati tEr
p,q, d

rur con r ě k con dr di bigrado pr, 1 ´ rq tale che

Er`1
p,q “ Hp,qpEr, drq.

Una importante osservazione è che pEr, drq determina Er`1 ma non dr`1 (omettiamo il

bigrado).

Definizione 7.0.6 (Limite di una successione spettrale). Posto Ei`1 “ Zi{Bi e di`1 :

Zi{Bi Ñ Zi{Bi possiamo identificare Zi`1 come un quoziente di un sottomodulo di Zi e

analogamente per Bi (con ordine contrario).

Possiamo porre B8 : “
Ť

Bi, Z8 “
Ş

Zi e definire come limite della successione spettrale

E8 “ Z8{B8.

Definizione 7.0.7 (Convergenza di una successione spettrale). Una successione spettrale

pEp,q
r , drq si dice che converge a H˚ se esiste una filtrazione F decrescente su H˚ tale che

Ep,q
8 – Ep

0 pHp`qq.

Sotto opportune ipotesi (ad esempio Ep,q
2 ‰ 0 solo per p, q ě 0) i differenziali dr sono

definitivamente nulli per p, q fissati e quindi una successione spettrale converge in senso più

forte: diremo che stabilizza.

Definizione 7.0.8. Diciamo che pEr, drq collassa alla pagina EN se dr ” 0@r ě N .

Sia F una filtrazione crescente su un R-modulo graduato A.

Definizione 7.0.9. Diremo che F è una filtrazione convergente se

ď

j

FjA “ A,
č

s

FsA “ 0.

Definizione 7.0.10. Diremo che F è una filtrazione

• limitata dal basso se @ t D sptq tale che FsptqAt “ 0;

• limitata dall’alto se @ t D s1ptq tale che Fs1ptqAt “ At.

Teorema 7.0.4. Un complesso di catene filtrato graduato pA, d, F q determina una succes-

sione spettrale tEr
s,t, d

rurě1 tale che E1
s,t “ Hs`tpFsA{Fs´1Aq e dove d1 è l’operatore di

bordo (omomorfismo di connessione) della tripla pFsA,Fs´1A,Fs´2Aq.

Se F è convergente e limitata dal basso e dall’alto allora la successione spettrale stabilizza.

Il limite E8
p,q è isomorfo a FpHp`qpAq{Fp´1Hp`qpAq.

Vale un enunciato analogo per complessi di cocatene, determinando una successione

spettrale di coomologia.

Proof. Omettiamo il grado omologico.

Poniamo

Zr
s “ tc P FsA |dc P Fs´rAu

Z8
s “ tc P FsA |dc “ 0u
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Er
s “ Zr

s {pZr´1
s´1 ` dZr´1

s`r´1q

E8
s “ Z8

s {pZ8
s´1 ` dA X FsAq

e osserviamo che d : Zr
s Ñ Zr

s´r di bigrado p´r, r ´ 1q induce dr.

In particolare

E0
s “ FsA{Fs´1A

d0 : FsA{Fs´1A Ñ FsA{Fs´1A è indotta da d al quoziente

E1
s “ Z1

s {pZ0
s´1 ` dZ0

s q

inoltre Z1
s {Z0

s sono cicli di FsA{Fs´1A mentre pZ0
s´1`dZ0

s q{Z0
s´1 sono bordi di FsA{Fs´1A.

Mettendo tutto assieme

E1
s,t – Hs`tpFsA{Fs´1Aq

e l’isomorfismo è indotto da Z1
s,t Ñ FsA. Il differenziale è invece indotto dalla mappa di

bordo.

0

0 FsAs`t{Fs´2As`t FsAs`t{Fs´1As`t

Fs´1As`t´1{Fs´2As`t´1 FsAs`t´1{Fs´2As`t´1

Z1
s,t

Z1
s´1,t

d

d

Dimostriamo ora che H˚pErq “ Er`1.

kerpdr : Er
s Ñ Er

s´rq “

“ tc P Zr
s |dc P Zr´1

s´r´1 ` dZr´1
s´1 u{pZr´1

s´1 ` dZr´1
s`r´1q “

“ pZr`1
s ` Zr´1

s´1 q{pstesso denominatoreq.

Inoltre

Impdr : Er
s`r Ñ Er

s q “ pdZr
s`r ` Zr´1

s´1 q{pZr´1
s´1 ` dZr´1

s`r´1q.

Ricaviamo

ker dr{ Im dr “ pZr`1
s ` Zr´1

s´1 q{pdZr
s`r ` Zr´1

s´1 q “ Er`1
s

che è ciò che volevamo.

Rimane indagare il limite della successione spettrale.

Er
s “ Zr

s {pdZr´1
s`r´1 ` Zr´1

s´1 q – pZr
s ` Fs´1Aq{pFs´1A ` dZr´1

s`r´1q.
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Calcolando il limite

E8
s “

č

r

pZr
s ` Fs´1Aq {

ď

r

`

Fs´1A ` dZr´1
s`r´1

˘

“ Z8
s {

`

Z8
s´1 ` dA X FsA

˘

.

Dato che la filtrazione è limitata, si ha che @s, t Dr : E8
s,t “ E

rps,tq
s,t .

FsHs`tpAq “ ImrHs`tpFsAq Ñ Hs`tpAqs e quindi FsH˚pAq “ Z8
s {pdA X FsAq ed inoltre

FsH˚pAq{Fs´1H˚pAq “ E8
s .

7.1 Esempi di applicazioni delle successioni spettrali

Proposizione 7.1.1. Sia X un CW complesso, allora Hcell
˚ pXq “ H˚pXq, ossia omologia

cellulare e singolare coincidono.

Proof. Sia C˚pXq il complesso delle catene singolari su X. Consideriamo la filtrazione

FpC˚pXq “ C˚pXppqq.

Guardiamo E0
p,q “ Cp`qpXppqq{Cp`qpXpp´1qq e quindi E1

p,q “ Hp`qpXppq, Xpp´1qq che è

uguale a Ccell
p pXq se q “ 0 e nulla altrimenti.

Per definizione di catene cellulari abbiamo che la mappa di bordo B : Ccell
p pXq Ñ Ccell

p´1pXq

è la mappa di bordo della tripla pXppq, Xpp´1q, Xpp´2qq proveniente dal lemma del serpente

B : HppXppq, Xpp´1qq Ñ Hp´1pXpp´1q, Xpp´2qq e coincide con il differenziale d1 di E1
p,q.

Segue che E2
p,q “ Hcell

p pXq per q “ 0 e nulla altrimenti.

Vale che E2 “ E8 che è uguale a H˚pXq per il teorema precedente.

Proposizione 7.1.2. Siano pC˚, dq, pC 1
˚, d

1q complessi di catene sul campo K. Vale

HdpC b C 1q “ rH˚pC˚q b H˚pC 1qsd.

Proof. Consideriamo il complesso D˚ “ C˚ b C 1
˚ con Dp “

À

i`j“p

Ci b C 1
j e su di esso la

filtrazione

FppC b C 1qq “
à

iďp

Ci b C 1
q´i.

Allora valgono

E0
p,q “ Cp b C 1

q

d0 “ p´1qpIdC b d1

E1
p,q “ Cp b HqpC 1q

d1 “ d b Id

E2
p,q “ HppCq b HqpC 1q

d2 “ 0 “ dn per n ą 2.

La successione spettrale allora stabilizza ad E2 e HdpC b C 1q “
À

p`q“d

HppCq b HqpC 1q per
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il teorema.

Questa è la tesi.

7.2 Isomorfismo Cech-de Rham

Sia X uno spazio topologico e U un suo ricoprimento.

Definizione 7.2.1. Per Ui0 , Ui1 , . . . , Uik P U indichiamo con Ui0,i1,...,ik la loro intersezione

e definiamo il complesso di Cech per pX,Uq:

• Čk
U pXq “

ś

i0ď¨¨¨ďik

funzioni localmente costanti
hkkkkkkkikkkkkkkj

CpUi0,...,ik ,Rq ;

• Bk : Čk
U pXq Ñ Čk`1

U definita da

pBkαqi0,...,ik`1
“

k`1
ÿ

j“0

p´1qjαi0,...,îj ,...,ik`1

Chiaramente B2 “ 0 e di conseguenza definiamo

Definizione 7.2.2. Ȟ˚pX,Uq : “ H˚pČ˚
U , Bq è la coomologia di Cech.

Adesso introduciamo il complesso di deRham.

Definizione 7.2.3. Per M che è una n-varietà C8 indichiamo con ΩkpMq lo spazio delle

k´forme differenziali C8 su M . Localmente f P ΩkpMq si scrive come

f “
ÿ

|I|“k

fIpxqdxI

con dxI “ dxi1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ dxik . La mappa di bordo agisce localmente come

df “

n
ÿ

j“1

B

Bxj
fpxq dxj ^ dxI

e verifica d2 – 0. Chiamiamo allora pΩ˚pMq, dq il complesso di deRham associato ad M e

H˚
dRpMq : “ H˚pΩ˚pMq, dq coomologia di deRham di M .

Proposizione 7.2.1 (Lemma di Poincaré). Se A Ă Rn è un aperto contraibile allora

H0
dRpAq “ R e Hi

dRpAq “ 0 per i ą 0, ossia ogni forma chiusa è esatta.

Definizione 7.2.4. Un ricoprimento U è detto buon ricoprimento se tutte le intersezioni

finite di aperti di U sono contraibili.

Proposizione 7.2.2. Sia U un buon ricoprimento di M (n-varietà C8 paracompatta). Al-

lora

Ȟ˚pM,Uq – H˚
dRpMq.
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Proof. Consideriamo il complesso doppio di Cech-deRham

Cp,q : “
ź

i0ď¨¨¨ďip

ΩqpUi0,...,ipq D “ B ` p´1qpd

e consideriamo due diverse filtrazioni di pC˚, dq con Cn “
À

p`q“n C
p,q:

• F pCn “
À

iěp

Ci,n´i. Osserviamo la successioni spettrale Ep,q
0 “ Cp,q e d0 “ p´1qpd.

Si ricava Ep,q
1 “

ś

HqpUi0,...,ipq che è banale per q ą 0 dato che il ricoprimento è fatto

di aperti con intersezioni finite contraibili. In particolare sopravvivono solo i termini

H0pUi0,...,ipq “ CpUi0,...,ip ,Rq.

La successione stabilizza ad E2 “ E8 da cui salta fuori H˚pC˚, dq – Ȟ˚pM,Uq.

• se invece filtriamo con

F pCn “
à

iěp

Cn´i,i

e definiamo Ep,q
0 “ Cp,q, d0 “ B (il differenziale di Cech di

ś

ΩqpUi0,...,ipq) possiamo

utilizzare il seguente fatto (dimostrato successivamente):

Proposizione 7.2.3. C’è una omotopia di catene k :
ś

Ω˚pUi0,...,ipq Ñ
ś

Ω˚pUi0,...,ip´1
q

tra l’identità e la mappa nulla in grado p ą 0.

Segue che nella successione spettrale, in pagina 1 sopravvive solo Ep,q
1 per p “ 0 dato

da ker B (forme globali).

. . .

Ω2pMq . . .

Ω1pMq . . .

Ω0pMq . . .

0 . . .

ñ Ep,q
2 “ Hq

dRpMq

se p=0, nulla altrimenti. La suc-

cessione spettrale stabilizza dunque

a E2 “ E8 e conseguentemente

H˚pC˚, dq – H˚
dRpMq.

Dimostriamo la Proposizione 7.2.3.

Proof. Sia tρiu una partizione dell’unità associata a U . Posto

pkωqi0,...,ip´1
: “

ÿ

i

ρiωi,i0,...,ip´1

si verifica che

pBkωqi0,...,ip “
ÿ

p´1qjρiωi,i0,...,îj ,...,ip

e

pkBωqi0,...,ip “ ωi0,...,ip `
ÿ

p´1qj`1ρiωi,i0,...,îj ,...,ip
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pertanto Bk ` kB “ Id e dunque k è una omotopia di catene come voluto.

7.3 Coppie e successioni spettrali

Consideriamo la filtrazione H Ă X0 Ă X1 associata alla coppia pX,Y q con X “ X1 e

X0 “ Y . Questa è una filtrazione con due soli termini e analogamente a quanto già fatto

otteniamo:

E1
p,q “ Hp`qpXp, Xp´1q “

$

&

%

HqpY q se p “ 0

Hq`1pX,Y q se p “ 1.

Osserviamo la pagina 1.

HqpY q Hq`1pX,Y q

0 1

d1

Dove d1 : E1
1,q Ñ E1

0,q è l’omomorfismo di con-

nessione della successione esatta lunga della

coppia pX,Y q.

Vogliamo confrontare il termine E8 ed E2 (che sappiamo essere uguali in quanto la succes-

sione spettrale si stabilizza subito).

Esplicitiamole entrambe.

E8
0,q :

ImpHqpX0q Ñ HqpX1qq

ImpHqpHq Ñ HqpX1qq
“ Impi : HqpY q Ñ HqpXqq,

E8
1,q “

Hq`1pX1q

ImpHq`1pX0q Ñ Hq`1pX1qq
“

Hq`1pXq

Impi : Hq`1pY q Ñ Hq`1pXqq
.

Per E2 i conti danno

E2 “ kerpd1 : Hq`1pX,Y q Ñ HqpY qq pp “ 1q,

E2 “ HqpY q{ Im d1 pp “ 0q.

Mettendo tutto insieme otteniamo l’esattezza della successione lunga della coppia in omolo-

gia.
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Chapter 8

Successione di Serre

Sia E
π

Ñ B una fibrazione di Serre, che ricordiamo voler dire risolvere il problema di solle-

vamento
In ˆ t0u E

In`1 B

D’ora in poi supporremo B CW complesso connesso per archi, ipotesi che non è più

stringente di B connesso per archi a patto di usare approssimazione cellulare e pullback di

fibrati.

Definizione 8.0.1. Un sistema locale G “ tGx, τγu si gruppi su uno spazio topologico X è

un funtore che assegna ad ogni x P X un gruppo Cx e ad ogni cammino γ : I Ñ X da x0 ad

x1 un morfismo τγ : Gx0
Ñ Gx1

che dipende solo dalla classe di omotopia ad estremi fissi

di γ e tale che se γ è costante allora τγ è l’identità. In altre parole, un sistema locale è un

funtore dal gruppoide fondamentale ai gruppi.

Osserviamo che chiaramente τγ è un isomorfismo e dunque per X connesso per archi

tutti i Gx sono isomorfi.

Il π1pX,x0q agisce a sinistra su Gx0 .

Definizione 8.0.2. Se X è connesso per archi e il suo gruppo fondamentale agisce banal-

mente su G, diremo che il sistema locale è banale.

Assumiamo cheX sia connesso per archi e ammetta rivestimento universale rX. Sappiamo

che π1pX,x0q agisce a destra per traslazione su rX (azione di monodromia) e conseguente-

mente agisce (di nuovo da destra) sul complesso C˚p rXq e questa azione commuta con il

differenziale.

Definizione 8.0.3. Posto G “ Gx0 abeliano, possiamo definire i complessi

C˚pX,Gq : “ C˚p rXq bZrπ1pX,x0qs G
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C˚pX,Gq : “ HomZrπ1pX,x0qspC˚p rX,Gqq

che chiamiamo catene e cocatene singolari a coefficienti nel sistema locale G.

Definizione 8.0.4. Definiamo omologia e coomologia a coefficienti locali l’omologia del

primo o secondo complesso.

Diamo ora un teorema importante.

Teorema 8.0.1 (Successione spettrale di Serre). Sia π : E
π

Ñ B una fibrazione di Serre,

esiste una successione spettrale di primo quadrante Er
p,q con r ě 2 con

E2
p,q “ HppB; tHqpEx;Mquq “ HppB;Hqpπ´1;Mqq

convergente a E8
p,q ñ Hp`qpE;Mq per una opportuna filtrazione di H˚pEq.

Esempio 8.0.2. SUp3q

Consideriamo la fibrazione SUp2q ãÑ SUp3q Ñ S5 data dalla azione di SUp3q sulla 5-sfera.

Anche qui E2 “ E8.

3 Z Z

0 Z Z

0 5

Si ricava

HppSUp3q;Zq “

$

&

%

Z p “ 0, 3, 5, 8

0 altrimenti.

Infatti su ogni diagonale p ` q “ n

della pagina E8 compare un solo ter-

mine non nullo e dunque il modulo

graduato associato all’omologia dello

spazio totale coincide con l’omologia.

Questo ragionamento verrà usato

spesso.

Esempio 8.0.3. SUp4q

Anche qui, consideriamo la fibrazione SUp3q ãÑ SUp4q Ñ S7. In maniera del tutto analoga

a prima, ricaviamo E2 “ E8, da cui

8 Z Z

5 Z Z

3 Z Z

0 Z Z

0 7

HppSUp4q;Zq “

$

&

%

Z p “ 0, 3, 5, 7, 8, 10, 12, 15

0 altrimenti

Abbiamo nuovamente usato che nella

pagina E8 compare solo un termine

non nullo in ogni diagonale p`q “ n,

dunque coincide con l’omologia.

Esempio 8.0.4. SUp5q dalla fibrazione

SUp4q ãÑ SUp5q Ñ S9
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.

15 Z Z
12 Z Z
10 Z Z
9 Z Z
7 Z Z
3 Z Z
0 Z Z

0 9

Osserviamo che E2 “ ¨ ¨ ¨ “ E9,

mentre E10 “ E8 ma il metodo

precedentemente calcolato non ci

basta per capire a cosa sono iso-

morfe queste pagine. Infatti, osser-

vando la diagonale p ` q “ 12 noti-

amo che in pagina infinito non sappi-

amo che problema di estensione dob-

biamo risolvere, avendo due termini

non nulli.

Adesso osserviamo altri esempi basati sulla fibrazione dei cammini (la pathspace fibra-

tion).

Esempio 8.0.5. ΩX. Prendiamo pX,x0q spazio topologico puntato, connesso per archi e

semplicemente connesso e consideriamo la fibrazione ΩX Ñ PX Ñ X. Osserviamo che PX

è contraibile.

E2
p,q “ HppX,HqpΩXqq ñ E8

p,q “

$

&

%

Z p “ q “ 0

0 altrimenti dato che PX contraibile.

2n ´ 2

r ´ 1

n ´ 1 ‚

0 Z . . . 0 ‚ . . . ‚ . . . ‚

0 n r 2n

Quindi drr,0 :

“HrpXq
hkkikkj

Er
r,0 Ñ

“Hr´1pΩXq
hkkikkj

Er
0,r´1 deve essere

un isomorfismo per r ď 2n´2. Per convincersi

basta osservare che anche tutte le righe dalla 1

alla n´2 sono zeri: l’omologia di ΩX in prima

colonna è nulla fino alla n´2 esima altrimenti

sopravviverebbe fino a pagina E8,

In realtà, una diretta conseguenza dell’esempio è la seguente proposizione.

Proposizione 8.0.6. Se X è pn ´ 1q-connesso, ossia ha omotopia dalla zeresima alla n ´

1esima nulla, allora H1pXq “ ¨ ¨ ¨ “ Hn´1pXq “ 0 e inoltre HrpXq – Hr´1pΩXq per

r ď 2n ´ 2.

Una conseguenza è il seguente.

Teorema 8.0.7 (Teorema di Hurewicz). Se X è pn´ 1q-connesso ed n ě 2 allora πnpXq “

HnpXq.

Come ultimo esempio abbiamo

Esempio 8.0.8. ΩSn

Visto che πipS
nq “ 0 per i ă n e usando ΩSn Ñ PSn Ñ Sn otteniamo
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. . . . . . . . .

3n ´ 3 Z Z

2n ´ 2 Z Z

n ´ 1 Z Z

0 Z Z
0 n

e dunque

HipΩS
nq “

$

&

%

Z pn ´ 1q|i

0 altrimenti.

8.1 Confronto di successioni spettrali

L’associazione di una successione spettrale ad un complesso di catene graduato filtrato

è funtoriale, quindi mappe di complessi graduati filtrati inducono mappe di successioni

spettrali.

Teorema 8.1.1. Sia τ : C Ñ C 1 una mappa di complessi di catene filtrati graduati 1, con

una filtrazione convergente e limitata dal basso.

Se per qualche r ě 1 si ha che τ r : Er Ñ E1r è un isomorfismo allora τ induce isomorfismo

in omologia

τ˚ : H˚pCq
«
Ñ H˚pC 1q.

Proof. Per funtorialità segue che τ l è iso per l ě r e in particolare lo è anche τ8 : E8 Ñ E18
.

Adesso possiamo osservare il seguente diagramma commutativo

0 Fs´1pHnpCqq FspHnpCqq E8
s,n´s 0

0 Fs´1pHnpC 1qq FspHnpC 1qq E8
s,n´s 0

Per n fissati possiamo prendere s̄ sufficientemente piccolo affinché la limitatezza dal

basso della filtrazione garantisca Fs̄´1HnpCq “ Fs̄´1HnpC 1q “ 0 e per induzione (usando il

diagramma), per s ą s̄ si ottiene

τ˚ : FsHnpCq Ñ FsHnpC 1q

isomorfismo. Dato che la filtrazione F è convergente si ha la tesi sulla unione crescente

Ñ τ˚ :
ď

s

FsHnpCq “ HnpCq Ñ HnpC 1q “
ď

s

FsHnpC 1q è isomorfismo.

1Osserviamo che questa ipotesi implica compatibilità delle filtrazioni rispetto a τ ed è più forte di un
semplice morfismo di complessi fra complessi graduati e filtrati.
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8.2 Prima dimostrazione del Teorema della successione

spettrale di Serre

A meno di usare il teorema di approssimazione CW, il pullback di fibrati ed il teorema di

Whitehead possiamo supporre che B sia un complesso CW.

Sia Bpiq l’i´esimo scheletro di B, questo induce la filtrazione

H Ă Bp0q Ă ¨ ¨ ¨ Ă Bpnq Ă . . .

e quella pullback su E data da Epiq “ π´1pBpiqq. Questa filtrazione topologica induce una

filtrazione sui complessi di catene singolari C˚pEq da cui otteniamo una successione spettrale

con

E0
p,q “ Cp`qpEp, Ep´1q

e differenziale d0 indotto dal bordo di C˚pEq.

ñ E1
p,q “ Hp`qpEp, Ep´1q “ Hp`qpπ´1pBppqq, π´1pBpp´1qqq

escissione
“

“ Hp`q

¨

˚

˝

π´1pBppqq, π´1pBppqz
ď

i

centro di p-cella
hkkikkj

tciu q

˛

‹

‚

“

“ Hp`q

˜

ď

i

π´1pDp
i q,

ď

i

π´1pDp
i ztciuq

¸

“

“
à

i

Hp`qpπ´1pDp
i q, π´1pDp

i zintpDiqqq.

A meno di approssimazione CW possiamo supporre che la fibrazione π sia banale sul disco

Di con fibra π´1pciq “ Fi. Quindi

Hp`qpπ´1pDp
i q, π´1pBDp

i qq “ Hp`qpDp
i ˆ Fi, S

p´1 ˆ Fiq
Kunneth

“ HqpFiq.

Pertanto E1
p,q “

À

i

HqpFiq.

Adesso abbiamo due casi differenti. Se il sistema locale tHqpπ´1qu è banale, E1
p,q sono

proprio le catene cellulari Ccell
p pB,HqpF qq “ Ccell

p pBqbHqpF q con il differenziale d1 indotto

localmente dalla mappa della tripla pBppq, Bpp´1q, Bpp´2qq.

Alternativamente, possiamo passare al rivestimento universale di B e ottenere

E1
p,q “ Ccell

p p rBq bπ1pBq HqpF q “ Ccell
p pB;Hqpπ´1qq.

In entrambi i casi E2
p,q “ HppB;Hqpπ´1qq come voluto.

8.3 Seconda dimostrazione del Teorema della succes-

sione spettrale di Serre

Data la fibrazione π : E Ñ B consideriamo

Sins,tpπq “ tpf, σq|f : ∆s ˆ ∆t Ñ E, σ : ∆s Ñ B, π ˝ f “ σ ˝ pr1u
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∆s ˆ ∆t E

∆s B

f

pr1 π

σ

e otteniamo un funtore Sin˚,˚ : ∆op ˆ ∆op Ñ Set.

Prendiamo RSin˚,˚pπq l’ R´modulo libero generato da Sins,tpπq.

Ci sono due differenziali:

B1
p,q : RSinp,qpπq Ñ RSinp´1,q

pf, σq ÞÑ

p
ÿ

i“0

p´1qipf ˝ pεpi ˆ idDq q, σ ˝ εpi q

B2
p,q : RSinp,qpπq Ñ RSinp,q´1

pf, σq ÞÑ

q
ÿ

j“0

p´1qjpf ˝ pid∆p ˆ εqjq, σq.

I differenziali commutano dunque possiamo considerare d “ B1 `p´1qqB2 e poi due filtrazioni

su RSin˚,˚ (come nel caso del complesso di Cech-de Rham). Le due successioni spettrali

convergeranno alla stessa cosa e concluderemo la tesi.

• Prima filtrazione: FppRSin˚,˚pπqq˚ “
À

s`t“n
tďp

RSins,tpπq e d0 “ B1.

Sia pf, σq P Sins,tpπq, consideriamo f̂ associata tramite aggiunzione

∆s ˆ ∆t E ∆s E∆t

∆s B B B∆t

f

pr1 π

f̂

σ π

σ c

dove c è la mappa di inclusione sulla mappa costante.

I dati di f ed f̂ sono equivalenti.

Consideriamo il pullback

E1
t E∆k

B B∆k

π

c

e dunque RSins,tpπq “ CspE1
t ;Rq.

Inoltre E1
t Ñ E∆t

è una equivalenza omotopica perché lo è B Ñ B∆t

e lo è anche

E
c

Ñ E∆t

, quindi C˚pE1
t q Ñ C˚pEq induce isomorfismi in omologia e

E1
s,t “ HspEq @t ě 0.

Il differenziale d1 “ ˘B2 è somma a segni alterni di mappe di restrizione alle facce di
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∆t, che quindi inducono identità in omologia. Concludiamo che

E2
s,t “

$

&

%

HspEq se t “ 0

0 altrimenti.

• Seconda filtrazione: FppRSin˚,˚pπqq˚ “
À

s`t“n
sďp

RSins,tpπq e differenziale d0 “ B2.

Data pf, σq P Sins,tpπq abbiamo

∆s ˆ ∆t σ´1pEq E

∆s B

pr1
πσ π

σ

e quindi fissando σ : ∆s Ñ B abbiamo per aggiunzione

∆t π̂´1p˚q E∆s

π̂´1p˚q “ Γp∆s, σ´1pEqq

t˚u B∆s

jp˚q “ σ

f

π̂

j

per cui

E0
s,t “

à

σ:∆sÑB

CtpΓp∆s, σ´1pEqqq,

E1
s,t “

à

σ

HtpΓp∆s, σ´1pEqqq

e d1 p la somma a segni alterni delle facce del modulo simpliciale E1
s,t che agiscono in

questo modo: se ϕ : rs1s Ñ rss è una mappa nella categoria simpliciale, induce

ϕ˚ : Γp∆s, σ´1pEqq Ñ Γp∆s1

, pσ ˝ ϕq´1pEqq

e quindi ϕ˚ : E1
s,t Ñ E1

s1,t.

Poiché π : E Ñ B è una fibrazione e ∆s è contraibile, σ´1pEq Ñ ∆s è una fibrazione

banale in quanto pullback di una fibrazione, su base contraibile.

Abbiamo dunque una equivalenza omotopica fra

Γp∆s, σ´1pEqq – F∆s

σ – Fσ

con Fσ la fibra di π sopra il vertice 0 di σ.

Quindi

E1
s,t “

à

σPSinspBq

HtpFσq.

Se B è semplicemente connesso, possiamo fissare isomorfismi tra i vari HtpFσq al

variare di σ, quindi

E1
s,t “ CspBq b HtpF q.
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Altrimenti possiamo passare al rivestimento universale rB di B e abbiamo

E1
s,t “ Csp rBq bπ1pBq HtpF q “ CspB;Htpπ

´1qq

e d1 è la mappa di bordo di C˚p rBq e pertanto concludiamo in ogni caso

E2
s,t “ HspB;Htpπ

´1qq

che conclude.

8.4 Successione spettrale di Serre in coomologia

Teorema 8.4.1. Sia F Ñ E Ñ B una fibrazione di Serre, sia G un gruppo e B connesso

per archi tale che π1pBq agisce banalmente su H˚pF ;Gq.

Esiste una successione spettrale di primo quadrante tale che

Ep,q
2 “ HppB;HqpF ;Gqqs

Ep,n´p
8 – Fn

p {Fn
p`1

per una appropriata filtrazione

0 Ă Fn
n Ă ¨ ¨ ¨ Ă Fn

0 “ HnpE;Gq.

Proof. La dimostrazione può essere portata avanti analogamente a quelle fatte per la versione

omologica del teorema.

8.5 Proprietà moltiplicative della successione spettrale

di Serre in coomologia

Sia il gruppo dei coefficienti un anello R.

Assumiamo che HppB,HqpF ;Rqq – HppB;Rq b HqpF ;Rq (per esempio se H˚pB;Rq o

H˚pF ;Rq sono liberi o se R è un campo).

Allora E2 ha una struttura moltiplicativa:

E2 “ H˚pB;Rq b H˚pF ;Rq

pa b bq ¨ pa1 b b1q “ p´1q|b|¨|a1
| ¨ aa1 b bb1.

Inoltre se A è un anello filtrato con una filtrazione decrescente FiA tale che FpA ¨ FqA Ă

Fp`qA ñ GA “
À

pFpA{Fp`1Aq ha una struttura di anello.

Questa struttura può essere abbastanza povera, ad esempio se FpA ¨ FqA Ă Fp`q`1A allora

GA ha una struttura di prodotto banale.

Ricordiamo che la struttura moltiplicativa in H˚pXq è data dalla mappa diagonale e di

Kunneth:

H˚pXq b H˚pXq Ñ H˚pX ˆ Xq
∆
Ñ H˚pXq
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e per le catene relative

c1 P HkpX,X1q c2 P H lpY, Y1q

c1 b c2 P Hk`lpX ˆ Y,X1 ˆ Y Y X ˆ Y1q.

Data pE1, B1, F 1, p1q, pE2, B2, F 2, p2q fibrazioni di Serre possiamo considerare il prodotto

pE1 ˆ E2, B1 ˆ B2, F 1 ˆ F 2, p1 ˆ p2q

e ora costruire la successione spettrale associata alleR-algebre bi-cosimplicialiHompRSin˚,˚pπq, Rq

per π “ p1, p2, p1 ˆ p2.

Abbiamo quindi una mappa, unica a meno di omotopia

α : HompRSin˚,˚pπq, Rq b HompRSin˚,˚pπq, Rq Ñ HompRSin˚,˚pπ ˆ πq, Rq

che possiamo esplicitare tramite la mappa di Alexander-Whitney in entrambe le direzioni.

Il complesso filtrato ha struttura di algebra differenziale graduata filtrata.

Tramite la mappa diagonale

E E ˆ E

B B ˆ B

∆

π πˆπ

∆

l’omomorfismo di Alexander-Whitney induce quindi un prodotto in HompRSin˚,˚pπq, Rq

che induce il prodotto cup su H˚pEq e che, essendo compatibile con la filtrazione, determina

un prodotto sulla successione spettrale di coomologia per ogni pagina tal che

drpα1 b α2q “ pdrα1q b α2 ` p´1q|α1|α1 b drα2.
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Chapter 9

Applicazioni della successione

spettrale di Serre

Vediamo ora alcune applicazioni.

• SUpnq.

Ritorniamo a quanto già visto in omologia.

H˚pSUpnq;Zq – H˚pS3 ˆ S5 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ S2n´1;Zq.

Dimostriamo per induzione che H˚pSUpnq;Zq “
Ź

rx3, . . . , x2n´1s.

Osserviamo la fibrazione SUpnq Ñ SUpn ` 1q Ñ S2n`1.

Lo studio della successione spettrale ci fa concludere che E8 –
Ź

rx3, . . . , x2n`1s. Dato che

per il teorema di Serre sappiamo che E8 è il graduato

GH˚pSUpn ` 1qq “
à

i

FiH
˚pSUpn ` 1qq{Fi`1H

˚pSUpn ` 1qq

ne segue che le preimmagini delle classiX3, . . . , X2n`1 generanoH
˚pSUpn`1qq che è dunque

un quoziente della algebra esterna intera libera su x3, . . . , x2n`1.

Avendo lo stesso rango è proprio isomorfa a
Ź

rx3, . . . , x2n`1s è abbiamo concluso.

• CPn.

Osserviamo la fibrazione S1 Ñ S2n`1 Ñ CPn e la successione spettrale di Serre coomologica

associata

Ep,q
2 “ HppCPn;HqpS1qq “

$

&

%

HppCPn
q q=0, 1

0 altrimenti

Sappiamo che E8 descrive H˚pS2n`1q. Ricaviamo dalla successione spettrale d2pe ¨ ekq “

ek`1 e d2pe¨enq “ 0, da cui ek`1 “ ek ¨d2e “ ek ¨e1 ñ ek “ ek1 ñ H˚pCPn
q “ Zr

dim“2
hkkikkj

e1 s{pen1 q.
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e ¨ e0 e ¨ e1 e ¨ e2 . . .

e0 e1 e2 . . .

• ΩSn.

Consideriamo la fibrazione ΩSn Ñ PSn Ñ Sn e guardiamo la successione spettrale di Serre

in coomologia (ricordando che PSn è contraibile). Usiamo, per scrivere la pagina E2, il

teorema dei Coefficienti Universali e il fatto che le omologie non nulle di ΩSn sono distanti

fra loro.

Prendiamo prima n dispari maggiore di 1.

. . .

2n ´ 2 Za2
Za2x

n ´ 1 Za1
Za1x

0 Z1 Zx

0 n

dnpa1q “ x

dnpakq “ ak´1x

dnpak1q “ kak´1
1 x

da cui, per induzione su k, segue che

ak1 “ k!ak

e dunque

H˚pΩSn;Zq “ ΓZras “ă 1, a,
a2

2
, . . . ,

an

n
, ¨ ¨ ¨ ąĂ Qras.

Quando n è pari invece vale a21 “ 0.

Si può dimostrare che ak2 “ k!a2k e che a1a2k “ a2k`1:

dpa1a2kq “ xa2k ´ a1

=0 by ind.
hkkikkj

a2k´1x “ xa2k

e quindi

dpa1a2kq “ dpa2k`1q ñ a1a2k “ a2k`1.

Anche in questo caso possiamo descrivere esplicitamente

H˚pΩSnq “
ľ

Zras b ΓZrbs

con a in dimensione n ´ 1 e b in dimensione 2n ´ 2.

Abbiamo esibito degli esempi di calcolo di anelli di coomologia usando la successione spet-

trale di Serre, facciamo ora delle considerazioni di carattere generale.

Sia π : E Ñ B una fibrazione di Serre. Supponiamo B e F connessi per archi e che il sistema
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locale H˚pπ´1q sia banale.

Consideriamo la successione spettrale

E2
p,q “ HppB;HqpF qq ñ Hp`qpEq,

E2
n,0 – HnpBq.

Poiché nessun differenziale arriva alla riga 0 abbiamo

Er`1
n,0 “ kerpdr : Er

n,0 Ñ Er
n´r,r´1q

che è banale per r ą n. Quindi

E2
n,0 Ą E3

n,0 Ą ¨ ¨ ¨ Ą En`1
n,0 “ E8

n,0.

Approssimando E Ñ B con CW-complessi e mappe cellulare si ha

Epnq Ă π´1pBpnqq

da cui segue che HnpEq “ ImpHnpπ´1pBpnqqq Ñ HnpEqq “ FnHnpEq cioè vale FnHnpEq “

HnpEq e quindi possiamo guardare la composizione

HnpEq “ FnHnpEq ↠ FnHnpEq{Fn´1HnpEq “ En`1
n,0 ãÑ En

n,0 ãÑ ¨ ¨ ¨ ãÑ E2
n,0 “ HnpBq.

Proposizione 9.0.1. La mappa HnpEq Ñ HnpBq appena esposta coincide con Hnpπq.

Proof. Per naturalità, confrontando le successioni spettrali per

F ˚

E B

B B

π

π IdB

IdB

da cui
HnpEq HnpBq

HnpBq HnpBq

speciale

π˚ IdB˚

IdB˚

e rimane solo da verificare che anche la mappa in basso sia effettivamente la nostra mappa

’speciale’. Ma questo perché la fibrazione la fibrazione di destra è banale e la successione

spettrale converge a pagina 2.

Data una sezione B Ñ E lo stesso ragionamento ci dice che la mappa speciale HnpEq Ñ

HnpBq ha una sezione. In particolare possiamo concludere che la riga 0 sopravvive fino al

termine E8.
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In maniera simile possiamo notare che E2
0,n “ HnpF q e dunque facendo quozienti successivi

HnpF q “ E2
0,n ↠ E3

0,n ↠ ¨ ¨ ¨ ↠ E8
0,n “ F0HnpEq ãÑ HnpEq.

Proposizione 9.0.2. La mappa HnpF q Ñ HnpEq appena descritta è proprio la mappa

indotta dall’inclusione i : F Ñ E in omologia.

Proof. Analogo a prima ma usando il diagramma

F F

F E

˚ B

IdF

i

i

π

e confrontando le successioni spettrali.

9.1 Trasgressione

Consideriamo E
π

Ñ B fibrazione di Serre con F,B connessi per archi e sistema locale banale.

Definizione 9.1.1. Consideriamo nella successione spettrale di Serre i differenziali

dn : En
n,0 Ñ En

0,n´1.

Questo omomorfismo (e il suo analogo in coomologia) si chiama trasgressione. Gli elementi

che sopravvivono fino al dominio della trasgressione sono detti trasgressori.

Per n “ 2 abbiamo d2 :

H2pBq
hkkikkj

E2
2,0 Ñ

H1pF q
hkkikkj

E2
0,1 , ma in generale, per quanto visto prima, En

n,0 è

un sottomodulo di HnpBq mentre En
0,n´2 è un quoziente di Hn´1pF q.

Consideriamo la successione esatta della coppia

¨ ¨ ¨ Ñ HmpF q Ñ HmpEq Ñ HmpE,F q
B˚
Ñ Hn´1pF q Ñ . . .

e la proiezione

π˚ : HnpE,F q Ñ HnpB, ˚q.

Teorema 9.1.1. La trasgressione nella successione spettrale di Serre in omologia coincide

con la composizione

HnpBq Ñ HnpB, ˚q
π´1

˚
Ñ HnpE,F q

B˚
Ñ Hn´1pF q
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e analogamente in coomologia

¨ ¨ ¨ Ñ Hn´1pF q
B

˚

Ñ HnpE,F q
pπ˚

q
´1

Ñ HnpB, ˚q Ñ HnpBq

Proof. Consideriamo il caso dell’omologia. L’altro è analogo.

Approssimiamo B con un CW-complesso con una sola 0-cella.

Quindi ogni elemento di En
n,0 è rappresentato da una catena c P Cnpπ´1pBpnqqq Ă CnpEq con

bordo in Cn´1pπ´1pBpnqqq Ă Cn´1pF q. Ovvero c è un ciclo relativo di Cnpπ´1pBpnqq, F q.

Come abbiamo visto nella proposizione di identificazione della riga 0 della successione spet-

trale, l’identificazione di En
n,0 con HnpBq avviene tramite la mappa che manda

En
n,0 Ñ

Zn
n,0

hkkkkkkkkkkikkkkkkkkkkj

Hnpπ´1pBpnqq, F q Q rcs
π˚
Ñ rπ˚pcqs P HnpBq.

Inoltre il differenziale dnn,0 : En
n,0 Ñ En

0,n´1 manda

Hnpπ´1pBpnqq, F q Q rcs Ñ rBcs P Cn´1pF q

quindi segue la tesi.

9.2 Classi di Serre

Sia X spazio toplogico connesso per archi tale che H̄˚pXq è di torsione. Equivalentemente si

può dire che H̄˚pX;Qq “ H̄˚ppt,Qq. Possiamo dire qualcosa sui gruppi di omotopia? Sono

tutti di torsione?

E se fosse che H̄˚pXq è tutta di p´ torsione possiamo dire lo stesso di π˚pXq?

E se H˚pXq sono tutti finitamente generati?

Definizione 9.2.1. Una classe C di gruppi abeliani si dice classe di Serre se 0 P C e per

ogni successione esatta corta

0 Ñ A Ñ B Ñ C Ñ 0

vale A,B P C ô B P C.

Osserviamo che una classe di Serre è chiusa per

• isomorfismi;

• sottogruppi;

• quozienti;

• estensioni: data A Ñ B Ñ C esatta in B, allora se A,C P C anche kerpB Ñ

Cq, cokerpB Ñ Cq stanno in C e dunque

0 Ñ kerpB Ñ Cq Ñ B Ñ cokerpB Ñ Cq Ñ 0

è esatta corta con estremi in C ñ B P C.

Elenchiamo un po’ di classi di Serre (la dimostrazione è un esercizio):
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• la classe dei gruppi abeliani finiti Cfin;

• la classe dei gruppi abeliani finitamente generati Cfg;

• la classe dei gruppi abeliani di torsione Ctor;

• la classe dei gruppi abeliani di p-torsione.

Definizione 9.2.2. Sia P un insieme di primi. Sia CP la classe di gruppi di torsione tali

che se Dp P P che divide l’ordine di A P CP allora a “ 0.

Scriveremo Cp per indicare Ctpu.

Questa è una classe di Serre per ogni primo p.

Sia ZP la localizzazione di Z al complementare dell’unione dei generati dai primi ppq, p P P.

Allora A P CP ô A bZ ZP “ 0 dunque in particolare

A P Cp ô A b Zp “ 0

(ometteremo il pedice al tensore quando è chiaro che stiamo lavorando con Z moduli).

Osserviamo anche che l’intersezione di classi di Serre è una classe di Serre.

Diamo adesso una definizione che ci permetterà di lavorare modulo una classe di Serre.

Definizione 9.2.3. Data una classe di Serre C, diremo che A “ 0 mod C se A P C. Dato

un morfismo f : A Ñ B diremo

• è monomorfismo mod C se ker f P C;

• è epimorfismo mod C se coker f P C;

• è isomorfismo mod C se è entrambi.

Proposizione 9.2.1. Sia C una classe di Serre. Le classi di monomorfismi, epimorfismi,

isomorfismi mod C sono chiuse per composizione. La classe degli isomorfismi rispetta la

regola ”2 su 3”, ossia se due tra α, β, α ˝ β sono iso ( mod C) anche il terzo lo è.

Proof. La dimostrazione segue dall’esattezza del cammino esagonale esterno del diagramma

sotto.

0 0

kerβ coker α

B

0 kerβ ˝ α A C coker β ˝ α 0

kerα 0 coker β

0 0

βα

β˝α

43



Proseguiamo con delle osservazioni.

Sia C˚ un complesso di catene. Se Cn P C allora anche HnpC˚q P C.
Sia F filtrazione su A. Se A P C allora grsA P C @ s.

Se F è finita allora grsA P C @s ô A P C.
Sia tEr

s,tu una successione spettrale. Se E2
s,t P C @s, t allora tutte le altre pagine (con indice

finito) stanno in C, Se inoltre tEru è di primo quadrante, anche la pagina 8.

Se la successione spettrale di primo quadrante è indotta da una filtrazione su un complesso

C˚ e E2
s,t P C per s ` t “ n allora HnpC˚q P C.

Come esempio di questa ultima considerazione, osserviamo che data una coppia pX,Aq, se

due tra H̄npAq, H̄npAq, H̄npX,Aq sono in C, allora anche il terzo lo è.

Vale un FATTO IMPORTANTE (lasciato come esercizio): il lemma dei 5 mod C con-

tinua a valere guardando successioni esatte mod C.

Definizione 9.2.4. Una classe di Serre è detta anello di Serre se A,B P C ñ AbB e A˚B

stanno in C.

Definizione 9.2.5. Una classe di Serre è detta ideale di Serre se A P C ñ A b B e A ˚ B

stanno in C per ogni B gruppo abeliano.

Tutti gli esempi sopra sono anelli di Serre. Gli esempi senza l’ipotesi che i gruppi siano

finitamente generati sono ideali di Serre.

Sia Cuna classe di Serre ed A P C. Consideriamo lo spazio classificante BA “ KpA, 1q.

Sappiamo che H1pKpA, 1qq “ A P C.

Definizione 9.2.6. Un anello di Serre si dice aciclico se contiene le omologie di tutti i suoi

spazi classificanti.

Verifichiamo l’aciclicità di alcune classi di Serre.

• Cfin è aciclica. Per Kunneth ci basta considerare H˚pBCnq dove Cn “ Z{nZ.
Cn Ă S1 agisce su S8 Ă C8. Un modello di spazio classificante è lo spazio lenticolare

infinito. In particolare abbiamo la fibrazione

S1 “ CnzS1 Ñ BCn Ñ CP8

Studiamo la successione spettrale di Serre associata (riportiamo solo coomologica):

1 e ex ex2 . . .

0 1 x x2 x3

0 2 4 6

Es,t
2 “ HspCP8

q b HtpS1q

H1pBCnq “ Cn, H2pBCnq “ 0 ñ H2pBCnq “ Cn

ñ d2e “ nx ñ d2ex
i “ nxi`1

Ricaviamo allora H˚pBCnq “ Zrxs{pnxq con x in grado 2.

Quindi HipBCnq e HipBCnq sono finiti e Cfin è aciclica.

• Poiché ogni gruppo di torsione è limite diretto dei suoi sottogruppi finiti, possiamo

concludere che A P Ctor ñ H̄qpKpA, 1qq P Ctor ossia Ctor è aciclica.
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• Analogamente le classi dei p´gruppi finiti e Cp sono acicliche.

• Osservando che H˚pKpZ, 1qq “ H˚pS1q “
Ź

res con e in grado 1 e concludiamo che

Cfg è aciclica.

Facciamo una osservazione importante. Sia C un ideale di Serre, se HnpXq, Hn´1pXq sono

nulli mod C allora HnpX;Mq “ 0 mod C per ogni gruppo abeliano M .

Nel caso in cui C sia solo un anello di Serre, l’osservazione vale per M P C.

Proposizione 9.2.2. Sia π : E Ñ B una fibrazione di Serre con B,F connessi per archi e

azione banale π1pBq ñH˚pF q. Sia C un ideale di Serre.

Se HtpF q P C @t ą 0 allora π˚ : H˚pEq Ñ H˚pBq è un isomorfismo mod C.

Proof. Per il teorema dei coefficienti universali vale

E2
s,t “ HspB,HtpF qq P C

Dunque anche Er
s,t sta in C per t ą 0 e similmente per la pagina E8

‚,‚.

Ne segue che la mappa

π˚ : H˚pEq Ñ H˚pBq

è un isomorfismo modulo C.

Proposizione 9.2.3. Sia π : E Ñ B tale che F,B connessi per archi e π1pBq “ 0. Sia C
un anello di Serre tale che

• HspBq P C per ogni 0 ă s ă n;

• HtpF q P C per ogni 0 ă t ă n ´ 1 oppure C è un ideale di Serre.

Allora π˚ : HipE,F q Ñ HipB, b0q è isomorfismo mod C per i ď n.

Proof. Usiamo la successione spettrale di Serre omologica nel caso relativo.

E2
s,t “ HspB, b0;HtpF qq ñ Hs`tpE,F q.

Per s “ 0 ed s “ 1 abbiamo E2
s,t “ 0 (stiamo usando B connesso per archi e semplicemente

connesso).

Inoltre E2
s,t P C per ps, tq in r2, n´ 1s ˆ r1, n´ 2s pertanto per s` t ď n gli unici gruppi non

nulli modulo C sono E2
i,0 “ HipB, b0q.

Ricaviamo pertanto che π˚ : HipE,F q Ñ HipB, b0q è un isomorfismo modulo C.

Parliamo adesso di un importante teorema.

Teorema 9.2.4 (Teorema di Hurewicz modulo un anello di Serre aciclico). Sia C un anello

di Serre aciclico. Sia X semplicemente connesso ed n ě 2.

πqpXq P C @q ă n ô H̄q P C @q ă n

ed in tal caso la mappa di Hurewicz πnpXq Ñ HnpXq è un isomorfismo modulo C.
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Prima della dimostrazione, mostriamo qualche corollario (basato sulla aciclicità di alcuni

anelli verificata precedentemente).

• HqpXq è finitamente generato per ogni q ă n se e solo se πqpXq finitamente generato

per ogni q ă n;

• Per p primo, HqpXq è di p´torsione @ q ă n se e solo se πqpXq è di p´torsione per

ogni q ă n;

• H̄qpX;Qq “ 0 per ogni q ă n se e solo se πqpXq b Q “ 0 per ogni q ă n e

h : πnpXq b Q Ñ HnpX;Qq

è iso.

Passiamo alla dimostrazione.

Proof. Ripercorriamo con alcune variazioni la dimostrazione del teorema di Hurewicz.

Procediamo per induzione su n, usando la fibrazione ΩX Ñ PX Ñ X e mostriamo che se

πqpXq P C per q ă n allora πqpXq Ñ HqpXq è un isomorfismo modulo C.
Passo base: n “ 2. Per il teorema di Hurewicz π2pXq Ñ H2pXq è un isomorfismo.

Passo induttivo:Consideriamo il diagramma

πqpX,x0q πqpPX,ΩXq πq´1pΩXq

HqpX,x0q HqpPX,ΩXq Hq´1pΩXq

h

– –

h hp2q

p1q

–

e verifichiamo che p1q, p2q sono isomorfismi modulo C.
Se π2pXq “ 0 (equivalentemente π1pΩXq “ 0, che a priori non possiamo supporre), allora

p2q è un isomorfismo per ipotesi induttiva (usando ΩX al posto di X).

Inoltre usando la proposizione sulla fibrazione con B semplicemente connesso e C anello di

Serre, poiché sempre per ipotesi induttiva HipX,x0q P C per i ă n, possiamo concludere che

p1q è un isomorfismo modulo C.
Se π2pXq ‰ 0 procediamo cos̀ı: guardiamo la torre di Whitehead

K “ Kpπ2pXq, 1q

Y

X

Poiché π2pXq P C abbiamo HipKq P C per tutti gli i positivi,

per ipotesi di aciclicità di C. Segue guardando la successione

esatta lunga della coppia pY,Kq che HipY, y0q Ñ HipY,Kq è un

isomorfismo modulo C.
Poiché X è semplicemente connesso possiamo applicare di

nuovo la proposizione sulla fibrazione con base semplicemente

connessa e anello di Serre alla mappa pY,Kq Ñ pX,x0q.

Otteniamo

HipY,Kq Ñ HipX,x0q

isomorfismo modulo C per i ď n. Quindi HipY, y0q Ñ HipX,x0q isomorfismo modulo C per

i ď n.

La mappa πipY q Ñ πipXq è un isomorfismo per i ě 3 e π2pY q “ π1pY q “ 0, dunque si può

applicare l’ipotesi induttiva ad Y e concludere.
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Esibiamo un ulteriore corollario (che frasiamo come proposizione).

Proposizione 9.2.5. Sia X semplicemente connesso, p un primo ed n ě 2. Allora

πipXq b Zppq “ 0 @i ă n ô H̄ipX;Zppqq “ 0 @i ă n

ed in tal caso la mappa h : πnpXq b Zppq Ñ H̄npX;Zppqq è un isomorfismo.

Proof. Basta usare il teorema di Hurewicz modulo C prendendo come anello di Serre Cp.

Diamo anche una versione relativa del teorema.

Teorema 9.2.6 (Hurewicz relativo modulo C). Sia C un ideale di Serre (notare l’ipotesi più

forte) aciclico. Sia pX,Aq una coppia di spazi topologici semplicemente connessi ed n ě 2.

Allora

πipX,Aq P C @2 ď i ă n ô HipX,Aq P C @2 ď i ă n

ed in tal caso h : πnpX,Aq Ñ HnpX,Aq è un isomorfismo modulo C.

Idea. Sia F la fibra omotopica di A ãÑ X. Allora abbiamo

πnpX,Aq πnpPX,F q πn´1pF q

HnpX,Aq HnpPX,F q Hn´1pF, f0q

h

– –

h h–

p˚ –

e per dimostrare che p˚ è un isomorfismo modulo C abbiamo bisogno della successione

spettrale di Serre per

ΩX pPX,F q

pX,Aq

con E2
s,t “ HspX,A;HtpΩXqq. A questo punto usiamo il fatto che C è un ideale di Serre per

applicare una delle proposizioni precedenti e concludere che p˚ è un isomorfismo modulo

C.

Teorema 9.2.7 (Teorema di Whitehead modulo C). Sia C un ideale aciclico di Serre ed

f : X Ñ Y una mappa di spazi semplicemente connessi. Sia n ě 2. Sono equivalenti i

seguenti

• f# : πipXq Ñ πipY q è isomorfismo modulo C per i ď n´ 1, epimorfismo modulo C per

i “ n;

• f˚ : HipXq Ñ HipY q è isomorfismo modulo C per i ď n´ 1 ed epimorfismo per i “ n.

Proof. Come sempre, possiamo supporre che f sia una inclusione sostituendo Y con Mf .
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Abbiamo adesso il diagramma

. . . πn`1pY,Xq πnpXq πnpY q πnpY,Xq . . .

. . . Hn`1pY,Xq HnpXq HnpY q HnpY,Xq . . .

h

f#

h h h

f˚

Quindi la prima affermazione è equivalente a πipY,Xq “ 0 mod C per i ď n e per Hurewicz

questo è equivalente a HipY,Xq “ 0 mod C, che è equivalente alla seconda affermazione.

Proposizione 9.2.8. Siano X,Y spazi topologici tali che Hqp‚,Zppqq è finitamente generato

per ogni q.

Se f : X Ñ Y è isomorfismo in Hqp‚,Z{pZq per ogni q allora induce isomorfismo modulo

Cp in Hqp‚,Zq.

Proof. Ricordiamo che A
α
Ñ B è un isomorfismo modulo Cp se e solo se AbZppq

αb1
Ñ B b Zppq

è un isomorfismo: il modulo Zppq è piatto e dunque la successione esatta

0 Ñ kerα Ñ A Ñ B Ñ coker α Ñ 0

implica l’esattezza di

0 Ñ kerα b Zppq Ñ A b Zppq Ñ B b Zppq Ñ coker α b Zppq Ñ 0

pertanto abbiamo isomorfismo tra i due termini centrali se e solo se kerα, coker α P Cppq.

Un modulo finitamente generato su Zppq è il modulo banale se lo è dopo aver tensorizzato

con Fp. Allora mostriamo che il kernel e il cokernel di f˚ : H˚pXq Ñ H˚pY q sono nulli

quando tensorizziamo con Fp.

Sia ora Z il mapping cone di f . Sappiamo che

0 “ H̄˚pZ;Z{pZq

per ipotesi e dunque H˚pCf , X;Z{pZq “ 0.

Poiché Zppq è Noetheriano, le ipotesi di finito-generatezza delle omologie (a coefficienti lo-

calizzati) di X ed Y ci garantisce la finito generatezza di HqpZ;Zppqq per ogni q.

Dal teorema dei coefficienti universali si ha l’immersione H̄˚pZ;Zppqq bFp ãÑ H˚pZ;Fpq, da

cui H̄˚pZ;Zppqq “ 0 pertanto f˚ b 1 è isomorfismo, che è la tesi.

Proposizione 9.2.9. Siano X,Y semplicemente connessi con omologia a coefficienti in

Zppq finitamente generata. Supponiamo un morfismo f induca isomorfismi tra le omologie

a coefficienti in Z{pZ, allora f# : π˚pXq b Zppq Ñ π˚pY q b Zppq è isomorfismo.

Proof. Segue dalla proposizione precedente e dal teorema di Whitehead modulo C.
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9.3 Il teorema di Serre

Procediamo preliminarmente a calcolare l’omologia di KpA,nq.

Se A P Ctor il teorema di Hurewicz modulo C ci dice che anche H̄˚pKpA,nq;Qq “ 0.

Per KpZ, 1q – S1 abbiamo H˚pKpZ, 1q,Qq “
Ź

Qri1s con i1 generatore in grado 1.

Per KpZ, 2q – CP8 possiamo calcolare l’omologia come segue.

Usiamo la fibrazione KpZ, n ´ 1q Ñ PKpZ, nq Ñ KpZ, nq e osserviamo la successione spet-

trale di Serre in coomologia (per n “ 2).

1 i1 i1 ¨ i2 . . .

0 1 i2 i2
2

0 1 2 3 4

dpi1q “ i2

dpi1 ¨ ik2q “ ik`1
2

da cui H˚pKpZ, 2q;Qq “ Qri2s con i2 di grado 2.

Procediamo adesso con lo spazio KpZ, 3q in maniera simile.

. . .

4 i22

2 i2

0 1 i3

0 3

otteniamo d3pi2q “ i3, d3pik2q “ k ¨ ik´1
2 ¨ i3

ñ H˚pKpZ, 3q;Qq “
ľ

ri3s, |i3| “ 3.

Per il caso generale di KpZ, nq possiamo procedere induttivamente (su n). Usando la fi-

brazione

KpZ, n ´ 1q “ ΩKpZ, nq Ñ PKpZ, nq Ñ KpZ, nq

riusciamo ad ottenere (tramite successione spettrale di Serre)

H˚pKpZ, nq;Qq “

$

&

%

Ź

rins per n dispari

Qrins per n pari

n dispari

2pn ´ 1q i2n´1 i2n´1 ¨ in

n ´ 1 in´1 in´1 ¨ in

0 in

0 n

n pari

n ´ 1 in´1 in ¨ in´1 i2n ¨ in´1

0 1 in i2n
0 n 2n . . .
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Procediamo adesso enunciando un importante teorema di Serre.

Teorema 9.3.1 (Teorema di finitezza di Serre). I gruppi di omotopia πipS
nq sono finiti per

ogni i, eccetto πnpSnq e π2n´1pSnq per n pari. In tal caso, sono finitamente generati ed

hanno rango 1.

Proof. Per n “ 1 è chiaro, S1 è di Eilenberg-Maclane.

Assumiamo n ě 2 e consideriamo la prima mappa non nulla nella torre di Postnikov di Sn,

la mappa Sn Ñ KpZ, nq.

Se n è dispari, dal calcolo della omologia razionale di cui sopra, sappiamo che questa mappa

induce isomorfismi in H˚p‚;Qq. Pertanto, per il teorema di Whitehead modulo C li induce

anche in omotopia razionale π˚p‚q b Q e dunque la tesi.

Se n è pari, procediamo cos̀ı. Consideriamo la fibra omotopica F (che, notiamo, è un

troncamento omotopico) e calcoliamone la sua coomologia

2n ´ 1 i2n´1 in ¨ i2n´1 i2n ¨ i2n´1 i3n ¨ i2n´1 . . .

1 in i2n i3n . . .

0 n 2n 3n

da cui segue che F ha la stessa omologia e omotopia razionale di un KpZ, 2n ´ 1q, da cui

la tesi.
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Chapter 10

Operazioni di Steenrod
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Chapter 11

Successione spettrale di Adams
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